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“内 容 提要 … 


本 书 第 一 版 在 1986 - 1989 年 度 教材 评 雍 中 获 “ 国 家 优秀 些 ". 此 次 再 版 ， 
作者 在 原 书 基础 上 增 刀 新 榴 型 近 30 个 ， 并 对 席 书 结构 重新 做 了 调整 . 全书 
包括 初等 模型 、 风 定性 连续 横 型 、 确 定性 离散 模型 、 随 机 性 模型 等 内 容 . 

该 书 可 作为 数学 、 应 用 数学 专业 教材 ， 也 可 作为 其 他 理工 科 专业 选修 
课 教材 和 科技 工作 者 的 参考 书 . 


序 


了 


自从 1987 年 高 教 出 版 社 出 版 了 国内 第 一 本 “数学 模型 "教材 
以 来 ， 已 经 过 去 五 个 年 头 了 ,五 年 的 时 间 不 算 长 ， 但 在 这 段 时 间 
内 ， 国 内 关于 "数学 模型 "的 教学 工作 却 发 展 得 相当 快 ， 在 和 名校 的 
支持 下 ， 先 后 举办 了 两 次 全 国 性 的 教师 培训 班 ， 组 织 了 两 次 教学 
经 验 交 流 会 ， 据 不 完全 统计 ， 到 1991 年 ， 全 国 开 说 这 门 课程 
的 高 校 已 超过 和 0 所 ,正式 出 版 的 教材 有 五 种 . 去 年 年 底 ， 考 
虑 到 近年 来 数学 科学 发 展 的 趋势 ， 国 家 教育 委员 会 颁布 的 理科 
数学 与 力学 类 专业 多 基 本 培养 规格 和 教学 基本 要 求 》 中 把 这 门 课 
程 列 为 数学 和 应 用 数学 专业 的 主要 基础 课 和 专业 基础 课 . 

近年 来 ， 国 内 已 有 越 来 越 多 的 人 认 误 到， 数学 教育 不 仅 要 使 
学 生 学 会 并 掌握 一 些 数学 工具 ， 更 应 着 眼 于 提高 学 生 的 数学 素质 . 
所 谓 一 个 人 的 数学 素质 包含 了 许多 方面 ， 而 "数学 建 烧 "能 力 无 疑 
应 是 其 中 一 个 重要 的 、 也 是 长 期 未 被 重视 的 一 个 方面 ， 从 1983 
年 以 来 ，“ 数 学 模型 " 课 在 清华 已 开设 了 十 痰 ， 上 先是 对 点 用 数学 专业 
的 学 生 ， 后 来 扩大 为 对 理工 科 各 专业 的 学 生 . 实践 表明 ， 这 门 课程 
给 予 学 生 的 训练 与 传统 的 数学 课程 是 很 不 一 样 的 ， 

“数学 模型 "一 书 出 版 后 ， 经 过 一 些 学 校 试 用 , 很 多 同志 提出 
了 不 少 很 好 的 意见 ， 在 此 基础 上 ， 姜 启 源 同 志 根 据 委 己 的 教学 经 
验 ， 六 参考 了 近 几 年 国 欠 新 由 版 的 教材 ,完成 了 对 第 一 版 的 修订 ， 
新 版 基本 上 保持 了 原 书 的 风格 ， 但 作 了 较 大 的 改动 ， 无 论 从 模型 
本 身 所 涉及 的 范围 ， 还 是 建 模 过 程 中 所 涉及 的 数学 方法 ， 都 比 第 
一 版 丰富 得 多 . 另外 还 增加 了 一 批 习 题 和 对 一 些 寞 型 的 评 广 ， 这 
些 材 料 大 多 来 源 于 作者 讲授 这 门 课 的 经 验 以 及 与 同行 的 讨论 ， 我 
以 为 这 此 都 是 新 版 的 特色 . 

这 本 书 新 版 前 问世 ， 对 名校 普遍 开设 这 门 课程 应 该 是 有 帮 勋 
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的 .然而 要 学 好 这 门 课 ， 光 有 一 本 教材 ， 即 使 是 很 好 的 教材 ， 也 
是 不 够 的 . “要 增 养 学 生 的 洞察 力 和 想象 力 ， 靠 一 本 教科 书 当然 
是 不 够 的 . 至少 还 需要 通过 教师 根据 不同 的 背景 和 学 生 的 实际 情 
况 来 灵活 运用 书 中 的 内 容 " 一 一 这 是 第 一 版 序言 中 的 一 各 活 ， 我 
愿意 把 它 在 此 重复 一 饥 ， 


落 树 铁 
1992 年 3 月 干 清华 网 


中 


前 


一 、 最 近 几 十 年 来 得 着 各 门 科学 技术 特别 是 计算 机 的 不 断 
进步 ， 数 学 的 应 用 不 仅 在 它 的 传统 领域 一 所 谓 物 理 领域 (力学 . 
电学 等 学 科 及 机 电 、 土 木 等 工程 技术 ) 取 得 了 许多 重要 进展 ， 而 
且 迅 速 讲 入 了 一 些 新 的 领域 一 所 谓 非 物理 领域 [经 济 ， 人 口 、 生 
态 、 医 学 等 )， 数学 在 发 展 高 科技 、 提 高 生产 力 以 及 加 强 系 统管 
理 太 至 社会 生活 科学 化 等 方面 的 重要 性 已 经 日 盖 被 人 们 所 认识 . 

将 数学 方法 应 用 到 任何 一 个 实际 问题 中 去 ,往往 首先 是 把 这 
个 问题 的 内 在 规律 用 数字 、 图 表 或 者 公式 、 符 号 表示 出 来 ， 然 后 
经 过 数学 的 处 理 得 到 定量 结果 ,以 供 人 们 作 分 析 、 和 预报， 决策 或 
者 控制 这 个 过 程 就 是 通常 所 说 的 建立 数学 模型 .建立 数学 模型 
一 般 说 来 有 机 理 分 析 、 测 试 分 析 等 方法 ， 本 书 主要 讨论 机 理 分 析 
方法 ， 即 根据 客观 事物 的 性 质 分 析 因 洪 关系 ， 在 适当 的 简化 假设 
下 ， 利 用 合适 的 数学 工具 得 到 描述 其 特征 的 数学 模型 . 

本 书 主要 介绍 非 物理 领域 的 数学 模型 ， 这 是 因为 数学 在 这 些 
方面 的 应 用 时 间 不 长 ,需要 从 建立 数学 模型 开始 研究 的 问题 很 多 ,而 且 一 
些 非 物理 领域 模型 的 实际 背景 也 往往 比较 容易 了 解 ， 相 比 之 下 ， 数 
学 在 许多 物理 领域 的 应 用 已 经 日 趋 深入 ， 进 一 步 的 研究 需要 涉及 
较为 专门 的 知识 不 可 能 也 不 便 在 这 本 书 中 讨论 . 

二 、 数学 模型 作为 一 门 课程 进入 我 问 高 等 学 校 不 过 是 近 十 
年 的 事 , 发 展 却 非 常 讯 速 ， 目 前 不 仅 许 多 学 校 的 数学 、 应 用 数学 ， 
计算 数学 等 数学 类 专业 将 它 列 为 必修 或 限定 选修 课程 ， 而 且 一 些 
工科 、 经 济 管理 、 师 范 等 院 校 也 将 它 列 为 选修 课 ， 普遍 受到 学 生 
们 的 欢迎 ， 与 这 种 发 展 形势 不 相 适 应 的 是 。 数 学 模型 的 教材 种 类 
较 少 ， 内 容 也 不 够 丰富 . 


本 书 第 一 版 1987 年 出 版 以 来 ， 得 到 全 国 许多 同行 和 读者 的 
热情 支持 ， 收 到 很 多 诚挚 、 中 表 的 意见 . 编者 在 教学 和 研究 实践 
中 对 教材 的 编写 有 了 一 些 新 的 看 法 ， 也 天 累 了 一 些 新 的 实例 ， 这 
次 修订 与 第 一 版 相 比 改动 较 大 ， 主 要 有 以 下 几 点 ， 

1. 增加 约 172 的 模型 ， 从 原来 的 约 50 个 增 至 80 个 左右 ， 数 
学 模型 教材 与 其 它 数 学 课程 教材 不 同 ， 它 不 需要 按照 课本 的 顺序 
讲授 ， 较 丰富 的 实例 使 教师 可 以 根据 专业 方 入， 学 生性 度 和 自己 
的 具体 情况 在 教学 内 容 上 作出 更 灵活 的 安排 ， 另 一 方面 ， 建 寞 能 
力 的 税 养 需要 阅读 、 恩 考 大 量 别 人 作出 的 模型 ， 目 前 这 方面 的 资 
料 不 多 ,本 书 的 一 些 章 区 可 以 作为 学 生 的 课外 阅读 材料 . 

2. 书 的 续 构 重新 编排 按照 模型 的 基本 特征 (确定 性 和 随机 
性 、 连 续 和 离散 ， 稳 态 积 动态 等 及 所 用 的 数学 方法 (初等 数学 . 
微 积分 和 微分 方程 ， 差 分 方程 、 和 概率 论 等 ) 为 基本 上 顺序 ， 根据 编 
者 的 实践 ， 这 样 的 顺序 对 教学 比较 合适 . 同时 按照 模型 的 应 用 领 
域 (经 济 、 人 口 、 工 程 、 医 学 等 ) 给 出 辅助 目录 ， 便 于 从 事 某 又 专 
业 工 作 的 读者 参考 ， 

3, 保留 的 模型 全 部 重 写 . 加强 和 改进 对 建 模 背 景 、 目 的 和 模 
型 假设 、 结 果 分 析 等 部 分 的 叙述 ， 提 高 可 读 性 ， 并 增加 评注 ， 陈 述 
编者 对 建 模 方法 、 结 果 推 广 等 方面 的 意见 . 

4. 扩充 习题 ,增加 了 一 些 使 学 生 更 好 地 理解 、 消 化 书 中 实 
例 的 题目 ,为 了 便于 教学 凡是 需要 读者 自己 作出 假设 、 选 择 建 模 
方法 并 求解 ， 因 而 漫 有 确定 答案 的 习题 都 标 以 * 号 ， 从 培养 建 神 
能 办 的 前 度 站 ,学 生 应 该 动手 作 几 个 标尺 * 号 的 题目 . 

用 数学 规划 ( 比 性 规划 ， 非 线性 规 芯 ， 动 态 者 划 等 ]} 建 模 是 数 
学 模型 的 重要 部 分 .考虑 到 它 涉 及 的 数学 方法 属于 专门 的 运筹 学 
课程 ， 汶 了 不 使 本 书 的 内 容 寺 于 废 大 ， 这 次 收 订 仍然 没有 包含 这 
方面 的 模型 . 


阅读 本 书 大 部 分 内 容 只 需要 大 学 工科 的 微 积分 、 线 性 代数 ， 


by 


概率 论 等 基本 数学 知识 。 某 些 章 节 用 到 的 微分 方程 移 定 性 、 变 分 
法 、 杞 民 链 等 内 容 节 中 均 有 简单 介 绿 . 

书 中 的 大 多 数 模 型 是 编者 从 多 种 书刊 中 搜集 并 从 便于 教学 的 
角度 改编 而 成 的 ， 在 叙述 过 程 中 都 给 出 了 它们 的 原始 出 处 以 供 污 
者 查阅 . 

数学 模型 是 一 门 新 课 ， 教 学 内 容 和 教学 方法 都 很 不 成 熟 ， 编 
写 教材 的 困难 较 大 ， 再 加 上 受 编者 水 平 所 限 ， 本 局 必 然 存在 很 多 
不 足 之 处 ,诚恳 希 望 广大 读者 提出 意见 ， 以 便 进 一 步 修改 ， 


萧 树 铁 教 授 对 数学 模型 课程 建设 和 这 本 教材 初版 的 忽 写 以 及 
这 次 修订 一 直 给 予 关 心 和 指导 ,并 再 次 为 本 书 作 序 ; 叶 其 孝 教 授 
审阅 了 全 书 ， 提 出 了 宝贵 的 意见 ， 任 善 强 ， 杨 启 帆 ， 葛 亚 安 ， 巡 
徐 萍 ， 陈 义 华 ， 李 飞 宇 等 同行 为 本 书 的 修订 提出 了 中 肯 的 建议 ， 
在 此 向 他 们 一 并 唐 示 囊 心 的 谢意 ， 
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1.] 从 现实 对 象 到 数学 模型 (2 ) 
1.2 建 模 示例 之 一 ”椅子 能 在 不 平 的 地 面 上 放 稳 吗 ……………… (8 ) 
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3.2 航船 的 阻 月 f 63 ) 
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第 1 章 建立 数学 模型 


随 着 科学 技术 的 迅速 发 展 ， 数 学 模型 这 个 词汇 越 来 越 多 地 出 
现在 现代 人 的 生产 、 工 作 和 社会 活动 中 . 电气 工程 师 必须 建立 所 
要 控制 的 生产 过 程 的 数学 模型 ， 用 这 个 模型 对 控制 装置 作出 相应 
的 设计 和 计算 ， 才 能 实现 有 效 的 过 程控 制 . 气象 工作 者 为 了 得 到 
准 依 的 天 气 预报 ， 一 - 刻 也 离 不 开 根 据 气 象 站 、 气 象 卫星 汇集 的 气 
压 、 坪 量 、 风 速 等 资料 建立 的 数学 模型 . 生生 医学 专家 有 了 执 物 
浓度 在 大 体内 随时 间 和 空间 变化 和 的 数学 模型 ,就 可 以 分 析 言 物 的 
疗效 ， 有 效 地 指导 临 上 天 用药， 城市 规划 工作 者 需要 建立 -= 个 包括 
人 口 、 经 济 、 交 通 、 环 境 等 大 系统 的 数学 模型 ， 为 领导 层 对 城市 
发 展 规 划 的 决策 提供 科学 根据 .三 长 经 理科 要 是 能 够 根据 产品 的 
需求 状况 、 生 产 条 件 和 成 本 、 贮 存 费 用 等 信息 ， 筹 划 出 一 个 合理 
安排 生产 和 销售 的 数学 米 型 ， 一 定 可 以 获得 更 大 的 经 济 将 益 . 就 
是 在 日 常 活 动 如 访 友 、 采 网 当中 ， 八 们 也 会 谈论 找 一 个 数学 模型 ， 
优化 -下 出 行 的 路 线 . 对 -于 广大 的 科学 技术 人 员 和 应 用 数学 工作 
者 来 说 ， 建 立 数学 模型 是 沟通 控 在 面前 的 实际 问题 与 他 们 掌握 的 
数学 工具 之 间 联 系 的 一 座 必 不 可 少 的 桥梁 . 

本 章 作 为 全 书 的 导言 和 数学 模型 的 概述 ， 主 要 讨论 建立 数学 
模型 的 意 艾 、 方 法 和 步骤 ,给 读者 以 建立 数学 模型 的 全 面 的 、 初 
步 的 了 解 .1.1 节 从 现实 对 象 和 它 的 模型 开始 ， 痊 重 介绍 数学 模 
型 的 意义 : 1.2 一 1.4 节 道 过 及 个 示例 说 明 用 数学 语 言 和 数学 方 
法 表述 和 解决 实际 问题 ， 即 建立 数 堂 模型 的 过 程 ，1.5 节 介 绍 建 
六 数学 模型 的 一 般 方 共 和 步 难 : 1.6 节 主 要 讨论 数学 模型 的 特点 
及 培养 建立 数学 模型 能 力 的 问题 ，1.7 节 简 要 介绍 数学 模型 的 分 
类 情况 . 


1.1 从 现实 对 象 到 数学 模型 


人 类 生活 在 丰富 多 采 ， 变 化 万 千 的 现实 世界 里 ， 无 时 无 刻 不 
在 运用 智慧 和 力量 去 认识 、 利 用 :改造 这 个 世界 ， 从 而 示 断 地 创 
造 春 日 新 月 异 、 五 彩 缤纷 的 物质 文明 和 精神 文明 , 博览 会 常常 是 
集中 展示 这 些 成 果 的 场所 之 一 、 那 些 五 光 十 色 ， 精 美 绝 伦 的 展品 
给 我 们 留 下 了 深刻 的 印象 ， 工 业 博 览 会 上 ， 豪华、 舒适 的 新 型 汽 
车 叫 人 赞叹 不 已 ; 农业 博览 会 上， 硕大， 娇艳 的 各 种 水 果 令 人 流 
连 忘 返 ; 科技 展览 这 里 ， 大 型 水 电站 模型 弘 伟 壮观 ， 人 造 卫 星 模 
型 高 高 符 立 ， 清 晰 的 数字 和 图 表 显 孙 着 电力 工业 的 迅速 发 展 ， 和 
整 面 墙 可 一 样 大 的 地 图 上 鲜明 地 标 出 了 新 建 的 铁路 和 新 辟 的 航线 ， 
楼 电站 工程 的 彩色 三 照 前 ,于 持原 子 结构 模型 的 讲解 员 深 入 浅 出 
地 介绍 反应 堆 的 运行 机 理 : 电影 往 播 宝 里 ,播放 着 -部 现代 化 炼 
钢 /" 实 现 牛 产 自 动 控制 的 科技 影片 ， 其 中 既 有 火花 四 泊 的 钢坯 滋 
铸 情 惊 ， 也 有 展示 计算 机 管理 和 控制 的 框图 、 公 式 和 程序 ， 

参观 博览 会 ， 像 汽车 ， 水 果 那 些 原封 不 动 地 从 现实 世界 搬 到 
展厅 里 的 物品 固然 给 人 以 亲切 真实 的 感受 ， 可 是 从 开 阁 有 眼界 、 丰 
富 知识 的 角度 看 ,电站 、 卫 星 、 铁 路 ， 钢 厂 …… 这 些 在 现实 世 
界 被 人 们 认识 、 建 介 、 控 制 的 对 象 ， 以 它们 的 各 种 形式 的 模 
型 一 实物 模型 、 照 片 ， 图 表 、 公 式 、 程 序 …… 汇集 在 大 们 [面前 ， 
这 些 模 型 在 短 短 几 小 时 里 所 起 的 必用 ， 优 怕 是 置身 现实 世界 多 少 
天 也 无 法 敌 到 的 . 

与 形形色色 的 模型 相对 应 ， 它 们 在 现实 世界 里 的 原始 参照 物 
通称 为 原型 .本 节 先 讨论 原型 和 模型 ， 特 别 是 数学 模型 的 关系 ， 
而 介绍 数学 模型 的 意义 . 

原型 和 模型 ”原型 (Prototype ) 和 模型 (Model) 是 一 对 对 惕 
体 ， 原 型 指 大 们 在 现实 世界 里 关心 ， 研 究 或 者 从 事 生 产 ， 管 理 的 实 
际 对 象 ， 在 科技 领域 通常 使 用 系统 {System )，、 过 程 (Process ) 等 
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词汇 、 如 机 械 系统 、 电 力 系统 ， 生 态 系统 ， 生 命 系 统 、 社 会 经 济 
系统 ， 叉 如 钢铁 冶炼 了 过程、 导弹 飞 行 和 过程、 化 学 反应 过 程 、 污 染 
扩散 过 程 、 生 产销 售 过 程 、 计 划 决 策 过 程 等 .本 书 所 述 的 现实 对 
象 ， 研 究 对 象 ， 实 际 问题 等 均 指 原型 .模型 则 指 为 了 某 个 特定 日 
的 将 原型 的 某 - 一 部 分 信息 简 缩 、 提 炼 而 构造 的 原型 赫 代 物 . 

这 里 特别 强调 构造 模型 的 目的 性 ， 柜 型 不 是 原型 原封 不 动 的 
复制 品 ， 原 型 有 各 个 方面 和 各 种 层次 的 特征 ， 而 模型 只 要 求 反 肌 
与 某 种 目的 有 关 的 那些 方面 和 层次 . 一 个 原型 ， 为 了 不 同 的 目的 
可 以 有 许多 不 同 的 模型 ， 如 放 在 展厅 里 的 飞机 模型 应 读 在 外 形 上 
遥 真 ， 但 是 不 一 定 会 飞 ， 而 参加 航模 竞赛 的 模型 飞机 票 具 有 良好 
的 飞行 性 能 ， 在 外 观 上 不 必 苛 求 ， 至 于 在 飞机 设计 、 试 制 过 程 中 
用 到 的 数学 模型 和 让 算 机 模拟 ， 则 只 要 求 在 数量 规律 上 真实 反映 
飞机 的 飞行 动态 特性 ， 毫 不 涉及 飞机 的 实体 ， 所 以 模型 的 基本 特 
征 是 由 构造 模型 的 日 的 决定 的 . 

我 们 已 经 看 到 模型 有 各 种 形式 . 用 模型 殖民 原型 的 方式 来 分 
闫 ,模型 可 以 分 为 物质 模型 (形象 模型 ) 和 理想 模型 (抽象 模型 ). 
前 者 包括 直 现 模型 ,物理 模型 等 ,后 者 包括 思维 模型 ,符号 模型 . 数 
学 模型 等 ， 

直观 模型 ” 指 那 些 供 展览 用 的 实物 模型 以 及 玩具 、 上 照片 等 ， 
通常 是 把 原型 的 尺寸 按 比 例 缩小 或 放大 ， 主要 追求 外 观 上 的 到 真 . 
成 类 模型 的 效果 是 一目了然 的 . 

物理 模型 ”主要 指 科技 工作 者 为 一 定 目的 根据 相似 原理 构造 
的 模型 ， 它 不 仅 可 以 显示 原型 的 外 形 或 基 些 特征 , 而 且 可 以 用 来 进 
行 模拟 实验 ， 间 接地 研究 原型 的 某 些 规律 . 如 波浪 水 箱 中 的 舰艇 
模型 用 来 模 氢 波浪 冲击 下 舰艇 的 航行 性 能 ， 风 洞 中 的 飞机 模型 用 
米 试验 飞机 在 气流 中 的 空气 动力 学 特性 . 有 些 现象 直接 用 原型 研 
究 非常 困难 ， 更 可 借助 于 这 类 模型 ， 如 地 震 模拟 装置 ， 核 爆炸 反 
应 模拟 设备 等 。 应 注意 验证 原型 与 模型 间 的 相似 关系 ， 以 确定 模 
拟 实 验 结 是 的 可 靠 性 .物理 模型 常 可 得 到 实用 上 很 有 价值 的 结果 ， 


了 


但 也 存在 成 本 高 、 时 间 长 .不 灵活 等 缺点 . 

思维 模型 指 道 过 人 有 有] 对 原型 的 反复 认识 ， 将 获取 的 知识 以 经 
验 形 式 直 接 贮 存 于 入 脑 中 ， 从 而 可 以 根据 思维 或 直觉 作出 相应 的 
决策 ， 却 汽车 司机 对 方向 盘 的 操纵 ， 一些 技艺 性 较 强 的 工种 (如 
错 工 ) 的 操作 ， 大 体 上 是 靠 这 类 模型 进行 的 .通常 说 的 基 些 领导 
者 途经 验 作 决 策 也 是 如 此 ,思维 模型 便于 接受 ， 也 可 以 在 一 定 条 
忻 下 张 得 满意 的 结果 、 但 是 它 往往 带 有 模糊 忻 、 片 面 往 、 主 观 性 . 
偶然 性 等 缺点 ,难以 对 它 的 假设 条 件 进 行 检验 ， 并 且 不 恒 于 人 科 
的 相 五 沟通. 

符号 模型 ”是 在 一 些 约 定 或 假设 下 借助 于 专门 的 符号 ， 线 笨 等 ， 
按 一 定形 式 组 合 起 来 措 述 原 开 .如 地 图 ， 电路图， 化 学 结构 式 等 ， 
具有 简明 、 方 便 、 晶 的 性 强 及 非 量 化 等 特点 . 

本 上 书 要 专门 讨论 的 数学 模型 则 是 由 数 宁 、 字 母 或 其 它 数学 符 
号 组 成 的 ， 猫 述 现实 对 象 数 量 现 律 的 数学 公式 、 图 撒 或 算法 . 

与 数学 模型 有 密切 关系 的 数学 模拟 ， 主 要 指 运用 数字 式 计 算 
机 的 计算 机 模拟 (Computer Simulation )}. 它 根据 实际 系统 或 过 
程 的 特性 ， 接 照 一 定 的 数学 规律 用 计算 机 程序 语言 模拟 实际 运行 
和 状 说 ， 并 依据 大 量 模 氢 结果 对 系统 或 过 程 进 行 定量 分 析 . 例 如 通过 
各 种 工件 在 不 同 机 器 上 按 一 定 工 艺 顺序 加 工 的 模拟 ， 能 够 识别 
生产 过 程 中 的 瓶颈 蒜 节 ， 通 过 高 速 公 路 上 交通 流 的 异 托 ， 可 以 分 
_ 析 车 辆 在 路 段 上 的 分 布 特别 是 堵塞 的 状况 .与 用 物理 模型 的 模拟 
实验 相 比 ， 计 算 机 横 拟 有 明显 的 优点 : 或 本 低 、 时 间 短 ， 重 复 性 
高 ， 灵 活性 强 ， 有 人 把 计算 机 模拟 作为 建立 数学 模型 的 手段 之 一 ， 
但 是 数学 模型 在 其 种 意义 下 描述 了 对 象 内 在 特性 的 笋 旦 关系， 其 
结果 容易 推广 ， 特别 是 得 到 了 解析 形式 答案 时 ,更易 推 广 . 而 计 
算 机 模拟 则 完全 模仿 对 象 的 实际 演变 过 程 ， 难 以 从 得 到 的 数字 结 
果 分 析 对 象 的 内 在 规律 当然 ， 对 于 那些 因 内 部 机 理 过 于 复杂 ， 
冉 前 尚 难以 建立 数学 模型 的 实际 对 象 ， 用 计算 机 模拟 获得 一 些 定 
最 结果 ， 可 称 是 解雇 问题 的 有 效 手 段 . 
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慎 么 是 数学 模型 数学 模型 应 读 说 是 每 个 人 都 十分 熟悉 的 . 
早 在 学 习 初 等 代数 的 时 候 我 们 就 已 经 用 建立 数学 模型 的 方法 来 解 
类 实际 问题 了 .当然 其 中 许多 问题 是 老师 为 了 教会 学 生 知识 而 人 
为 设置 的 ， 璧 如 你 一 定 解 过 这 样 的 所 谓 “ 航 行 问题 ”: 

甲乙 两 地 相 上 距 750 公里 ， 船 从 甲 到 乙 顺 水 航行 需 30 小 时 ， 
从 乙 到 甲 逆水 航行 需 50 小 时 、 问 船 速 、 水 速 各 若干 ? 

用 x,y 分别 代 表 船 速 和 水 速 ， 可 以 列 出 方程 


(x+y)* 30=750, (x—y)})* 50=750 


实际 上 ， 这 组 方程 就 是 上 述 航 行 问题 的 数学 模型 ， 列 出 方程 ， 原 
问题 已 转化 为 纯粹 的 数学 问题 . 方程 的 解 x=20( 公 里 ”小 时 )， 
y= 二 外 公里 / 小时) 最终 给 出 了 航行 问题 的 答案 . 

当然 ， 真正 实际 问题 的 数学 模型 通常 要 复杂 得 多 ,但 是 数学 
模型 的 基本 内 容 已 经 包含 在 解 这 个 代数 应 用 题 的 过 程 中 了 ， 那 就 是 : 
根据 建立 数学 横 型 的 日 的 和 问题 的 背景 作出 必要 的 简化 假设 ( 航 
行 中 设 船 速 和 水 速 为 常数 )， 用 字母 表示 待 求 的 未 知 量 (x、y 代表 
船 速 和 水 速 }; 利用 相应 的 物理 或 其 它 规律 ( 义 速 运动 的 距离 等 于 
速度 乘 以 时 间 })， 列 出 数学 式 子 (二 元 一 次 方程 );， 求 出 数学 上 的 
解答 (x = 20,y=5); 用 这 个 答案 解释 原 问 题 ( 船 速 和 水 速 分 别 为 
20 公里 /小 时 和 5 公里/ 小时); 最 后 还 要 用 实际 现象 来 验证 上 
述 结果 . 

一 般 地 说 ， 数 学 模型 可 以 描述 为 ， 对 于 现实 世界 的 一 个 特定 
对 象 ， 为 了 一 个 特定 目的 ， 根 据 特 有 的 内 在 规律 ， 柳 出 一 些 必 要 
的 简化 假设 ， 运 用 适当 的 数学 工具 ， 得 到 的 . -个 数学 结构 ， 

需要 指出 ， 本 书 指 重点 不 在 于 介绍 现实 对 象 的 数学 模型 
【Mathematical M odel ) 是 他 各 样子 ， 而 是 要 讨论 建立 数学 模型 
{Mathematical M odelling ) 的 全 过 程 . 数学 模型 和 建立 数学 模型 
下 面 常 简 称 为 模型 和 建 模 ， 


为 什么 需要 数学 模型 ”数学 是 研究 岗 实 世界 中 的 数量 关系 和 
空间 形式 的 科学 . 它 的 产生 和 许多 重大 发 展 都 是 和 现实 世界 的 生 
产 活动 和 其 它 相 应 学 科 的 需要 密切 相关 的 . 同时 ， 数 学 作为 认识 
和 改造 世界 的 强 有 力 的 工具 ， 又 促进 了 科学 技术 和 生产 建设 的 发 
展 ，17 世纪 伟大 的 科学 家 牛顿 在 研究 力学 的 过 程 中 发 明了 近代 
数 党 最 重要 的 成 虹 之 一 一 微 积 分 ,并 以 微 积分 为 工具 推导 了 著名 
的 力学 定律 一 万 有 引力 定律 ， 这 一 成 就 是 科学 发 展 史 上 成 功 乳 
建立 数学 模型 的 范例 (5.10 节 将 介绍 这 个 建 模 过 程 ). 

数学 的 特点 不 仅 在 于 它 的 概念 的 抽象 性 ， 远 辑 的 严密 性 和 结 
论 的 确定 性 ， 而 且 在 于 它 的 应 用 的 广泛 性 ， 进 入 20 世纪 以 来， 
数学 的 应 用 不 仅 在 它 的 传统 领域 一 所谓 物理 领域 (诸如 力学 、 电 
学 等 学 科 及 机 电 ， 土 木 、 洛 金 等 工程 技术 ) 继 续 取 得 许多 重要 进 
展 ， 而 且 迅 速 进 入 了 一 些 新 领域 一 所 谓 非 物理 领域 (诸如 经 济 、 
交通 ， 人 口 、 生 态 、 医 学 、 社 会 等 领域 )， 产生 了 如 数量 经 济 学 、 
数学 生态 学 等 边缘 学 科 . 

马克 思 曾 说 过 :“ 一 门 科学 上 只 有 成 功 地 运用 数学 时 ， 才 算 达 
到 了 完善 的 地 步 - ;可 以 认为 数学 在 备 门 科学 中 被 应 用 的 水 平 ， 
标志 着 这 门 科 学 发 展 的 水 平 ， 随 着 科学 技术 的 进步 ， 特 别 是 电子 
计算 机 技术 的 迅速 发 展 ， 数 学 已 经 湛 透 到 从 白 然 科学 技术 到 -工农 
业 生 产 建 设 ， 从 经 济 活动 到 社会 生活 的 各 个 领域 .一般 弛 说 ， 当 
实际 问题 需要 我 们 对 所 研究 的 现实 对 象 提供 分 析 、 预 报 、 决 策 ， 
控制 等 方面 的 定量 结果 上 时， 往往 都 离 不 开 数 学 的 应 用 ， 而 建立 数 
学 模型 则 是 这 个 过 程 的 关键 环 市 ， 

分 析 通常 指定 量 研究 现实 对 象 的 某 种 现象 ， 或 定量 描述 某 
种 特性 ， 例 如 研究 不 同 种 群 的 生物 在 同一 自然 环境 下 生存 时 ， 相 
互 竞争 和 依存 的 现象 ; 描述 药物 沪 度 在 人 体内 的 变化 规律 以 分 煌 
药物 的 疗效 . 

预报 - 般 是 根据 对 象 的 固有 特性 预测 当时 间或 环境 变化 时 


#*) 砚 供 末 。 拉 引 格 等 善 : “回忆 马克 尉 因 格 斯 "， 第 了 页 ， 人 开 出 版 社 ，1973， 
看 


对 象 的 发 展 规律 ， 人 大口 预报 、 天 气 预报 以 及 传染 病 蓝 延 高 潮 时 蓝 
的 预报 可 以 作为 这 方面 的 例子 . 

决策 其 含义 很 广 ， 获 如 根 锋 对 象 福 足 的 规律 作出 使 某 个 数 
重 指标 术 到 最 优 的 决策 ， 使 经 济 效益 最 大 的 价格 策略 ， 使 总 费用 
最 少 的 设备 维修 方案 都 是 这 类 决策 . 

控制 一 般 指 根 据 对 象 的 特 年 和 某 些 指 标 给 出 尽 可 能 满 章 的 
控制 方案 例如 化 工 生产 过 程 中 温度 和 流量 的 控制 ， 利 用 红绿灯 
对 交通 流 进行 控制 等 , 

以 上 列举 的 关于 分 析 、 预 报 、 决 策 、 控 制 的 例子 ， 大 部 分 将 . 
作为 典型 的 数学 模型 出 现在 本 书 的 各 个 章节 中 . 

虽然 数学 模型 应 用 的 领域 十 分 广泛 , 但 是 本 书 以 计 论 非 物 理 
领域 中 的 模型 为 主 .这 是 因为 在 一 些 物 理 领 域 特别 是 与 力学 ， 电 
学 等 学 科 相 关 的 于 程 技术 领域 中 ， 主 要 由 物理 定律 所 确定 的 数学 
模型 已 经 比较 成 熟 ，- 些 比较 深入 的 问题 常常 需要 专门 的 知识 ， 
不 可 能 也 不 便于 在 这 本 书 中 讨论 .而 数学 在 一 些 非 物理 领域 中 的 
应 用 则 刚刚 起 步 ， 需 要 研究 的 问题 很 多 ， 并且 模型 的 实际 背景 往 
往 容易 了 和 解 ， 这些 领 域 可 以 说 是 应 用 数学 的 一 块 广 阅 的 新 天 地 ， 

建立 数学 模型 的 全 过 程 ” 前 面 的 航行 问题 大 致 描述 了 用 建 模 
方法 解决 实际 问题 的 途径 ， 一 般 说 来 这 一 过 程 可 以 分 为 表述 、 求 
解 、 解 释 、 验 证 几 个 阶段 ， 并 且 通 过 这 些 阶段 完成 从 现实 对 象 到 
数学 模型 ， 再 从 数学 模型 回 到 现实 对 象 的 循环 ， 如 图 1 一 1 所 示 . 


现实 对 象 
的 信息 


验证 求解 | (演绎 ) 


的 解答 
图 1 一 1 现实 对 象 和 数学 模型 的 关系 
表述 (Formulation) 是 指 根据 建 横 的 目的 和 和 掌 氛 的 信息 (如 
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数据 、 现 象 )， 将 实际 问题 翻译 成 数学 问题 ， 用 数学 语言 确切 地 表 
述 出 来 . 

求解 (Solution) 即 选择 适当 的 数学 方法 来 得 数学 模型 的 租 
答 . 

解释 (]ntermpretation ) 是 指 把 数学 语言 表述 的 解答 翻译 回 现 
实 对 象 ， 给 出 实际 问题 的 解答 . 

验证 (Yerification) 是 指 用 现实 对 象 的 信息 检验 得 到 的 解答 . 
以 确认 结果 的 正确 性 . 

表述 属于 归纳 法 ,求解 属于 演绎 法 . 归纳 是 依据 个 别 现象 推 
断 一 般 规律 ， 演 经 则 是 按照 一 般 原理 考察 特定 对 象 ， 导 出 结论 
四 为 任何 事物 的 本 质 都 要 通过 现象 来 反 里 ， 必 然 要 透 过 偶然 来 表 
露 ， 所 以 正确 的 归纳 不 是 主观 ， 宦 目的 ， 而 是 有 客观 基础 的 ,但 
也 往往 是 不 精细 的 ， 带 感性 的 ， 不 易 直 接 检 验 其 正确 性 . 演绎 利 
用 严格 的 逻辑 推理 ， 对 解释 现象 、 和 作出 科学 预见 具有 重要 意义 ， 
但 在 它 要 以 归纳 的 结论 作为 公理 化 形式 的 前 提 ， 只 能 在 这 个 前 提 
下 避 证 其 正确 性 ， 因 此 归纳 与 演绎 是 一 个 辩证 统一 的 这 程 : 归纳 
是 演绎 的 基础 ， 演 绎 是 归纳 的 指导 4， 

图 1 一 1 揪 示 了 表 实 对 象 和 数学 模型 的 关系 ， 数 学 模型 是 将 
现实 对 象 的 信息 加 以 翻译 、 归 纳 的 产物 ， 它 源 于 现实 ， 又 高 于 现 
实 ， 因 为 它 用 精确 的 语言 表述 了 对 象 的 内 在 特性 ， 数 学 模型 经 过 
求解 ， 演绎， 得 到 数学 上 的 解 等 ， 再 经 过 翻译 回 到 现实 对 象 ， 给 
出 分 析 、 预 报 ， 决 策 ， 控 制 的 结果 . 最后， 这些 结 果 必 须 经 受 实 
际 的 检验 、 完 成 实践 一 理论 一 实践 这 一 循环 ， 如 果 检 验 结果 正 
确 或 基本 正确 ， 喜 可 以 用 来 指导 实际 否则 应 重复 上 述 过 程 . 


1.2 ， 建 模 示例 之 一 “” 梢 子 能 在 不 平 的 地 面 上 放 稳 吗 


本 节 和 下 面 两 节 将 给 出 三 个 建立 数学 模型 的 例子 ， 说 明 从 现 
实 对 象 到 数学 模型 的 过 程 ， 重 点 是 如 何 作出 合理 的 、 简 化 的 假设 ， 
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用 数学 语言 确切 好 表述 实际 人 问题， 以 及 模型 的 结果 怎样 解释 实际 
现象 . 

本 节 讨 论 的 问题 来 源 二 日常 生活 中 一 件 普通 的 事实 : 把 精子 
往 不 平 的 地 面 上 一 放 ， 通 常 只 有 三 只 脚 着 地 ， 放 不 稳 ， 然 而 只 需 
稍 挪动 几 次 ， 就 可 以 使 四 只 脚 间 时 着 地 ， 放 稳 了 . 这 个 看 来 似乎 
与 数学 无 关 的 现象 能 用 数学 语言 给 以 表述 ， 并 用 数学 工具 来 证 实 
吗 ? 让 我 们 试 斌 看 19. 

模型 假设 ”对 棒子 和 地 面 应 读 作 -- 些 必要 的 假设 : 

1. 椅子 四 条 胆 一 样 长 ， 椅 层 与 地 面 接 触 处 可 视 为 一 个 点 ， 四 
脚 的 连 线 呈正 方形 , 

2. 地 耐 高 度 是 连续 变化 的 。 语 任何 方向 都 不 会 出 现 季 类 (和 没 
有 像 台 阶 那 样 的 情况 )， 即 地 面 可 视 为 数 掌上 的 连续 曲面 . 

3. 对 于 椅 肢 的 间距 和 椅 骨 的 长 庶 而 言 ,地 面 是 相对 平坦 的 ， 
使 椅子 在 任何 位 置 至 少 有 三 只 了 脚 同 时 着 地 . 

假设 1 显然 是 合理 的 ， 假设 2 相当 于 给 出 了 椅子 能 放 稳 的 条 
件 ， 因 为 如 果 地 而 高 度 不 连续 ， 疼 如 在 有 台阶 的 地 方 是 无 法 使 
订 只 类 同时 着 地 的 ， 至 二 假设 3 是 要 排除 这 样 的 情 误 : 邮 面 上 与 
椅 脚 闸 距 和 椅 腿 长 度 的 尺寸 大 小 相当 的 范围 内 ， 出 现 深 沟 或 是 峰 
(即使 是 连续 变化 的 )， 致 使 三 只 脚 无 法 同时 着 地 ， 

模型 构成 中 心 问题 是 用 数学 语言 把 检 子 恨 只 权 同 时 着地 的 
条 件 和 结论 表示 出 来 . ， 

首先 于 用 变量 表示 椅子 的 
位 置 . 注意 到 椅 聊 连 线 呈正 方 
形 ， 以 中 心 为 对 称 点 ， 正 方形 
绕 中 心 的 旋转 正好 代表 了 椅子 
位 置 的 改变 ， 于 是 可 以 用 旋转 
角度 这 一 -变量 表示 椅子 的 位 置 . 
在 图 1 -2 中 椅 肢 连 线 为 正方 
有 形 A4BCD, 对 角 线 4C 与 x 轴 图 1-2 变量 ! 表示 梢 了 的 位 置 
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重 含 . 覆 荆 绕 中 心 点 口 旋转 角度 日 后 . 正方形 4BCD 转 宇 
A B8 CD 的 位 置 , .所 以 对 角 线 4C 与 二 轴 的 夹 第 0 表 这 了 梅子 
的 位 置 . 

其 次 昌 把 椅 脚 次 地 用 数学 符号 表示 出 来 妇 果 出 上 其 个 变 旺 表 
冰 村 肝 与 地 厨 的 竖 直 距离， 那么 当 这 个 距离 为 零 上 时 就 是 椅 脚 着 地 
了 .椅子 硅 不 同位 喃 时 椅 脚 苇 地 面 的 距离 不 同 ， 所 以 这 个 距离 是 
椅子 位 兽 变 基 日 的 函数 . 

组 然 椅子 有 四 只 脚 ， 因 而 有 四 个 距离 ,但 是 由 于 下 方形 的 中 
心 对 称 性 ， 只 要 设 两 个 距离 函数 就 行 了 ， 记 4、C 肉 脚 与 地 面 距 
离 之 和 为 f(98)，B, DD 两 扼 与 地 面 距离 之 和 和 为 s( 9),f( 0), 
gg 中 ) 宇 0, 山 假设 2,7 和 gg 都 是 过 续 函 数 . 由 假设 3, 椅子 在 任何 
代 量 至 少 有 三 只 脚 着 地 ， 所 以 对 于 任 夸 的 名 了 (8) 和 g(9) 中 至 少 
有 一 个 为 零 ， 当 =0 时 不 妨 设 g(0)=0,f(8)>0. 这 样 ， 改变 椅 
于 的 位 置 使 四 只 肢 同 时 着 地 ， 就 归结 为 证 明 如 下 的 数学 命 是 : 

己 知 /6) 程 g(9) 是 上 的 连续 质数 ， 对 任意 9,/(6)* g(9)= 
0, 有 HL.g(0)=0,f(0)>0, 则 存在 而 ,使 1(6,)=g(8,)=0. 

可 以 看 到 ，3 引 入 了 变量 6 和 了 晴 数 8)，、g(9)， 就 把 模型 的 假 
设 条 件 和 椅 脚 同时 着 地 的 结论 用 简单 ， 精 确 的 数学 语言 表述 出 米 ， 
从 而 构成 了 这 个 实际 问题 的 数学 模型 . 

模型 求解 ”上述 命题 有 多 种 证 明 方 法 ， 记 里 介绍 共 中 的 -种 . 

将 椅子 旋转 90 “2)， 对 角 线 4C 与 8D 开 换 ， 由 gt0)= 
0 和 FF0)>0 可 知 8E2>0 和 六 mr2)=0， 

仿 有) 二 了 0) 一 gt) 则 10)>0 和 x22)<0. 由 广 和 8 
的 连续 性 知 上 也 是 连续 随 数 ， 银 据 连 继 孙 数 的 基本 性 质 ， 必 存在 
< 人 =0, 了 0)=g(6,). 

最 后 ， 因为 1 站 9.)*g(6,) 一 小 所 以 了 (0)= g(t)=0. 

由 了 工 这 个 实际 问题 非常 直观 和 简单 ， 模 列 解 各 和 验证 就 略 去 
了 


评注 ”这 个 模型 的 巧 抄 之 处 在 于 用 “元 变 其 耻 表示 椅子 的 位 
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置 ， 用 台 的 两 个 澳 数 表示 椅子 四 肢 与 地 面 的 距离 。 利 用 正方 形 的 
中 心 对 称 性 及 旋转 90 “并 不 是 本 质 的 . 读 省 可 以 考虑 四 脚 呈 长 方 
形 的 情形 (习题 3). 


1.3 建 模 示例 之 二 ”商人 们 怎样 安全 过 河 


三 名 商人 各 还 -个 随从 乘 船 渡河 ，- -只 小 船只 能 容纳 二 人 ， 
由 他 们 自己 划 行 . 随从 们 密约 ， 在 河 的 任 一 是 ， 一 旦 带 从 的 人 数 
比 商 人 多， 就 杀人 越 货 . 但 是 如 何 乘 船 渡河 的 大 权 和 掌握 在 商人 们 
手中 .商人 大 们 怎样 才能 安全 渡河 呢 ? 

对 于 这 类 智力 游戏 经 过 一 番 多 辑 思索 是 可 以 找 出 解决 办 法 的 ， 
这 里 用 数学 模型 求解 , 一 是 为 了 给 出 建 模 的 示例 ， 二 是 因为 这 类 模 
型 可 以 解决 棚 当 广泛 的 一 类 问题 ， 比 逐 辑 思索 的 结果 容易 推广 . 

由 于 这 个 虚拟 的 问题 已 经 理想 化 了 ， 所 以 不 必 再 作假 设 ， 安 
全 渡河 问题 可 以 视 为 一 个 多 步 决 策 过 程 . 每 一 步 ， 即 船 由 此 岸 驶 
向 彼岸 或 从 彼岸 驶 回 此 岸 ， 都 要 对 船上 的 人 员 ( 商 人 、 和 随从 各 几 
人 ) 作 出 决策 ， 在 保证 安全 的 前 提 下 (西岸 的 商人 数 都 不 比 随 从 数 
少 ), 在 有 限 步 内 使 人 员 全 部 过 河 ， 用 状态 (变量 ) 表 未 某 一 涯 的 
人 人 员 状 况 ， 决 策 ( 变 量 ) 表 示 巍 上 的 人 人 员 状 况 ， 可 以 找 出 状态 随 决 
策 变化 的 规律 问题 转 佬 为 在 状态 的 到 这 变化 范围 内 ( 即 安 全 渡 
河 条 件 )， 确 定 每 一 步 的 决策 ， 术 到 渡河 的 目标 ， 

模型 构成 ” 记 第 上 大 次 渡河 前 此 岸 的 商人 数 为 x ,随从 数 为 六 ， 
= 1 2 Xx 一, 1,2,3, 将 二 维 疝 量 总 = (x ,及 ) 定 交 为 
状态 .安全 渡河 条 件 下 的 状态 集合 称 为 允许 状态 集合 ， 记 作 5. 
不 难 写 出 


S={ (x, yx=0,y=0,1,2,3:x=3,y= 0,1,2,3;, x=y=1, 2} 
. (1) 
记 第 次 渡 艇 上 的 商人 数 为 Wi; 随从 数 为 v,, 将 二 维 阿 量 = 


了 了 


(ue Dy) 定义 为 决策 允许 决策 集合 记 作 D, 由 小 船 的 容量 可 知 
D={ (uv)uto=1,2} (2) 


因为 为 血 数 时 船 从 此 岩 驶 向 彼岸 ，k 为 偶数 时 船 由 和 钼 岸 吏 加 此 
兰 ， 所 以 状态 s 随 决策 di 变化 的 规律 是 


Ser = st (— 1 yd (3) 


(3 ) 式 称 状 态 转 移 律 . 这 样 ， 制 订 安 全 渡河 方案 归结 为 如 下 的 多 
步 决策 问题 : 

求 妆 策 deD (k= 1,2,.…,n)， 使 状态 se S$ 按照 转 称 律 (3)， 
由 初始 状态 9 = (3, 3 ) 经 有 限 步 4 到 达 状 态 5,,1= (0,0). 

模型 求解 ”根据 (1) ~ (3 ) 式 编 ~- 段 程序 用 计算 机 求解 上 还 
多 档 决 策 问 题 是 可 行 的 .不 过 对 杆 商 人 和 随从 人 数 不 夫 的 简单 状 
党， 用 图 和解 潜 解 这 个 模型 更 为 方便 . 

在 xoy 平面 坐标 系 上 天 出 图 1-3 那样 的 方 格 ， 方 烙 点 表示 
状态 s=(x,y)， 人 允许 状态 集 
合 人 5 是 用 图 点 标 出 的 10 个 格 
子 点 ， 人 允许 决 策 4 起 沿 方 格 
线 移动 | 或 2 格 , 天 为 奇数 时 
出 让 ， 下方 移动 ，k 为 偶数 时 
问 右 、 上 方 移动 ， 吏 确定 - : 系 
到 的 4 使 出 5={3, 3) 经 过 那 
些 赔 点 最 终 移 车 原点 (0,0 ). 

图 1 一 3 给 出 了 -种 移动 疼 1 -3 安全 渡河 问题 的 峡 解 共 
方案 ， 经 过 决策 qi, 0,… ,di, 最 终 有 51,10,0)， 渡 个 结果 很 容 
易 翻 译 成 渡河 的 方案 . 

评注 ”这 时 介绍 的 模型 是 -种 规格 化 的 方法 ， 使 我 们 可 以 用 
计算 机 求解 ， 从 而 具有 推广 的 意 交 .譬如 当 商 人 和 随从 人 数 增加 
或 小 胎 的 窜 量 加 大 时 ， 希 墨 辑 思考 就 困难 了 上 ， 而 用 这 种 模型 则 
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仍 可 方便 地 求解 ， 读 者 不 妨 考 虑 四 名 商人 各 带 - ~ 个 随从 的 情况 
{小船 同 前 ). 另 外， 适当 地 设置 状态 和 决策 ， 并 确定 状态 转移 律 ， 
是 有 效 地 解决 很 广泛 的 一 类 问题 的 建 模 方 法 ， 在 以 后 的 章节 中 还 
要 用 到 . 


1.4 建 模 示例 之 三 ”如 何 预报 人 口 的 增长 


人 人 口 的 增长 是 当前 世界 .上 引起 普遍 关注 的 问题 ， 我 们 经 常 在 
报刊 上 看 见 甘于 人 日 增长 的 预报 ,说 到 本 世纪 末 ， 或 下 世纪 中 时， 
全 世界 (或 某 地 区 ) 的 人 人口 将 达到 多 少 多 少 亿 ， 你 可 能 注意 到 不 同 
报刊 对 间 一 -上 时间 估 口 的 预报 在 数字 上 常 有 较 大 的 差别 ， 这 显然 是 
由 于 用 了 不 同 的 人 口 模 型 计算 的 结果 . 先 看 -- 种 最 简单 的 计算 方 
法 ， 

要 预报 未 来 若 下 年 匣 如 2000 年 的 人 号 ， 节 重要 的 影响 因素 
自然 是 今年 的 人 已 和 今后 这 些 年 的 增长 率 ( 即 人 口 出 生 率 减 去 死 
亡 率 ), 根据 这 两 个 数据 进行 人 口 预 报 是 十 分 容易 的 . 例如 据 我 
国 国 家 统计 局 1990 年 10 月 30 日 发 表 的 公报 ，1990 年 7 月 1 
我 国人 口 总 数 为 11.6 亿 ， 过 去 8 年 的 平均 年 增长 率 为 14.8 %n 
如 时 今后 的 年 增长 率 保持 这 个 数字 ， 那 么 容易 算出 ，1 年 后 我 国 
人 大口 为 11.6x (1++0.0148}=11.77( 亿 )，10 年 后 即 2000 年 将 
为 11.6xfl+00l48)m= 13.44{ 亿 ). 这 种 算法 用 式 子 表示 也 十 
分 简单 ， 记 令 年 人 口 为 xo , 庆 年 后 人 唱 为 x ,年 增长 率 为 x. 则 预 
报 公式 为 


X= Xl ry (1) 


显然 ， 这 个 公式 的 基本 前 提 是 年 增长 率 ， 保 持 不 变 ， 这 个 条 
件 在 什么 情况 下 才 成 立 ， 如 果 不 成 立 又 该 怎么 办 历史 上 ， 人 大口 
模型 的 发 展 过 程 回答 了 这 个 问题 . 

时 在 18 世纪 人 们 就 开始 进行 人 口 预 报 工 作 了 ， 一 二 百年 玉 


13 


发 展 了 许多 模型 ， 本 节 只 介绍 其 中 最 简单 的 两 种 . 

指数 增长 模型 (马尔 萨 斯 大 口 模型 ) 

英国 人 口 学 家 马尔 萨 斯 (Malthus 1766 一 1834) 根 据 间 余年 
的 人 口 统计 资料 ， 于 1798 年 提出 了 落 名 的 人 口 指 数 增 长 模型 . 
这 个 各 型 的 基本 假设 是 ; 人 日 的 增长 率 是 常数 ， 或 者 说 ， 单 位 时 
间 具 人 大口 的 增长 量 与 当时 的 人 口 成 正比 

记 时 刻 上 的 人 号 为 xf 拟 ， 当 著 察 :个 国家 或 一 个 很 大 地 区 的 
大口 时 ，x(7) 是 很 大 的 整数 . 为 了 利用 徽 积 分 这 一 数学 工具 ， 将 
sf) 视 为 连续 、 可 微 晃 数 ， 记 初始 时 世人 =0) 的 人 口 为 和 ,人口 
增长 率 为 mr 是 单位 时 间 内 x(1) 的 增 基 与 x(i ) 的 比例 系数 . 根据 + 
是 常数 的 基本 假设 ,1 到 1+ At 时 间 内 大口 的 增 其 为 


xX{t+ A)— x(1)=rx(t)At 


于 是 x(7 ) 满 足 如 下 的 微分 方程 : 
dx _ 
Er 
(2) 
x{0 } = xo 


由 这 个 线性 常 系数 微分 方程 容易 和 解 出 
xX{F) = Xoe" (3) 


表明 人 口 将 按 指数 规律 无 限 增长 (rz> 0). 

将 1 以 年 为 单位 离散 化 ，{3) 式 表明 ， 人 口 以 e 为 公 比 的 管 
比 数列 增长 。 因 汐 这 时 + 表示 年 增长 率 ， 通常 r<<1, 其 以 可 用 近 
似 基 系 e' 二 1+r 将 (3) 式 写作 


x(1)=xol+ry 《4 1 
(1) 式 与 (4 ) 式 比较 可 知 ， 前 面 给 出 的 预报 公式 (1 ) 不 过 是 指数 增 
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长 模型 离散 形式 的 近似 表示 . 

由 (3 区 或 (2) ) 式 给 出 的 模型 ， 与 19 世纪 狼 前 欧 负 一 些 地 区 
的 人 口 统计 数据 可 以 很 好 地 易 台 . 一 些 人 口 增长 率 长 期 稳定 不 变 
的 六 家 和 地 区 用 这 个 模型 进行 预报 ， 结 果 也 令 人 请 意 . 公 是 当 人 
们 用 19 世纪 以 后 许多 国家 的 人 口 统计 资料 与 指数 增长 模型 比较 
时 ， 却 发 现 了 机 当天 的 差异 . 表 1 一 1 列 出 了 美国 19 世纪 、20 
世纪 的 人 口 统计 数据 与 这 个 模型 的 比较 结果 表 中 第 3 列 是 用 (3 ) 
式 计算 的 结果 ， 其 中 加 =3.9x10 为 1790 人 年 (=0) 的 实际 人 口 ， 
1 这 10 年 为 单位 ，10 年 增长 率 r=0.307 是 由 和 1800 年 的 实 
际 人 口 x(1)=5.3x 105, 用 (3) 式 确定 出 来 的 ， 显然 ， 用 这 个 异 
型 预报 的 结果 远 远 超过 了 实际 人 怕 的 增长 . 引起 误差 的 原因 古 10 
年 增长 率 + 估计 过 高 ， 按 照 表 中 第 2 列 给 出 的 实际 人 口 可 以 算出 ， 
19 世纪 100 年 和 20 世纪 前 80 年 的 10 年 增长 率 分 别 为 0.266 和 
0.137, 远 小 于 1790 到 1800 年 的 增长 率 0.307. 这 个 事实 对 了 是 
常数 的 基本 假设 提出 了 异议 7 

表 1-1 美国 的 实际 人 口 与 按 两 种 模型 计算 的 人 口 的 比较 

指数 增长 模型 阻 六 增长 模型 


从 


(x 10°) (x 105) | 误差 (%) | 《x10%) | 误 益 f% ) 

1790 T #9 

1800 了 .3 

[810 7.2 7.3 1 .4 

1820 9.6 10.0 4-2 DF 1.0 
18 加 12.9 13.7 在,2 13.0 [LN 
1840 17.1 18.7 加 各 17.34 1,8 
18 23.2 25.6 10.2 23.0 —0.9 
1860 3] .34 35.0 10.8 30.2 一 于 名 
1370D 38,6 中 7 .8 了 3 38.1 -1.3 
1820 .2 [i 30.5 和 9 一 局, 和 
1890 062.9 89.6 42.4 24 一 上 .& 
1900 76.0 122.3 B61.2 76.5 0.7 
i91ld 92.0 181.6 32.1 gl.5 一 由 .4 
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续 表 


从 实际 人 门 指数 异 长 模型 阻 潍 增长 模型 
(x 105) {x105) | 误差 (%%) {x106) | 误差 (%) 

1920 106.5 229.3 115.3 107.0 0.5 
1930 123.2 122.0 10 
1940 131.7 135.9 3.2 
1950 150.7 148.2 一 .了 
1960 179.3 158.8 13.4 
1970 204.0 167.6 一 17.8 
1980 226.5 | 


大 们 还 发 现 ， 在 地 广大 稀 的 加 拿 大 领土 上 ,法国 移民 后 代 的 
和 大口 比较 符合 指数 增长 模型 ， 而 同一 血统 的 法 国 本 十 居民 人 口 的 
增长 都 远 低 于 这 个 模型 . 

产生 上 述 现象 的 主要 原因 是 ， 随 着 人 口 的 增加 ， 上 自然 资源 、 
环境 条 件 等 因素 对 人 口 继续 增长 的 阻 襄 作用 越 来 越 显 著 ， 如 果 当 
人 口 较 少 时 (相对 于 资源 而 言 ) 大 口 增长 率 还 可 以 看 作 常 数 的 话 ， 
那么 当 人 口 增加 到 一 定数 量 后 ,增长 率 就 会 随 着 人 人 口 的 继续 增加 
而 逐渐 减少 ， 许 多 国家 人 人 口 增长 的 实际 情 说 完全 证 实 了 这 点 、 读 
普 不 站 利用 表 1 一 1 第 2 列 给 出 的 数据 计算 一 下 美国 人 口 每 10 年 
的 增长 率 ， 可 以 知道 大 至 是 逐渐 下 隆 的 当然， 由 于 从 欧 视 大 批 
移民 或 战争 的 影响 ， 人 人 口 增 长 率 会 有 些 波动 . 

帮 来 为 了 使 人 口 预报 特别 是 长 期 预报 更 好 地 符合 实际 情况 ， 
必须 修 收 指数 增长 异型 关 - 上 大 口 增长 率 是 常数 这 个 基本 假设 了 . 

阻 滞 增长 模型 (Logistic 模型 ) 

将 增长 率 + 表示 为 人 口 xD 的 图 数 Kxr)， 按 照 前 面 的 分 析 
xx) 应 是 x 的 减 函 数 ， 一 个 最 简单 的 假定 是 设 Kx ) 为 工 的 线性 函 
数 Kxi=r-sxyrs>0, 这 里 相当 于 x=0 时 的 增长 率 ， 称 固有 
增长 率 . 它 与 指数 模型 中 的 增长 率 不同 ( 昌 然 出 了 相同 的 符号 )， 
是 然 对 于 在意 的 x>0, 增长 率 Kx)<r 为 了 确定 系数 5s 的 意义 ， 
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引 和 人 人 自 然 资 源 和 环境 条 件 所 能 容纳 的 最 大 人 口 数 医 xw， 称 最 大 
人 口 容量 . 当 x= xx, 时 增长 率 应 为 零 ， 妈 x(x )==0, 出 此 确定 出 s. 
人 如 增长 率 国 数 Xx) 可 以 表 为 


人 or- 坟 (5) 


其 中 x, 是 根据 人 口 统计 数据 或 经 验 人 确定 的 常数 ， 因子 (1 - 
一 ) 体 现 了 对 人 口 增长 的 阻 洛 作用 ，(5 ) 式 的 另 - -种 解释 是 ， 增 


[3 


长 率 Ax) 与 人 口 尚 未 实现 部 分 (对 最 大 容量 x 而 言 ) 的 比例 
Te 成 正比 ， 比 例 系数 为 国有 增长 率 " 
在 (5 ) 式 的 假设 下 指数 增长 模型 (2 ) 应 修改 为 


(6) 


称 为 阻 滞 增 长 模型 . 非 线 性 微分 方程 (6 ) 可 用 分 离 变 重 法 求解 ， 
结果 为 


和 (7) 
Es -0 
Mo 


图 1 一 4 中 根据 (6)、(7) 两 式 画 出 了 全 ~ 和 xx 一/ 曲 


x(1)= 


线 . 学 ~ x 是 一 条 抛物 绕 ， 它 表明 人 口 增长 率 人 随 着 人口 
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数量 x 的 增加 而 先 增 后 减 ， 在 x= 子 处 达到 最 大 和 值 , x 一 了 是 


-条 5S 型 曲线 ， 场 点 在 x= -学 处 , 当 ! 00 时 x 一 x, 


dr 
dt 


污 | 1 一 4 阻 祷 增 长 模型 的 曲线 

本 世纪 初 人 们 兽 用 这 个 模型 预报 美国 的 人 口 . 为 了 与 指数 增 
长 模型 比较 ， 我 们 将 计算 结果 放 在 表 1- 1 第 5 列 中 . 计算 时 x,= 
3.9x 105 仍 是 1790 年 的 人 人口, 而 r=0.3] 和 x 197 x 10* 则 是 用 
1800 一 1930 年 的 实际 数据 ， 拟 全 出 形 如 (5 ) 式 的 线性 国 数 后 确 汗 
的 .从 表 中 数字 可 以 者 到 ， 直 到 1930 年 计算 结果 都 能 与 实际 数 
据 较 好 他 吻合 ,后 米 的 遂 差 越 来 越 大 ，. -个 肖 显 的 原因 是 到 1960 
年 美国 的 实际 人 口 已 经 突破 了 用 过 去 数据 确定 的 最 大 人 口 容量 x 
出 此 看 来 ， 这 个 模型 的 缺点 之 一 是 辣椒 易 准 确 地 得 到 ， 事 实 上 ， 
随 着 生产 力 的 发 展 和 人 们 认识 能 力 的 改变 ，x。 也 是 可 以 改变 的 ， 

阻 滞 增 长 模型 (6) 式 叉 称 Logistic 模型 ， Logistic 模型 的 用 途 
很 广 ， 以 后 的 章节 中 我 们 还 要 多 次 胡 到 它 喇 

更 复杂 的 人 口 模型 

指数 增长 模型 和 阴 渍 增长 模型 都 是 确定 性 的 、 只 性 虚 人 大口 总 
数 的 连续 时 间 模 型 .在 人 赋 究 过 程 中 人 们 还 发 展 了 随机 性 模型 ， 蕉 
虑 人 口 年 龄 分 布 的 模型 等 ， 共 中 有 连续 时 间 模 型 也 有 离散 时 间 模 
型 . 这 些 将 在 以 后 介绍 . 
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1.5 建立 数学 模型 的 方法 和 步骤 


-- 般 说 来 建立 数学 模型 的 方法 大 体 上 可 分 为 两 大 类 ， :类 是 
机 理 分 析 方 法 ， 一 类 是 测试 分 析 方 法 . 机 理 分 析 是 根据 对 现实 对 
象 特性 的 认识 ， 分 析 其 因果 关系 ， 找 出 反映 内 部 机 理 的 规律 ， 建 
立 的 模型 常 有 有 骨 傅 的 物理 或 现实 意义 1.2 一 1.4 节 的 示例 都 属 
于 机 理 分 析 方 法 ， 测 试 分 析 将 研究 对 象 视 为 一 个 “类 箱 ” 系 统 ， 内 
部 机 理 无 法 直接 写 求 ， 可 以 测量 系统 的 输入 输出 数据 ， 并 以 此 为 
基础 运用 统计 分 析 方 法 ， 按 照 事 先 确定 的 准则 在 某 -类 模型 中 选 
出 一 个 与 数据 拟 含 得 最 好 的 模型 这 种 方法 称 为 系统 辨识 (System 
Identification )、 将 这 两 种 方法 结合 起 来 也 是 常用 的 建 模 方 法， 旬 
用 机 理 分 析 建 立 模型 的 结构 ， 用 系统 瓣 识 信 定 模 开 的 参数 . 

可 以 看 出 , 用 下面 的 哪 一 类 方法 建 模 主 要 是 根据 我 们 对 人 研究 
-对象 的 了 解 程度 和 建 模 目 的 决定 的 ， 如 采 掌 握 了 机 避 方 面 的 一 定 
知识 ， 模 型 也 要 求 具有 上 反映 内 部 特性 的 物 香 蕊 只 ， 导 么 应 该 以 机 
理 分 析 方 法 为 主 . 当然 ， 若 需要 模型 参数 的 其 体 数 值 ， 还 可 以 
用 系统 洲 识 或 其 他 统计 方法 得 到 .如果 对 象 的 内 部 机 理 基 本 上 不 
掌握 ， 模 型 也 不 用 于 分 析 内 部 特性 ， 上 譬如 仅 用 来 作 输 出 预报 ， 则 
可 以 系统 辩 襄 方法 为 主 ， 系 统 辨 识 是 一 门 专门 学 科 ， 需 要 一 定 的 
控制 香 论 和 随和 宙 过 程 方面 的 知识 .以 下 所 谢 建 模 方 法 只 指 机 理 
分 析 . 

建 杆 要 经 过 对 些 步骤 并 证 有 一 定 的 模式 ， 通 常 与 实际 呵 题 的 
性 质 、 建 模 的 目的 等 有 关 ， 从 1.2 一 1.4 节 的 几 个 例子 也 可 以 看 
出 这 点 . 下 面 给 出 建 模 的 一 般 步骤 ， 如 图 1 一 5 所 示 . 

模型 准备 ”首先 要 丁 解 问题 的 实际 背景 明确 建 异 的 日 的 ， 
搜集 建 慌 必 和 需 的 各 种 信息 如 现象 、 数 据 等 ， 尽 量 弄 清 对 象 的 特征 ， 
由 此 初步 确定 用 哪 一 类 模型 ， 总 之 是 做 好 建 模 的 准 省 .工作 .情况 
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漠 型 准备 模型 假设 异型 构成 
| 术 开 只 各 | 一 | 要 开 人 设 


图 1-5 建 模 步 紧 示意 图 

明 才 能 方法 对 ， 这 -- 步 -- 定 不 能 忽视 ， 令 到 人 问题 要 虚心 向 从 事实 
际 工作 的 同志 请 教 ， 尽 量 和 掌握 第 一 手 资料 , 

模型 假设 ” 根 袜 对 象 的 特征 积 建 模 的 目的 ， 对 问题 进行 必要 
的 、 售 理 的 简化 ， 用 精确 的 语言 作出 假设 ， 可 区 说 是 建 模 的 关键 
一 步 . 一 般 地 说 ，-- 个 实际 问题 不 经 过 简化 角 设 就 很 难 翻译 成 数 
学 问题 ， 即 使 可 能 ， 世 很 难 求解 . 不 局 的 简化 假设 会 得 到 不 同 的 
模型 ， 假设 作 得 不 合 坦 或 过 份 简单 ， 会 导致 模型 失败 或 部 分 失败 ， 
于 是 应 该 修改 和 补充 假设 ; 假 谈 作 得 过 分 详细 ， 试 图 把 复杂 对 象 
的 各 方面 因素 都 滋 虚 进去 ， 可 能 使 你 很 难 甚至 无 法 继续 下 一 步 的 
工作 . 通常 ， 作 假设 的 依据 ,一 是 出 于 对 问题 内 在 规律 的 认识 ， 二 
是 来 自 对 数据 或 现象 的 分 析 ， 也 可 以 是 二 者 的 综合 ， 作假 设 时 赂 
看 运用 与 癌 题 相关 的 物理 、 化 学 ， 生物、 经 济 等 方面 的 知识 。 又 
要 充分 发 挥 想象 力 、 酒 察 力 和 知 断 力 、 善 于 辨别 问题 的 主 次 ， 果 
断 地 抓 住 主要 因素 ,会 弈 次 要 因素 ， 尽 量 将 问题 线性 化 、 均 匀 化 . 
经 验 在 这 里 也 常 起 重要 作用 写 出 假设 时 ， 语 言 要 精确 ， 就 像 作 
习题 时 写 出 已 知 条 件 那 样 . 

模型 构成 ”根据 所 作 的 假设 分 析 对 象 的 因果 关系 ， 利 腹 对 象 
的 内 在 规律 和 适当 的 数 党 工具， 构造 各 个 量 {常量 和 变量 ) 之 间 的 
等 式 ( 或 不 等 式 ) 关 系 或 其 他 数学 结构 . 这 里 除 需 要 一 些 相 关 学 科 
航 专 门 知识 外 ， 还 常常 需要 较 广 租 的 应 用 数学 方面 的 知识 ， 以 开 
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拓 思 路 ， 当 然 不 能 要 求 对 数学 学 科 门 门 精通 ， 而 是 要 知道 这 些 学 科 
能 解决 哪 一 类 问题 以 及 大 体 上 怎样 解决 . 相似 业 比 法 ， 即 根据 不 
同 对 象 的 某 些 相似 性 ， 异 用 己 知 额 域 的 数学 模型 ， 也 是 构造 模型 
的 -一 种 方法 ， 建 模 时 还 应 遵循 的 一 个 原则 是 ， 尽 量 采 用 简单 的 数 
学 工具 ， 因 为 你 建立 的 模型 总 是 希望 能 有 更 多 的 人 了 解 和 使 用 ， 
而 不 是 只 供 少 数 专家 欣赏 ， 

模型 求解 ”可 以 采用 解 方程 、 画 图 形 、 证 明定 球 、 逻 辑 运 算 、 
数值 计算 等 各 种 传统 的 和 近代 的 数学 方法 ， 特 别 是 计算 机 技术 ， 

模型 分 析 ”对 模型 解答 进行 数学 上 的 分 析 ， 有 了 时 要 根据 问题 
“的 性 质 分 析 变 量 问 的 依赖 关系 或 稳定 状况 ， 有 时 是 根据 所 得 结果 
给 出 数学 上 的 预报 ， 有 时 则 可 能 要 给 出 数学 上 的 最 优 决 策 或 控制 . 
不 论 哪 种 情况 还 常常 需要 进行 误差 分 析 ， 模 型 对 数据 的 稳定 性 或 
灵敏 性 分 析 等 ， 

模型 检验 ”把 数学 士 分 析 的 结果 翻译 回 到 实际 问题 ， 并 用 实 
际 的 现象 、 数 据 与 之 比较 ,检验 模型 的 合理 性 和 适用 性 .这 一 步 
对 于 建 模 的 成 败 是 非常 重要 的 ， 要 以 严肃 认真 的 态度 来 对 待 ， 当 
然 ， 有 些 模型 如 核 成 争 模型 就 不 可 能 要 求 接受 实际 的 检验 了 . 模 
型 检验 的 结果 如 果 不 符合 或 者 部 分 不 符合 实际 ， 问 题 通常 出 在 模 
型 假设 上 ， 应 该 修改 、 补 充 假设 ， 重 新建 模 ， 有 些 模 型 要 经 过 几 
次 反复 ,不 断 完 善 , 直到 检验 结果 获得 某 种 程度 上 的 广 意 . 

模型 应 用 ”应 用 的 方式 自然 取决 于 问题 的 性 质 和 建 模 的 目的 ， 
这 方面 的 内 容 不 是 本 书 讨论 的 范围 ， 

应 当 指 出 ， 并 不 是 所 有 建 模 过 程 都 费 经 过 这 些 步 又 ， 有 时 各 
步骤 之 间 的 界限 也 不 那么 分 明 . 建 模 时 不 应 拘泥 于 形式 上 的 按 部 
就 班 ， 本 书 的 建 模 实例 就 采取 了 灵活 的 表述 方式 . 


1.6 数学 模型 的 特点 和 建 模 能 力 的 培养 


我 们 已 经 看 到 建 模 是 利用 数学 工具 解决 实际 问题 的 重要 手 
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眉 . 数学 模型 有 许多 优点 ， 也 有 弱点 。 建 模 需 要 相当 丰富 的 知 诺 、 
经 验 和 各 方面 的 能 力 ， 同 时 应 注意 掌 担 分寸， 下 面 归 纳 出 数学 模 
型 的 若干 畦 点， 以 期 读者 在 学 习 过 程 中 逐步 领会 六 

模型 的 逼真 性 和 可 行 性 般 说 来 总 是 希望 模型 尽 可 能 衣 近 
研究 对 象 ， 但 是 一 个 非常 逼真 的 模型 在 数学 上 常常 是 难于 处 理 的 ， 
因而 不 容易 达到 通过 建 模 对 现实 对 得 进行 分 析 ， 预 报 ， 决 策 或 者 
控制 的 月 的 ， 即 实用 上 不 可 行 . 另 一 方面 ， 越 下 真 的 模型 常常 越 
复杂 ,即使 数学 上 能 处 理 ， 这 样 的 模型 应 用 时 所 需要 的 “费用 "也 
相当 高 ， 而 高 “费用 "不 -- 定 与 复杂 模型 取得 的 "效益 " 相 瑟 配 ， 所 
以 建 模 时 往 御 需 要 在 异型 的 逼真 性 与 可 行 性 , “费用 "与 "效益 "之 
疗 作出 折 袁 和 抉择 ， 

模型 的 渐进 性 ”稍微 复杂 一 些 的 实际 门 题 的 建 模 通常 不 可 能 
-次 成 功 ， 要 经 过 上 一 节 措 述 的 建 模 过 程 的 反复 碗 代 ， 包 括 由 简 
到 繁 ， 也 包括 删 繁 就 篇 ， 以 获得 越 来 越 满意 的 模型 ， 在 科学 发 展 
过 程 中 随 着 人 们 认识 和 实践 能 力 的 提高 , 各 门 学 科 中 的 数学 模型 
也 存在 普 一 个 不 断 完 善 或 者 推陈出新 的 过 程 . 从 19 世纪 力学 ， 
热学 、 电 学 等 许多 学 科 中 牛顿 力学 的 模 避 主 宰 ， 到 20 世纪 爱 因 
斯 坦 相对 论 异 型 的 建立 ， 是 摸 型 渐进 性 的 明显 例证 ， 

模型 的 强健 性 ”模型 的 结构 和 参数 常常 是 由 对 象 的 信息 如 观 
测 数据 确定 的 ， 而 观测 数据 是 允许 有 误差 的 . 一 个 好 的 模型 应 读 
具有 下 述 意义 的 强健 性 : 当 观 测 数据 (或 其 他 信息 ) 有 微小 改变 时 ， 
模型 结构 和 参数 只 有 微小 变化 ， 并 有 日 “ 般 也 应 导致 模型 求解 的 结 
时 有 有 微小 变化 ， 

模型 的 可 转移 性 ”模型 是 现实 对 稼 抽象 化 、 理 想 化 的 产物 ， 
它 不 为 对 象 的 所 属 领 域 所 独 有 ， 可 以 转移 到 另外 的 领域 . 在 生态 、 
经 济 、 社 会 等 领域 内 建 模 就 常常 借用 物 埋 领域 中 的 模型 .模型 的 
这 种 性 项 显示 了 它 的 应 用 的 极端 广泛 性 . 

模型 的 非 预 制 性 ” 嚼 然 已 经 发 展 了 许多 应用 广泛 的 模型 ， 和 但 
是 实际 问题 是 各 种 各 样 、 变 化 方 和 十 的 ， 不 可 能 要 求 把 各 种 模型 做 
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成 预制 品 供 你 在 建 模 时 使 用 ， 模 型 的 这 种 韭 预 制 性 使 得 建 模 本 上 丑 常 
常 是 事先 没有 管 案 的 问题 (Open -end problem ). 在 建立 新 的 寞 
型 的 过 程 中 其 至 会 伴随 着 新 的 数学 方法 或 数学 概念 的 产生 . 

模型 的 条 理性 ”从 建 模 的 角 雄 考 虚 问题 可 以 促使 人 人们 潮 现 实 
对 象 的 分 析 更 全 面 、 更 深 人 人、 更 具 条 理性 ， 这 样 即使 建立 的 模型 
由 于 种 种 原因 尚未 达到 实用 的 程度 ， 对 问题 的 研究 也 是 有 利 的 . 

模型 的 技艺 性 ” 建 模 的 方法 与 其 他 - - 些 数 学 方法 如 方程 解法 、 
规划 解法 等 是 根本 不 同 的 ， 无 法 归纳 出 若干 条 普 胡 适用 的 建 模 淮 
则 和 和 技巧， 有 人 说 ， 建 模 呈 前 与 其 说 是 一 亡 技 术 ， 不 如 说 是 -- 种 
艺术 ,是 技艺 性 很 强 的 技巧 . 经 验 、 想 象 妃 、 洞 察 力 、 羯 断 力 以 
及 直觉 、 灵感 等 在 建 模 过 程 中 起 的 作用 往往 比 一 些 具 体 的 数学 知 
识 更 大 . 

模型 的 局 限 性 这 里 有 几 方 面 的 含 苑 ， 第 一 ， 由 数学 模型 得 
到 的 结论 昌 然 具有 通用 性 和 精确 性 ， 但 是 因为 模型 是 现实 对 象 简 
化 、 理 想 化 的 产物 ， 所 以 一 旦 将 模型 的 结论 应 用 于 实际 何 题 ， 就 
回 到 了 现实 世界 ， 那 些 被 忽视 、 入 化 由 网 素 必 须 党 上 于 是 结论 
的 通用 社 和 精确 性 只 是 相对 的 和 和 近似 的 . 第 二 ， 由 于 做 们 认识 育 
力 和 科学 技术 包括 数学 本 身 发 展 水 平 的 限制 ， 下 有 信守 际 站 周 
很 难得 到 有 着 实用 价值 的 数学 模型 . 如 - 些 内 部 机 理 复 杂 、 影 
因素 众多 、 测 旺 手 段 不 够 完善 、 技 姜 性 较 强 的 生产 过 程 ， 像 生铁 
治 炼 过 程 ， 需 要 开发 专家 系统 ,与 建立 数学 模型 根 结合 才能 获得 
较 福 章 的 应 用 效果 . 专家 系统 是 一 种 计算 机 软件 系统 ， 它 总 结 专 
家 的 知识 和 经 验 ， 模 拟人 类 的 逻辑 思维 过 程 ， 建 立 若 于 规则 和 推 
理 途 径 ， 主 要 是 定性 地 分 析 各 种 实际 现象 并 作出 判断 ， 专 家 系统 
可 以 堵 成 计算 机 模拟 的 新 发 展 . 第 三 ， 还 有 些 领域 中 的 问题 今天 
尚未 发 展 到 用 建 模 方 法 寻求 数量 规律 的 阶段 ， 如 中 医 诊 断 过 程 ， 
目前 所 请 计 算 机 辅助 诊断 也 是 属 二 总结 著名 中 医 的 让 窗 临 床 经 验 
的 专家 系统 ， 
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在 详细 分 析 子 建立 数学 模型 的 全 过 程 和 数学 模型 的 特点 以 后 ， 
我 们 看 到 用 建 模 方法 解决 实际 问题 ， 首 先是 用 数学 语言 表述 问题 
即 构造 模型 ， 其 次 才 是 用 数学 工具 求解 构成 的 模型 ， 绝 大 多数 数 
学 课程 如 微 积 分 ， 线 性 代数 、 概 率 论 ， 计 算 方 车 等 都 是 讲授 某 一 
专门 知识 和 培养 数学 运算 、 逻 辑 推理 能 力 的 ， 这 些 数 学 技巧 主要 
用 来 求解 数学 模型 ,用 数学 语言 表述 问题 ,包括 模型 假设 、 模 型 
构造 等 , 除了 蝇 有 广博 的 知识 (包括 数学 知识 和 各 种 实际 知识 ) 和 
足够 的 经 验 之 外 ， 特 别 需要 丰富 的 想象 力 和 敏锐 的 润 察 力 . 

想象 力 指 人 们 ] 在 不 有 知识 的 基础 上 ， 将 新 感知 的 形象 与 记忆 
中 的 形象 相互 比较 、 重 新 组 合 、 加 工 处 娃 ， 创 和 遗 出 新 的 形象 ， 是 
一 种 撒 象 思维 活动 .洞察 力 指 人 们 在 充分 占有 资料 的 基础 上 ， 经 
过 初步 分 析 能 迁 速 抓 作 主要 了 矛盾 ， 舍 弃 次 要 因素 ， 简 化 问题 的 层 
次 ， 对 可 以 用 哪些 方法 解决 面临 的 问题 ， 以 及 不 同方 法 的 优 秒 作 
出 判断 5 

类 比方 法 和 理想 化 方法 是 建 模 中 常用 的 方法 ， 室 们 的 运用 与 
想象 力 、 润 察 力 有 密切 关系 . 类比 法 注意 到 研究 对 和 象 与 已 熟悉 的 
另 :对 象 具有 某 些 共性 ， 比 较 二 者 相似 之 处 以 获得 对 研究 对 象 的 
新 认 训 .选择 什么 对 象 进行 类 比 ， 比 较 哪 些 相 似 的 属性 ， 在 一 定 
程度 上 是 靠 想象 进行 的 . 将 交通 流 与 水 流 类 比 来 建立 交通 流 模型 
是 这 方面 的 例子 .理想 化 方法 是 从 观察 和 经 验 中 通过 想 角 和 逻辑 
思维 ， 把 对 象 简化 、 纯 化 ， 使 其 升华 到 理想 状态 ， 以 期 更 本 质地 
揭示 对 象 的 加 有 般 律 . 在 一 定 条 件 下 把 物体 看 作 质 点 ， 把 实际 位 
置 看 作 数 学 上 的 点 、 线 等 都 是 理想 化 的 结果 ， 

建 异 过 程 是 一 种 创造 性 思维 过 程 . 除了 想象 ， 洞 察 ， 判 断 这 
些 属 于 形象 思维 、 逻 辑 思 维 范畴 的 能 力 之 外 ,直觉 和 灵感 往往 也 
起 着 不 可 忽视 的 作用 .直觉 是 人 们 对 新 事物 本 质 的 极 敏锐 的 领悟 、 
理解 或 推断 ， 灵 感 指 在 人 们 有 意识 或 下 意识 思考 过 程 中 进发 出 来 
的 猜测 、 思 路 或 判断 ， 二 省 都 具有 突 发 性 ， 且 思维 者 本 人 往往 说 
不 清 它 的 来 路 和 道理 ， 当 由 于 各 种 限制 利用 已 有 知识 难以 对 研究 
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对 象 作 出 有 效 的 推理 和 判断 时 ， 任 人 异 相似 、 类 比 、 猜 测 、 外 推 等 
思维 方式 及 不 完整 、 不 连续 、 不 严密 的 ， 带 局 发 性 的 直觉 和 灵感 ， 
去 "战略 性 "地 认识 对 象 ， 是 人 类 创造 性 思维 的 特点 之 一 ， 思 是 人 
脑 比 按 程 序 亡 辑 工 作 的 计算 机 、 机 器 人 的 高 明之 处 . 历史 上 不 之 
在 科学 家 的 直觉 和 灵感 的 火花 中 广 生 的 假说 、 论 证 和 定律 当然， 
直觉 和 灵感 不 是 洗 空 产生 的 ， 它 要 求人 们 具有 丰 官 的 背景 知识 ， 
对 问题 进行 反复 思考 和 恨 蔡 探索 ， 对 各 种 思维 方法 运用 娴熟 ， 相 
互 讨论 和 思想 交锋 ， 特别 是 不 得 专业 的 成 员 之 僻 的 探讨 ， 是 激发 
直觉 和 灵感 的 重要 因素 . 所 以 由 各 种 专门 人 人才 组 成 的 所 谓 团 队 工 
作 方 式 (Team work ) 越 来 越 受 到 重视 . 

前 面 说 过 ， 建 模 可 以 看 成 一 门 艺术 艺术 在 某 种 意义 下 是 无 
读 归 纳 出 岂 条 准则 成 方法 的 . 一 名 出 色 的 艺术 家 需 交 大屋 的 观摩 
和 前 旨 的 指教 ， 更 需要 亲身 的 实践 . 类 似 地 ， 掌 担 建 模 这 门 艺 术 ， 
培养 想象 力 筒 痔 力 ， 一 要 太 量 了 阅读、 思考 别人 做 过 的 模型 ，- - 
要 到 自动 手 ， 认 真 做 几 个 实际 题目 .后 老 是 更 为 重要 的 . 为 了 这 
个 日 的 本 书 采 用 实例 研究 方法 (Case studies }， 一 方面 给 出 在 各 
个 应 用 领域 不 同 数学 方法 建 模 的 大 量 实例 ， 另 一 方面 通过 习题 提 
供 若干 实际 题目 让 读者 自己 练习 ， 实 例 赋 究 方法 虽然 不 能 按照 严 
窗 的 焉 辑 结 构 去 讨论 问题 ， 不 能 划 定 这 些 方法 的 实用 范围 ， 其 得 
到 的 结果 也 并 非 无 可 置疑 。 但 它 却 是 我 们 学 习 建 模 以 解决 实际 问 
题 的 一 种 生动 、 有 将 的 方法 器， 


1.7 数学 模型 的 分 类 


数学 模型 可 以 按照 不 同 的 方式 分 类 ， 下 面 介绍 常用 的 儿 种 . 

t. 核 照 模型 的 应 用 领域 {或 所 属 学 科 ) 分 . 如 人口 模型 、 交 道 模 
型 、 环 境 模型 、 生 态 模型 、 城 镇 规划 模型 、 水 资源 模型 、 再 生 资 
源 利用 模型 ， 污 染 午 型 等 、 范 畴 更 太一 些 则 形成 许多 边 绿 学 科 如 
生物 数学 、 医 学 数学 、 地 质数 学， 数量 经 济 学 、 数 学 社会 学 等 . 
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2. 按照 建立 模型 的 数学 方法 (或 所 属 数学 分 支 }) 分 、 如 初等 数 
学 模型 、 儿 何 模型 、 微 分 方程 模型 、 图 论 模型 、 马 氏 链 模型 、 规 
划 论 模型 等 ， 

按 第 一 种 方法 分 类 的 数学 模型 教科 书 中 ， 阁 重 于 某 一 专门 领 
域 中 用 不 同方 法 建立 模型 ， 而 按 第 二 种 方法 分 类 的 书 里 ， 是 儿 属 
于 不 同 领域 的 并 成 的 数学 模型 来 解释 某 种 数学 技巧 的 应 用 .在 本 
书 'p 我 们 要 兼 烽 这 两 个 方面 ,重点 放 在 如 何 应 用 读者 已 其 备 的 基 
本 数学 知识 在 各 个 不 同 领 域 路 建 模 . 

3. 按照 模型 的 表现 特性 又 有 几 种 分 法 : 

确定 性 模型 和 随机 性 模型 ”取决 于 是 否 车 虑 随机 四 素 的 影 
响 ， 近 年 来 贿 着 数学 的 发 展 ， 叉 有 所 谓 突变 性 模 措 和 模 类 件 横 
型 . 

静态 模型 和 动态 模型 ， 取决 干 是 售 考 虑 时 间 因素 引起 的 变化 . 

线性 模型 和 非 线性 模型 ”取决 于 模型 的 基本 关系 ， 如 微分 
方程 是 否 是 线性 的 . 

离散 模型 和 连续 模型 ” 指 模型 中 的 变量 (十 要 是 时 间 变 量 ) 
取 为 离散 还 是 连续 的 . 

虽然 从 本 质 上 讲 大 多 数 实际 问题 是 随机 性 的 .动态 的 、 非 线 
性 的 ， 但 是 由 于 确定 性 、 静态 、 线 性 模型 容易 处 理 ， 并 且 竺 往 可 
以 作为 初步 的 近似 来 解 次 问题 ， 所 以 建 模 时 常 先 考虑 确定 性 、 莉 
态 、 线 性 和 模型. 连续 模型 便于 利用 微 积分 方法 求解 析 解 ， 作 理论 
分 析 ， 而 离 上 模型 便于 在 计算 机 上 作 数 值 计算 ， 所 以 用 哪 种 模型 
此 看 具体 问题 而 定 . 在 具体 的 建 模 过 程 中 将 连续 模型 离散 化 ， 或 
将 离散 变量 视 作 连续 ， 也 是 常 采 用 的 方法 . 

4. 按照 建 模 目的 分 ， 有 绒 述 模型 ， 分 析 模 型 ， 预 报 模 型 ， 优 
化 模型 决策 模型 、 控 制 模型 等 ， 

5. 按照 对 模型 结构 的 了 解 程度 分 有 所 谓 白 箱 模型 、 灰 箱 模 
型 、 黑 箱 模型 . 这 是 把 研究 对 撒 比喻 成 一 只 箱子 里 的 机 关 ， 要 通 
过 建 模 来 揭示 它 的 奥 怒 ， 白 箱 十 法 包括 用 力 掌 、 热 学 、 电 学 等 一 
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些 机 理 相当 清楚 的 学 科 描 述 的 现象 以 及 相 忘 的 工程 技术 问题 ， 这 
方面 的 模型 大 多 已经 基本 确定 ,还 第 深入 赂 究 的 主要 是 优化 设计 
和 控制 等 问题 了 ， 灰 箱 主要 指 生 态 、 人 气象 、 经 济 、 交 通 等 领域 中 
机 理 尚 不 十 分 清楚 的 现象 ， 在 建立 和 改善 模型 方面 都 还 不 同 程度 
地 有 许多 工作 去 做 .至 于 黑箱 则 主要 指 生 命 科 学 和 社会 科学 等 领 
域 中 … 些 机 理 (数量 关系 方面 ) 很 不 清楚 的 现象 ， 有 些 工程 技术 问 
题 虽然 主要 基于 物理 、 化 学 原理 ， 但 由 于 因素 众多 .关系 复杂 和 
观测 困难 等 原因 也 当 作 为 灰 箱 或 黑箱 模型 处 理 ， 当 然 ， 已 ， 灰 ， 
黑 之 间 并 没有 明显 的 界限 ， 而 且 随 着 科学 技术 的 发 展 、 箱 子 的 
“颜色 "必然 是 逐渐 由 暗 变 亮 的 ， 


习 题 


1. 举 出 两 二 个 实例 说 明 建 立 数学 模型 的 必 刘 性 .包括 实际 问题 的 背 点 ， 
建 模 目的 ， 需 要 大 体 上 什么 样 的 模型 以 及 怎样 应 用 这 种 模型 等 

2. 怎样 解决 下 面 的 实际 问题 . 包括 需要 哪些 数据 资料 ， 要 作 些 什么 观 
察 ， 试 验 以 及 建立 什么 样 的 数学 修 型 等 和 1. 

全 估计 一 个人 体内 血液 的 总 量 . 

使 为 保险 公司 制定 人 寿 保 院 金 计划 (下 同年 龄 的 人 应 缴纳 的 金额 和 公 
司 赔偿 的 金额 ). 

到 估计 一 批语 光 灯 管 的 寿命 . 

人 确定 火 入 发射 至 最 高 点 所 需 的 时 间 . 

电 决定 十 字 路 口 黄 灯亮 的 时 间 长 音 . 

3. 在 1.2 第 “椅子 能 在 不 平 的 地 面 上 放 稳 吗 " 的 假设 条 件 吊 ， 将 四 脚 的 
连 线 叶 正 方形 改 为 呈 长 方形 ， 其 余 不 变 . 试 构造 模 型 并 求解 . 

4. 模仿 1.3 节 商 人 过 河和 问题 中 的 状态 转移 模型 作 下 面 这 个 众所周知 的 
智力 游戏 : 人 带 着 猜 ， 鸡 ， 米 辽河 ， 船 秦 乔 要 人 划 之 外 ， 至 多 能 载 猫 ， 鸡 、 
米 三 者 之 一 ， 而 当 人 不 在 场 时 猫 要 吃 鸡 、 鸡 要 吃 米 . 试 设计 一 安全 过 河 片 案 ， 
共 便 渡河 次 数 尽 划 地 少 . 

5. 1650 年 世界 人 口 为 5 亿 ， 当 时 的 年 增长 率 为 3% .用 指数 增长 模型 
计算 什么 时 候 世界 人 口 达 到 10 亿 ! 实 际 F 1850 年 前 已 超过 10 亿 )，1970 年 
世界 人口 为 36 亿 , 年 增长 率 为 21 %。 ,用 指数 增长 模型 预测 什么 时 仿 进 界 
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大 口 会 翻 一 鼻 { 这 个 结果 可 入 吗 1， 你 对 用 坷 样 的 模型 得 到 的 两 个 结果 有 和 什 
么 看 法 . 

6. 利 出 1.4 节 表 1 一 1 给 出 的 1790 ~ 1980 年 的 美国 实际 人 口 资料 建立 
下 出 模型 : 

人 分 段 的 指数 增长 懂 型 ， 鉴 如 按时 间 分 三 段 ， 分 别 傅 定 增长 率 ” 

号 阻 灌 增 长 模型 . 重新 确定 固有 增长 率 + 和 最 大 容 层 Y。， 

7, 假定 人 口 的 增长 服从 这 样 的 规律 : 了 时刻 1 的 大 吕 为 x(7), 1 到 1+At 
时 间 内 大 唱 的 增 量 与 x 一 x(i 成 赴 比 (其 中 尺 , 为 最 大 容量 )， 试 建立 模型 并 
求解 .作出 胃 的 疼 形 并 与 指数 增长 模型 、 阻 裤 增 长 模型 的 结果 进行 比较 . 

8. 为 了 培养 想象 力 、 润 察 力 刊 断 力 ， 考 赛 对 象 时 除了 从 正面 分 析 外 ， 
还 常常 需要 从 侧面 或 反面 思考 . 试 尽 可 能 迅速 地 回答 下 面 的 问题 : 

二 某 甲 革 8 时 从 出 下 隆 店 出 发 沿 一 条 路 径 上 上山， 下 午 5 诗 到 述 负 栅 
并 视 宿 . 次 日 蛙 8 时 涪 同 一 路 径 下 山 ， 下 午 5 计 间 到 旅店 . 茶 忆 说 ， 甲 必 在 
两 天 中 的 辣 : :时刻 经 过 路 谷中 的 同 “地 点 . 为 什么? 

部 37 支 球 队 进行 冠军 争夺 赛 ， 每 轮 比 赛 中 出 场 的 每 两 支 球 队 中 的 姓 
者 及 轮空 者 进 和 人 下 一 轮 ， 直至 比赛 结 束 . 问 具 需 进 行 多 少 场 比赛 ? 

好 甲 忆 两 站 之 间 有 电车 相通 ， 每 隔 10 分 铝 甲 乙 两 站 相互 发 一 趟 车 ， 
但 发 盏 时 刻 不 一 定 相 间 ， 四 乙 之 间 有 -中 间 站 沿 ， 某 人 每 天 在 随机 的 时 刻 到 
过 具 站 ，、 并 措 冬 最 先 经 过 再 站 的 姥 趋 件 ， 结果 发 现 100 天 中 约 有 和 0 天 到 
达 山 站 ,公约 10 天 到 达 忆 站 、 问 开 往 甲 志 两 站 的 电车 经 过 两 站 的 时 刻 表 是 
如 何 安排 的 ? 

3， 某 人 家 住 T 市 在 他 乡 工作 ， 钴 天 下 幅 后 乘 火车 于 6 时 抵达 T 市 车 
外 ， 他 的 妻子 驾车 准时 到 车 站 接 他 回 家 -日 他 提前 下 班 搭 早 一 班 火 车 于 5 
时 于 抵 了 机 车 站 ,随即 步行 同 家 ， 他 的 龙 子 像 往常 一 样 驾车 前 米 ， 在 半路 
上 过 到 他 接 风 家 对， 发 现 比 往常 提前 了 10 分 钟 ， 问 他 步行 了 多 长 时 间 ? 

区 ”男孩 和 一 女孩 分 别 在 离 家 2 千 米 和 1 千 米 且 方 向 相反 的 冰 所 学 
校 上 学 ， 每 天 同时 放学 后 分 别 忆 4 千 米 “少时 和 2 千 米 ”少时 的 速度 步行 回 家 . 
-小 狗 以 5 于 米 “让 忆 的 速 弃 由 男孩 处 奔 向 妇 盾 ， 又 从 女孩 处 拜 向 务 孩 ， 如 此 
往返 直 至 加 到 家 中 ， 问 小 狗 奔 波 了 多少 路程 ? 

如 果 另 个 和 女权 上 学 时 小 狗 也 往返 奔波 在 他 们 之 阅 ， 问 当 他 由 到 达 学 
校 时 小 狗 在 向 处 1? 
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第 一 篇 初等 模型 


如 果 研 究 对 象 的 机 理 比 较 简 单一 - 般 用 静态 、 线 性 、 确 定性 
模型 描述 就 能 达到 建 模 目 的 时 ， 我 们 基本 上 可 以 用 初等 数学 的 方 
法 来 构造 和 求解 模型 ， 通 过 第 2 章 介绍 的 若干 实例 读者 能 够 看 到 ， 
用 很 简单 的 数学 方法 已 经 可 以 解决 一 些 饰 有 兴味 的 实际 门 题 ， 第 
3 章 介绍 的 基 岗 分 析 方 法 是 一 种 比较 古老 的 建 模 方 法 ， 仅 从 应 
用 的 角度 看 ， 它 包 属 于 初等 数学 的 方法 . 

需要 强调 的 是 ,衡量 一 个 模型 的 优 步 全 在 于 它 的 应 用 效 林 ， 
而 不 是 采用 了 多 么 高 深 的 数学 方法 . 进一步 山 ， 如 果 对 于 基 个 实 
际 阿 题 我 们 用 初等 的 方法 和 所 谓 高 等 的 方法 建立 了 两 个 模型 ， 宛 
门 的 应 用 效果 相差 无 几 ， 那 么 受到 人 们 欢迎 并 采用 的 ， 一 定 是 前 
-者 而 非 后 者 ， 


第 2 章 初等 数学 方法 建 模 
2.1 ~ 2.4 节 是 几 个 用 初等 代数 方法 建立 的 模型 . 2,5 ~ 2.6 
节 用 图 形 { 曲线 ) 对 变量 问 革 系 作 粗 略 分 析 ， 得 到 的 是 半 定 性 ， 半 
定量 的 模型 ， 可 称 为 几 形 法 建 模 . 2.7 ~ 2.8 节 讨 论 两 个 简单 的 
随机 性 模型 ， 因 为 它们 是 静态 的 ， 所 以 只 用 到 初等 概率 的 方法 ， 
2.1 公平 的 席位 分 配 


某 学 校 有 3 个 系 共 200 名 学 生 ， 其 中 甲 系 100 名 ,之 系 60 
名 , 酚 系 如 名 . 其 学 生 代 表 会 议 设 20 个 席位 ,公平 而 又 简单 的 
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席位 分 上 炬 办 法 是 按 学 生 人 数 的 比例 分 配 ， 如 然 用 已 两 二 系 分 别 应 
占有 10、6, 4 个 席位 . 

现在 再 系 有 6 名 学 生 转 入 甲乙 两 系 ， 各 系 人 数 如 表 2 一 1 第 2 
列 所 下， 仍 按 比例 ( 表 中 第 3 列 ) 分 配 席 信 时 出 现 了 小 妾 ( 表 中 第 4 
列 ), 在 将 取得 整数 的 19 席 分 配 完毕 后 ， 三 系 辐 意 镜 下 的 1 席 参 
照 所 谓 惯 例 分 给 比例 中 小 数 最 大 的 丙 系 ， 于 是 三 系 仍 分 别 占有 
10、 6. 4 席 ( 表 中 第 5 列 ). 

因为 有 20 个 席位 的 代表 会 议 在 表决 提案 时 可 能 出 现 10 : 10 
的 局 面 ， 会 议决 定 下 - 届 增 加 1 席 . 他 们 按照 上 述 方法 重新 分 配 
席位 ， 计 算 结 果 见 表 6.7 列 . 显然 这 个 结果 对 两 系 太 不 公平 了 ， 
因为 总 席位 增加 1 斋 ， 而 内 系 却 由 4 席 减 为 3 席 . 


表 2-~1 按照 比例 并 参照 惯例 的 席位 分 配 


320 个 席位 的 分 配 21 全 席位 的 分 配 
学 生 大 数 | 的 比例 (5%4} | 比 俩 分配 | 窗 晤 悍 例 | 比重 分 配 | 参 蚂 司 例 


别 的 席位 | 的 结果 | 的 席位 | 的 结果 
全 一 1 - [as 
个 103 351.5 10.3 | 10 10.815 11 


乙 63 31.5 6.3 6 6.615 7 
虑 34 | 17.0 3,44 4 3.570 | 3 
总 和 200 100.0 20.0 20 21.000 21 


要 解决 这 个 问题 必须 舍弃 所 谓 虱 例 ， 找 到 衡量 公平 分 配 府 位 
的 指标 ， 并 由 此 建立 新 的 分 配 办 法 由 l. 

建立 数量 指标 ”讨论 4. 有 两 方 公 平分 配 席位 的 情况 设 两 
方 人 数 分 别 p 和 p,, 占有 席位 分 别 是 和, 则 两 方 每 个 席位 代 
表 的 大 数 分 别 为 Pa 和 六 加 显然 仅 当 pAn=p;An, 时 席位 的 分 
配 才 大 公平 的 . 位 是 因为 人 数 和 席位 都 是 整数 ， 所 以 通常 品名 关 
pz 这 时 席位 分 配 不 公平 ， 并 且 pi= 1 2) 数值 较 大 的 一 方 
吃亏， 或 者 说 对 这 一 方 不 公平 . 
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不 个 盘 设 六 Ar > 局 不 公平 程度 可 此 数值 站 7 由 -Po 衡 
中 .如 设 p=120, p=100,n=n2=10 ,pA 一 paAn:= 12—10 
一 2, 它 衡量 的 是 不 公平 的 绝对 程度 ， 常常 无 法 区 分 两 种 程度 明显 
不 同 的 术 公 平 情况 ， 例 如 上 述 双 方 人 数 增加 为 p,=1920 和 p,= 
1000 而 席位 nn, 不 变 上 时， pA 一 pA 一 102 一 100=2, 即 绝对 
不 公平 程度 不 变 . 但 是 常识 告诉 我 们 ， 后 面 这 种 情况 的 不 公平 程 
度 比 起 前 面 来 已 经 大 为 改善 了 . 

为 了 改进 上 述 绝 对 标准 ,自然 想到 用 相对 标 容 ， 仍 记 ppi, p， 
为 4、 8B 两 方 的 固定 人 数 ，n, n, 为 两 方 分 配 的 席位 (可 变 )， 英 
Di > 则 定 关 


Fl， #2 ) = Pe (1) 
2 


为 对 4 的 相对 不 公平 值 …， 若 记 放 ,> 站 则 定妆 


rn ty) = -Op (7) 
PA 
为 对 8 的 相对 不 公平 慎 . 


建立 了 衡量 分 配 不 公平 程度 的 数量 指标 7、 rs 后， 制定 席位 
分 配方 案 的 原则 是 使 它们 尽 可 能 小 . 

确定 分 配方 案 ”和 假 设 4, 8B 两 方 已 分 别 占 有 和 1, 席 ， 利 用 
相对 不 公平 值 +, 和 讨论 ， 当 总 席位 增加 1 席 时 ， 应 该 分 配给 4 
还 是 8B. 

不 失 一 般 性 可 设 pAn>p;/n, 即 对 4 不 公平 . 当 再 分 配 ] 个 
席位 时 ， 关 于 Pa fi 一 1.2) 的 不 等 式 可 能 有 以 下 3 种 情况 : 

1. pmi+1)>pa 这 说 明 即 使 4 方 增加 1 席 、 仍然 对 4 
不 公平 ， 所 以 这 一 席 显 然 应 分 给 4 方 ， 


=* ) (1 ] 式 有 端的 分 母 可 以 易 为 pm 对 下 面 的 结 娄 没有 影响 . 


2. PARi 十 1)<psny, 说 明 当 4 方 增加 1 席 时 将 变 为 对 有 B 不 
公平 ， 参照 (2 ) 式 可 计算 出 对 了 的 相对 不 公平 慎 为 


PC 十 1, ma 一 ai 二 一 1 (3) 
Di 


3.P Ai>PAD+T1) 即 当 吾 方 增加 ] 席 时 将 对 4 不 公平 ， 
参照 (1] ) 式 订 计 算出 对 4 的 相对 不 公平 值 为 
pn mt) Pear+D 1 {4) 
Pa 


(不 可 能 出 现 p,v,<pyAn,+ 1) 的 情 闹 . 为什么?) 
因为 公平 分 配 席 位 的 原则 是 使 得 相对 不 公平 什 尽 可 能 地 小 ， 
所 以 如 时 


pola A) rn ,A+ 1) (5) 


则 这 1 庚 应 分 给 4 方 ; 反之 则 分 给 8 方 根据 (3)、(4) 两 起 , (5) 
式 等 价 于 


到 ni 
nians+ 1) < n(n+1) (6) 


还 不 难 证 明 ， 上 上 述 第 1 种 情况 的 m Am+ 1)>ps/n; 也 与 (6 ) 式 等 
价 ， 于 是 我 们 的 结论 是 ， 当 (6 ) 式 成 立时 增加 的 1 席 应 分 给 4 方 ， 
反之 则 分 给 B 方 , 或 者 ， 车 记 Q,= 忆 /An 十 1)，i=12, 则 增加 
的 1 席 应 分 给 Q 值 较 大 的 一 方 ， 

下 述 方 法 可 以 推广 到 有 m 方 分 配 席 位 的 情况 ， 没 第 1 方 人 数 
为 p, ,已 占有 个 席位 ， i 二 1,2,… 1. 当 总 席位 增加 1 席 时 ,计算 


pi | 

三 一 rr ~ 
0, FT 1,2,. ,1 (7) 
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应 将 这 一 席 分 始 台 值 最 大 的 - 方 . 这 种 席位 分 配方 法 称 Q 值 法 . 
下 面 用 怠 值 法 重新 讨论 本 节 开 始 提出 前 甲乙 两 三 系 分 本 21 
个 席位 的 问题 ， 
先 按照 比例 计算 结果 将 整数 部 分 的 19 席 分 配 完毕 ， 有 n= 
二 6, 19 二 3" 然后 再 用 值 方 法 分 配 第 20 席 和 第 21 席 . 


第 20 席 : 计算 @= 村 96.4, ,= - =04.5, 


Q,= 二 一 96.3, 0 最大， 于 是 这 一 席 应 分 给 四 系 . 


第 21 席 : 计算 Q,= -> = 80.4. 0 0, 同 上 ，0, 最 大 ， 


于 是 这 一 席 应 分 给 两 系 . 

这 样 ，21 个 席位 的 分 配 结果 是 三 系 分 别 占 有 11、 6, 4 育 ， 丙 
系 保 住 了 险些 表 失 的 1 席 ， 你 觉得 这 种 分 配方 法 公平 吗 ? 

评注 席位 分 配 应 该 对 各 方 公平 是 人 人 同意 的 ， 问 题 的 关键 
在 于 建立 衡量 公平 程度 的 茎 合理 又 简明 的 数量 指标 . 这 个 模型 提 
出 的 指标 是 相对 不 公平 值 m、 ro 它 是 确定 分 配方 案 的 前 提 . 在 这 
个 前 提 下 导出 的 分 配方 案 一 一 分 给 0 值 好 大 的 一 方 一 一 无 疑 是 

最 后 让 我 们 分 析 一 下 Q, 的 表示 式 (7)， 看 看 它 为 什么 能 反映 
对 第 i 方 的 不 公平 程度 记 p 为 总 人 数目 p= 了》p;, #5 为 总 席位 数 ， 


且 设 第 ; 方 席位 谓 为 按 人 数 比例 计算 的 整数 部 分 即 -| p 中 


*) 如 昌 一 开始 就 用 吕 情 装 ， 以 向 = 和 = 一直 =1 为 天 础 分 配 ， 那 么 前 19 席 的 分 起 
结果 与 这 个 数 宰 相 回 
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pp a Pi 
< 二 gt 
{n+ 1) n n, (8) 


小 式 两 端 分 别 是 增加 的 1 席 分 给 第 i 方 和 不 分 给 第 i 方 时 ， 该 方 
每 席位 所 代表 的 人 数 ， 这 两 个 值 越 大 ， 对 第 i 方 越 不 公平 ， 而 9， 
恰 是 它们 的 几何 平均 值 的 平方 ， 故 Q, 能 反映 对 第 i 方 的 不 公平 
程度 ,增加 的 1 席 应 分 给 Q 值 最 大 的 一 方 . 


2.2 双 屋 玻璃 窗 的 功效 


你 是 否 注 意 到 北方 城镇 的 有 些 建 筑 物 的 窗户 是 双 层 的 ， 即 窗 
户 上 装 两 层 玻璃 日 中 间 禄 有 -- 定 空隙 ,如 图 2 一 1 左 图 所 示 , 两 层 厚 
度 为 4 的 玻璃 夹 着 -… 层 厚度 为 1 的 空气 ,据说 这 样 做 是 为 了 保暖 ， 
如 减少 室内 向 室外 的 热量 流失 ， 我 们 要 建立 一 个 模型 来 质 述 热量 
通过 窗户 的 传导 ( 即 流失 ) 过 程 ， 并 将 双 层 玻璃 窗 与 用 同样 多 材料 
做 成 的 单 层 玻 璃 窗 ( 如 图 2 一 1 右 图 ， 玻 现 厚 度 为 24) 的 热量 传导 
进行 对 比 ， 对 双 层 玻璃 窗 能 够 减少 多 少 热量 损失 给 出 定 其 分 析 结 
果 0 ， 


钢 2 一 1 隶 晨 或 璃 窗 与 单 野 玻璃 窗 


了 4 


模型 假设 

1. 热 晤 的 传播 过 程 只 有 传导 ,没有 对 流 ， 色 假定 窗户 的 密封 
性 刘 很 好 ， 两 层 屁 璃 之 间 的 空气 是 不 流动 的 . 

2. 室内 温度 了 和 室外 温度 了 保持 不 变 ， 热传导 过 程 已 处 二 
稳定 状态 ， 即 沿 热 传导 方向 ， 单 位 时 间 通 过 单位 面积 的 热量 是 常 
数 ， 

3. 玻 瑰 材料 均 外 ,热传导 系数 是 常数 . 

模型 构成 ”在 上 述 假 谈 下 热传导 过 程 遵从 下 面 的 物理 定律 : 

厚度 为 4 的 均 勺 介质， 两 侧 温 度 差 为 AT, 则 单位 时 间 由 温度 
高 的 一 合同 寓 庆 低 的 “ 倒 通 过 单位 面积 的 热量 8, 与 AT 成 正比 ， 
与 4 成 反比 ， 即 


AT 
0=k {1) 


上 为 热传导 系数 . 

记 冯 层 窗 内 层 玻 璃 的 外 侧 温 度 是 7,, 外 层 焉 璃 的 内 侧 温 度 是 
T,, 玻璃 的 热传导 系数 为 ,空气 的 热传导 系数 为 操 , 由 (1 ) 式 单 
位 时 间 单 位 面积 的 热量 传导 ( 即 热量 流失 ) 为 


了 一 到 了 一 时 了 一 于 
0=k = = kK G (2) 


从 (2 ) 式 中 消去 ,了 ,可 得 


kT-T) ,hk ,1 , 
CQ= (3) 


对 于 厚度 为 29 的 单 层 玻璃 窗 ， 容易 写 出 其 热量 传导 为 


0 =k Dh (4) 


2d 
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二 者 之 比 为 
0 __2 


Q"” 8 二 2 (5) 


显然 口 < 口 “为 了 得 到 更 具体 的 结果 ， 我们 需要 大 和 无 
的 数据 ， 从 有 关 资 料 可 知 ， 常 用 玻璃 的 热传导 系数 =4 x 10-3 一 
8x 10- (焦耳 / 原 米 ， 秒 ， 度 ), 不 流通 、 二 燥 空 生 的 热传导 系 
数 上 =2.5 x 10-( 焦 年 /性 米 。 秒 . 首 )， 于 是 

大 
二 =16~32 

在 分 析 双 层 玻 璃 窗 比 单 旺 玻 议 窗 可 减少 多 少 热量 损失 时 ， 我 

们 作 最 保守 的 估计 ， 即 取 大 ,= 16, 由 (3)、(5 ) 式 可 得 


0 
0 gh+ I d 


(6) 


比值 0/0 上 反映 了 双 层 斑 璃 窗 在 减少 热量 损失 上 的 功效 ， 它 只 与 
二 1/d 有 关 ， 图 2-2 给 出 
了 OO "~ 月 的 由 线 ， 当 & eve 
由 0 增加 时 ，2C 各 迅速 下 
降 ， 而 当天 超过 一 定 值 ( 比 
妇 严 >4) 后 怠 避 下 降 变 组 ， 
可 见 记 不 宜 选择 过 大 . 
模型 应 用 
这 个 模型 具有 一 定 应 用 
价值 ， 制 作 双 层 玻璃 突 虽 然 。 oe 
工艺 复杂 会 增加 - - 些 费 用 ， 图 2- 2 热 着 损失 比 可 7 与 4= 全 的 关系 
但 它 减 少 的 热量 损失 却 是 相当 可 观 的 .通常 , 建筑 规范 概 求 4 一 
1 之 4. 按照 这 个 模型 ,OA 伯 3%, 即 双 层 窗 比 用 同样 多 的 孩 编 材 
料 制 成 的 单 层 窗 节 约 热量 97% 堪布 .不 难 发 现 ,之 所 以 有 如 此 高 的 功 
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效 主要 是 由 于 层 间 空气 的 极 低 的 热传导 系数 护 , 面 这 要 求 空气 龙 
干燥、 不 流通 的 .作为 模型 假设 的 这 个 条 件 在 实际 环境 下 当然 不 


可 能 完全 广 足 ， 所 以 实际 上 双 层 窗户 的 功效 会 比 上 述 结 困 状 一 
此 


1 
2.3 划 艇 比赛 的 成 绩 


赛 艇 是 一 种 靠 桨 手 划 疾 前 进 的 小 船 ， 分 单 人 人 艇 、 双 人 艇 、 四 人 
艇 、 八 人 艇 四 种 ， 八 人 艇 还 分 重量 级 ( 疾 手 平均 体重 86 公斤 ) 利 
轻 量 级 {平均 体重 73 公斤 )， 各 种 艇 嚼 大 小 不 同 ,但 形状 相似 . 
T. A. McMahon 比较 了 各 种 赛 肛 1964 ~ 1970 年 四 次 2000 米 
比赛 的 基 好 成 绩 (包括 1964 年 和 1968 年 的 两 次 奥运 会 和 两 次 世 
界 锦标 赛 )， 发 现 它们 之 间 有 秀 当 -- 致 的 益 别 ,他 认为 比赛 成 绩 
与 桨 手数 量 之 间 存 在 着 某 种 联系 ， 于 是 建立 了 一 个 模型 来 解释 这 
种 关系 . 表 2 一 2 列 出 了 上 述 比 赛 成 绩 及 各 种 艇 的 规格 ， 他 的 本 
型 还 能 粗略 地 解释 信人 艇 重量 级 组 的 成 绩 比 轻 量 级 组 约 好 5% 这 
一 现象 四， 


表 2 一 ? EEC 全 


| 2000 玉成 绩 ! (分钟 | 族长 了 | 艇 寅 户 
| le 


[in sm lnlnl sm [en loool 


问题 分 析 赛 艇 前 进 时 受到 的 阻力 主要 是 艇 得 没 都 分 与 水 之 
间 的 座 控 力 ， 艇 靠 桨 手 的 力量 克服 阻力 保持 一 定 的 速度 前 进 ， 浆 


雍 重 wol 人 公斤) 
柴 手 数 


13.6 


了 7 


手 越 多 划 艇 前 进 的 动 睛 越 大 . 但 是 艇 和 桨 手 总 重量 的 增加 会 鸽 角 
谤 没 面 积 加 大 ， 于 是 阻力 加 大 ， 增 加 的 阳 力 将 抵消 一 部 分 卉 加 的 
动力 ， 建 宽 目 的 是 寻求 柴 手 数量 与 比赛 成 绩 ( 航 行 -- 定 中 离 所 需 
时 间 ) 之 间 的 数量 规律 . 如 果 假 设 艇 速 在 整个 赛程 中 保持 不 变 ， 
那么 只 需 构 造 一 个 静态 嵌 型 ,使 间 题 简化 为 建立 桨 手数 量 与 艇 速 之 
闻 的 关系 . 注意 到 在 实际 比赛 中 奖 手 在 极 天 的 时 间 内 使 鹏 加 速 到 
最 大 速度 ， 然 后 把 这 个 速度 保持 到 终点 .那么 上 述 搬 没 也 是 合理 
的 . 

由 表 2 一 2 可 以 看 出 ， 浆 手数 = 增加 时 ， 艇 的 尺寸 人 0 及 艇 重 w 
都 随 之 增加 ,但 比值 1/P 和 won 变化 不 大 ， 若 假定 ! 石 是 常数 ， 即 
各 种 艇 的 形状 一 样 ， 则 可 得 到 艇 浸没 面积 与 排水 体积 之 何 的 关系 ， 
车 假定 wo/n 是 常数 ， 则 可 得 到 艇 和 奖 手 的 总 重量 与 桨 手数 之 间 
的 关系 ， 此 外 还 需 对 奖 手 体重 ， 划 桨 功率 、 阻 力 与 艇 速 的 关系 等 
方面 作出 简化 且 合 理 的 报 定 ， 才 能 运用 合适 的 物理 定律 建立 需要 

模型 假设 

1. 各 种 艇 的 几何 形状 相同 ，! 力 为 常数 ; 艇 重 w 与 桨 手数 "= 
成 正比 . 这 是 艇 的 静态 特性 ，。 

2. 组 束 0 是 常数 ， 前 进 时 受 的 阻力 /与 y 呈 成 正比 (3 是 艇 溉 
没 部 分 面积 )， 这 是 艇 的 动态 特性 . 

3. 所 有 奖 手 ( 除 八 人 艇 轻 量 级 组 外 ) 的 体重 都 相同 ， 记 作 w; 在 
比赛 中 每 个 沫 竺 的 划 桨 功率 p 保持 不 变 ,用 p 与 w 成 正比 . 

假设 ! 是 根据 所 给 数据 作出 的 必要 且 合 理 的 简化 .运动 速度 
中 等 大 小 的 物体 所 受 跟 力 注 符合 假设 2 中 了 与 ?2 成 正比 的 情况 ， 
孔 设 3 中 wp 为 常数 属于 必要 的 简化 , 而 p 与 w 成 让 比 可 解释 
为 : p 与 肌肉 体积 ， 肺 的 体积 成 正比 ， 对 于 身材 匀称 的 运动 员 ， 
负 肉 、 肺 的 体积 与 体重 w 成 正比 . 

模型 构成 ”有 上 名 桨 手 的 艇 的 总 功率 tp 与 醒 少 六 和 速度， 
的 乘积 蕊 正比 ， 即 
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mf (1) 
由 假设 2、3， 


代 人 (1) 式 可 得 


t 
， 了 
je 6 02) 
RY 


出 假设 1, 各 种 艇 几何 形状 相 则 ， 若 艇 浸没 面积 s 与 艇 的 某 特 征 尺 
寸 c 的 平方 成 正比 (s ec 己 )， 则 艇 排水 体积 4 必 与 c 的 立方 成 正 
比 (4 ce 已 )， 也 是 有 


so AF (3) 


又 根据 艇 重 wo 与 桨 手数 地 成 正 出 ， 所 以 能 和 奖 手 的 总 重量 挛 ” 
二 Wo 十 4W 也 与 a 成 正比 ( 八 人 艇 轻 量 级 组 除外 )， 即 


WwW Cn {4} 
而 由 阿 基 米 德 定律 ， 艇 排水 体积 4 与 总 重量 mw ' 伺 正比 ， 印 


和 


A (5) 
(3).(4).(5) 式 给 出 

so nT (6) 
将 (6 ) 式 代入 (2 ) 式 ， 当 w 是 常数 时 得 到 

D oc pn {7) 
因为 比赛 成 绩 {时 间 ) 与 v 成 反比 ， 所 以 

foc mn- 了 (8) 
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(8 ) 式 就 是 根据 模型 假设 和 几 条 物理 规律 得 到 的 各 种 艇 的 比赛 成 
绩 与 桨 手数 之 间 的 关系 ， 

对 下 八 人 艇 的 重量 级 组 和 轻 量 级 组 ,分 别 用 mg ,tw ,wj , 5; ， 
5 和 4 以 表示 其 速度 、 桨 手 体 重 ， 艇 渡 宙 面积 和 比赛 时 间 . (2) 
式 已 给 出 


i 也 Ww 3 加 
全 (人 (全 0 
将 已 知 数据 w = 73{ 公 斤 )，w,= 86( 公 斤 ) 估 入 9) 式 . 在 考虑 $7， 


时 注意 到 ， 重 量 级 组 桨 手 体重 大 ， 下 沉 力 大 ， 固 然 会 增加 艇 浸没 
面积 ， 但 重量 级 组 的 艇 身 略 大 ， 上 浮力 大 ， 也 会 抵消 一 部 分 下 沉 力 ， 


减少 浸没 面积 ， 因 而 若 记 4= 过 , 则 4 将 非常 接近 于 1( 略 小 于 
1)， 这 时 (9 ) 式 化 为 


人 mn 


计算 表明 ， 只 要 0.975< 4<1, 就 能 以 两 位 有 效 数 字 保 证 


到 二 0.95 (11) 


i 


模型 检验 ”为 了 用 表 2 一 2 中 各 种 艇 的 平均 成 绩 检 验 (8 ) 式 ， 
设 1 与 4 的 关系 为 
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f= on (12) 
其 中 .8 为 待定 常数 . 或 写作 
iog i=% ‘+flogn (13) 
利用 最 小 -乘法 根据 所 给 数据 拟 合 上 式 ， 得 到 
! 一 了 .2 了 0 (14) 


可 以 看 出 (8) 式 与 这 个 结果 吻合 得 相当 好 .另外 ，(10 ) 或 (11) 式 
世 大 致 解释 了 八 人 艇 重量 级 组 的 成 绩 比 轻 量 纵 组 约 好 5% 的 现 
E 
评注 这 个 模型 建立 在 一 些 不 太 精 细 的 假设 的 基础 上 ， 因 为 
我 们 只 关心 各 种 艇 之 疗 的 相对 速度 ， 所 以 数学 工具 只 用 到 比例 方 
法 .用 这 种 方法 建 模 虽然 不 能 得 到 关于 艇 速 的 完整 的 表达 式 ， 侯 
是 对 于 我 们 的 建 模 目的 米 说 已 经 是 够 了 . 


2.4 动物 的 身长 和 体重 


四 是 动物 的 驱 十 的 长 度 { 不 含 头 尾 ) 与 它 的 体重 有 什么 关系 ， 
这 个 问题 有 一 定 的 实际 音义， 比如， 在 生猪 收购 站 或 屠宰 场 工 作 
的 人 们 ,往往 希望 能 从 生猪 的 身长 估计 出 它 的 体重 . 

动物 的 生理 构造 因 种 类 不 同 而 异 ， 如 果 陷入 对 生物 学 复杂 和 
理 结 构 的 研究 ， 将 很 难得 到 裤 吓 上 述 日 的 有 使 用 价值 的 模型 ， 这 
里 我 们 仅 在 二 分 粗 胎 的 假设 基础 上 ， 利 用 类 比方 法 ， 异 助力 学 的 
某 些 结果 ， 建 立 动物 身长 和 体重 向 的 比例 关系 [4 

把 四 足 动物 的 艇 干 看 作 圆 柱 体 ， 长度. 直径 a. 断面 面积 y， 
如 图 2 一 3 所 示 ， 将 这 种 圆柱 体 的 躯干 类 比 作 - 根 支撑 在 四 肢 上 
的 弹性 梁 ， 以 便利 用 弹性 力学 的 -- 些 研究 结果 . 

动物 在 自身 体重 f 和 作用 下 时 干 的 最 大 下 刁 度 4b , 即 梁 的 最 大 


了 了 


弯曲 ， 根 据 对 弹性 梁 的 研究 
pi £8 
oC 二 (1) 


因为 ox st, 所 以 


了 了 x 证 (2) | | | 
一 一 一 
5 是 动物 颈 干 的 相对 下 
垂 度 , 34 本 大 ,四 肢 将 无 法 图 2 一 3 四 足 动物 氢 干 示意 图 
支撑 ; 54 太 小 ,四肢 的 材料 和 尺寸 超过 了 支撑 躯干 的 需要 ， 无 
疑 是 一 种 浪费 因此 从 生物 学 的 角 座 可 以 假定 ， 经 过 长 期 进化 ， 
对 了 每 一 种 动物 而 言 p4 已 经 达到 其 最 合适 的 数值 ， 换 句 话说 ， 
B71 应 视 为 与 这 种 动物 的 尺 守 无 关 的 常数 ， 于 是 由 {2 ) 式 得 到 


已 cc 二 (3) 
得 从 xc sc ,1 以 (3 ) 式 代入 可 得 
fo (4) 


即 体重 与 肛 干 长 度 的 4 次 方 成 正比 . 这 样 ， 对 于 茶 一 种 四 是 动物 
比如 生猪 ， 在 根据 统计 数据 确定 出 上 述 比 例 系 数 以 后 ， 就 能 从 秘 
二 长 讼 估计 出 动物 的 体重 了 

评注 类 比 法 是 建 模 中 常用 的 -种 方法 .在 这 个 模型 中 和 将 动 
物 躯 干 类 比 作 阐 性 梁 实 属 一 个 大 胆 的 假设 ， 其 可 信 程 度 自然 应 该 
用 实际 数据 仔细 检验 . 但 是 这 种 充分 发 挥 想 象 力 ， 把 动 愧 躯干 
度 与 体重 的 关系 这 样 -个 看 来 无 从 下 和 手 的 问题 ,转化 为 已 经 有 确 
场 研究 成 果 的 弹性 染 在 自重 下 摘 曲 问题 的 作法 .是 值得 借 阁 的 

这 个 模型 和 2.3 节 划 艇 比赛 在 建 模 中 都 只 用 到 简单 的 比例 广 
法 ,这 是 由 我 们 的 建 模 目 的 及 静态 简 型 的 特性 决定 的 ， 
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2.5 实物 交换 


甲 有 面包 一 斤 . 乙 有 香肠 若干 . 二 人 共 进 车 餐 时 希望 相互 交 
换 一 部 分 ， 近 到 双方 福 章 的 结果 . 这 种 实物 变换 问题 可 以 出 现 
在 个 人 之 间或 国家 之 间 的 各 种 类 型 的 贸易 市 场 上 ， 显 然 ， 交 换 的 结 
果 取 决 于 双方 对 两 种 物品 的 偏爱 程 席 ， 而 偏爱 程度 很 难 给 出 确切 
的 定量 关系 ， 我 们 用 必 图 的 方法 对 双方 将 如 何 变换 实物 建立 一 个 
模型 (4. 

设 交 换 前 甲 占有 物品 半 的 数量 为 x , 乙 占 有 物品 了 的 数量 为 y, ， 
交换 后 甲 占 有 物品 和 了 的 数量 分 别 为 x 和 y. 于 是 乙 目 有 多、 了 的 
数量 为 x, 一 x 和 yo 一 y. 这 样 在 xDy 平面 直角 毕 标 系 上 ,长 方形 0 < 
x 和 0p 内 他 一 点 的 坐标 (x,y) 都 代表 了 一 种 交换 方 
案 . 

用 无 差别 曲线 描述 甲 对 物品 义 和 了 的 偏爱 程度 如果 占 有 
xi 数量 的 车 和 vy 数量 的 了 (图 2 一 4 中 的 pj, 点 ) 与 下 有 和 的 区 
和 户 的 fp 点 )， 对 甲 来 说 是 同样 满意 的 话 ， 称 六 和 疡 对 甲 是 


Te Ey 


同 2-4 甲 的 无 莽 别 电线 


ee 
r 


无 差别 的 或 者 说 p, 与 pi 相 比 ， 甲 愿意 以 了 的 减少 (y 一 y,) 换 取 
半 的 增加 (x 一 x1)， 所 有 与 pi.p; 具有 同样 满意 程度 的 点 组 成 一 
条 甲 的 无 差别 曲线 MN, 而 比 这 些 点 的 满意 程度 更 向 的 点 如 
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p(x) 则 位 -于 另 一 条 无 差别 曲线 MIN, 上 ,这 样 ， 甲 有 无 数 条 
无 差别 曲线 ， 不 妨 将 这 族 曲 线 记 作 
DG (1) 
c 称 满意 度 ， 随 着 c 的 增加 ， 曲 线 向 右上 方 移 动 ， 按照 常识 ， 
无 差别 曲线 应 是 单调 减 的 (x 增加 时 > 城 小 )、 下 凸 的 (本 节 最 后 
作 解 释 ) 和 互 不 相 变 的 (否则 交 后 处 有 不 同 的 满意 度 ). 
同样 ， 乙 对 物品 半 和 了 也 有 - 族 无 差别 曲线 ， 记 作 
gs{X, yp)= eC, (2)} 
不 管 无 差别 曲线 六 zg 是 否 有 解析 表 坟 式 ， 馈 个 人 都 可 模 据 对 两 种 
物品 的 偏爱 程度 用 曲线 表示 它们 ， 为 用 图 和 解 潜 确定 交换 方案 提 殿 
了 依据 ， 
为 得 到 双方 潢 意 的 交换 方案 ,将 双方 的 无 差别 曲线 族 曾 并 一 
起 . 图 2 一 5 中 甲 的 无 美 别 曲线 族 了 (x,y)}=ci 如 图 2 一 4, 而 忆 的 
无 差别 曲线 族 g(x,y)=c 原点 在 口 ” xz 了 轴 均 反问 ， 于 是 当 己 
的 满意 度 c, 增加 时 无 差别 曲线 向 左下 移动 .这 两 族 曲 线 的 切 点 连 
成 一 条 曲线 48B, 图 中 用 点 线 表示 ， 可 以 断言 ;双方 满意 的 交换 
方案 应 在 曲线 48 上 ，A 上 8 称 交 换 路 径 . 这 是 因为 ， 假 设 交换 在 


内 2 一 5 观 方 的 无 差别 曲线 和 灾 摘 路径 
4 召 以 外 的 基 一 点 2 进行， 车 通过 的 四 的 无 差别 曲线 与 48 
的 交点 为 p, 甲 对 p 和 p 人 的 满意 论 相 同 ， 而 乙 对 p 的 注意 度 高 于 
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了 “所 以 双方 满意 的 交换 不 可 能 在 p’ 进行 ， 

有 了 双方 的 无 差别 曲线 ， 交 换 方案 的 范围 可 从 整个 长 方形 缩 
小 为 一 条 曲线 48, 但 仍 不 能 确定 交换 究竟 应 在 曲线 48 上 的 哪 
一 点 进行 . 显然， 越 靠近 召 喘 甲 的 满意 度 越 高 而 乙 的 满意 度 越 低 ， 
靠近 4 端 则 反之 ， 要 想 把 交换 方案 确定 下 来 ， 需 要 双方 协商 或 者 
依据 双方 同意 的 某 种 准则 ， 和 如 壬 价 交 换 准 财 . 

等 价 交 换 准 则 是 指 ， 两 种 物品 用 同一 种 货币 衡量 其 价值 ， 进 
行 等 价 交 换 ， 不 姥 设 交换 前 甲 占有 的 z( 牧 品 邢 ) 与 已 占有 的 加 
(物品 了) 具有 相同 前 价 值 ，xo, yo 分别 相应 于 图 2 一 6 中 x 轴 、》 轴 
上 的 C.D 两 点 ,那么 在 直线 CD 上 的 点 进行 交换 ， 都 符合 等 价 


图 2-6 等 偷 交换 准则 确定 的 交换 方案 
交换 准则 (为什么? }， 最 后 ， 在 等 价 交 换 准 由 下 ， 双 方 满意 的 交 
换 方 案 必 是 CD 与 48B 的 交点 p. 

最 后 ， 对 无 差别 曲线 旦 下 ” 
同形 状 作 如 下 解释 : 当 人 们 占 
有 的 x 较 小 时 (p, 点 附近 )， 他 
宁愿 以 较 多 的 Ay 交换 较 少 的 >” 


Ax( 图 2 一 7)， 而 当 占 有 的 x a” 加 

较 天 时 (p, 点 附近 )， 就 要 用 较 人 加 
多 的 Ax 换取 较 少 的 Ay. 满足 ” 二 
这 种 特性 的 曲线 是 下 出 的 . 图 2 一 7 无 其 别 曲线 下 由 形状 的 解 绎 


评注 提出 无 差别 曲线 的 概念 是 用 图 形 方 法 建立 实物 交换 模 
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型 的 基础 ， 确 定 这 种 曲线 需要 收集 大 量 的 数据 ， 还 可 以 研究 曲线 
的 解析 表达 式 ， 在 4.6 节 我 们 将 用 微 积 分 工具 再 次 讨论 它 。 另 外 ， 
记录 双方 交换 的 物品 基 三 种 呢 . 可否 厚 出 无 差别 曲面 的 概念 ， 这 
时 交换 路 径 还 是 一 条 曲线 吗 ? 


2.6 核武 器 竞赛 

核 大 国 进行 核武 器 军备 旁 赛 时 ， 都 宣称 是 为 了 保山 自己 的 安 
全 ， 防 备 对 方 的 “ 核 讲 诈 "， 就 是 说 在 遭 到 第 一 次 核 攻击 后 要 保证 
有 足 侠 的 核武 器 能 保存 下 来 ， 以 便 给 对 方 以 致命 的 还 击 ， 在 这 场 
核 军备 竞赛 中 ， 飞 方 拥 有 的 核武 器 是 会 无 限 增长 呢 ， 还 是 存在 暂 
时 的 平衡 状态 .并 耳 ， 当 一 方 采 取 加 固 核 基地 、 发 展区 弹道 导 强 
等 弄 施 上 时， 平衡 状 态 会 发 生 什 么 变化 ? 这 里 介绍 -个 用 图 形 法 建 
这 的 模型 来 回答 这 些 问题 乌 ， 

设 甲 己 双 方 的 核武 器 数目 分 别 是 x 和 y, 为 了 叙述 方便 ，x,y 
均 视 为 实数 .从 甲 方 角度 看 ， 如 果 仅 当 拥有 的 核武 器 数 x 以 某 个 
确定 的 国 数 关系 超过 艺 方 的 核武 器 数 ”比如 > 大 7 ) 时 放 确 认 
自己 是 安全 的 ， 那 么 可 在 xOy 平面 直角 坐标 系 上 电 出 曲线 
x 二 f(y)( 图 2 一 8)， 称 甲 安全 线 ， 线 的 右 方 称 甲 安全 区 ， 即 对 区 
内 任 一 点 ptlx;})， 甲 , 乙 拥 有 的 核武 器 数 分 别 为 x,y, 甲 可 确保 
自己 的 安全 ， 显 然 ,， x=f(y) 是 一 条 单调 升 曲 线 . 它 在 x 轴 上 的 


个 证。 人 
图 2-8 双方 的 安全 线 、 安 全 区 利平 衡 点 
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截 中 xo 的 含意 是 ， 当 乙方 的 楼 武器 金 部 用 完 时 ， 申 方 只 要 有 zx 
就 可 给 乙方 致命 还 击 以 确保 自己 的 安全 ， 同样 ， 从 乙方 角度 看 ， 
也 有 乙 安 全 线 y= g(x ) 和 乙 安全 区 (如 图 ),， y=g(x】 也 应 该 是 单 
调 升 的 . 

如 果 两 条 安全 线 如 图 2 一 8 所 示 那 样 相 交 的 话 ， 妥 点 M(x,， 
yn ) 称 平衡 点 ，x 和 是 双方 部 确认 安全 条 件 下 分 别 插 有 的 最 少 
的 核武 器 数 有 日 ， 两 个 安全 区 的 公共 区 域 是 双方 安全 区 ， 也 是 核 军 
备 党 赛 的 稳定 区 域 . 

大 们 关注 的 是 这 样 的 稳定 区 域 是 否 存在 ， 某 此 战略 专家 认为 ， 
在 任 方 的 第 一 次 人 金 力 打击 不 能 毁 炎 对 方 全 部 核武 器 的 条 忻 上 ， 
应 该 存在 上 述 辣 闵 下 的 稳定 区 域 ， 建 立 这 个 模型 移 目 的 是 彼 证 明 ， 
在 这 个 条 件 下 两 条 安全 线 必 相 交 ， 从 而 存在 平衡 点 和 稳定 区 域 ， 

为 了 证 明 x=fty}) 和 y= g(x) 相 交 , 只 需 让 盟 对 于 任意 7> 10， 
二 jx 必 与 二 者 之 一 比如 x=f(y) 相 交 ， 乙方 的 全 力 打 击 椒 能 典 
刺 甲 方 金 部 核武 器 这 . -条 件 意 味 普 ， 若 乙方 核武 器 数 日 是 甲 方 的 > 
倍 即 ?= re, 则 不 论 > 多 大 ， 当 乙方 以 全 部 核武 器 袭击 息 对 ， 下 方 
每 枚 核武 器 保存 下 来 的 概率 Pr)>0. 于 是 甲 方 平均 能 保存 的 核 
武器 数目 为 plr). 而 根据 对 x 的 解释 ， 只 要 xp(r) x 中方 就 
可 确保 安全 . 记 x = xfr)， 则 在 乙方 拥有 核武 器 的 数目 > 倍 于 
甲 方 时 ， 中 方 只 需 拥 有 xx 就 
是 安全 的 . 根据 甲 安全 线 
x= 7) 的 定 艾 , x, 即 为 x= 
fy) 与 直线 y=rx 变 点 的 横 坐 
标 { 图 2-93)， 这 就 是 说 ，x = 
7 用 与 ?= tx 相交 . 

乙 安 全 线 ?= g(x) 也 有 同 “ 加 
样 的 性 质 ， 因 此 两 条 安全 线 必 本 2 -9 x=f0 Gy=rx 相交 
相交， 核 军备 竞赛 存在 平衡 点 和 稳定 区 域 . 

假如 甲 方 如 因 枝 基地 以 防御 效 击 ， 将 使 每 枚 核 蕊 器 保 在 下 来 


47 


| 
| 
| 
| 
| 
了 


mm 


的 购 率 p(7) 增 大 ,而 x 不 
变 ， 所 以 x= xyp(r) 将 减 小 ， 
即 甲 安 爹 线 x= 了 (jy) 向 无 移 
动 , 记 作 x=f{y)( 图 2 一 
中 的 虚线 )， 平 衡 点 由 变 
为 Mi. 


如 甲 方 及 发 展 反 弹道 导 
弹 保 卫 和 白 己 的 安全 ， 那么 乙 图 2 一 10 中 方 加 回 核 基 地 ,发展 反 
方 给 甲 方 以 毁 火 性 打击 的 最 暗道 绎 弹 时 平衡 点 的 移动 


小 核武 器 数 py 将 上 移 为 yo, 于 是 乙 安 全 线 上 称 为 y=g(x), 平 
衡 点 又 此 于 变 为 4;. 这 表明 核 军备 竞赛 将 升级 . 

评注 ”核武 器 竞赛 问题 初 看 起 来 似乎 与 数学 无 绿 ， 但 这 个 横 
型 利用 简 羊 的 图 形 方法 也 能 对 问题 进行 粗浅 的 分 析 ， 并 给 出 定性 的 
回答 ， 记 对 十 我 们 通过 数学 模型 研究 实际 对 象 无 疑 是 一 种 局 发 . 
此 外 ， 模 型 在 证 明 平 衡 点 和 稳定 区 域 存在 的 过 程 中 ， 把 战略 专家 给 
出 的 所 谓 -- 次 打击 不 能 毁灭 对 方 全 部 核武 器 的 条 件 ， 转 化 为 当 乙 
方 以 Fr 倍 于 四方 核武 器 的 数 曙 打 出 时 ， 甲 方 每 枚 核武 器 保存 的 概 
率 plr) 大 千夫 ， 从 而 利用 x 的 定 闵 得 出 x=f 了 (Gy) 与 v=rx 交点 的 
华 标 x,= XoAtr)， 这 种 用 数学 语言 描述 实际 条 件 的 作法 刀 是 
慎 得 借鉴 和 的， 实际 卡 甲 安全 线 x=f(y) 与 直线 y=rx 相交 
{r>0, 任意 )， 相当 于 要 求 x= 8 的 斜率 (应 视 为 反 曙 数 y= 
FAx) 的 斜率 ) 当 x 变 大 时 将 无 限 增加 ， 这 对 引出 了 新 间 题 :“ 安 
全 线 斜 率 无 限 增加 "该 怎样 翻译 成 核武 器 竞赛 的 语言 呢 ? 


2.7 传染 病 的 随机 感染 


人 群 中 有 病人 ( 带 藻 省 ) 和 健康 人 { 易 感 染 者 )}， 任 何 两 人 之 间 
的 接触 是 随机 的 ， 当 健康 人 与 病人 接触 时 健康 人 是 否 被 感染 也 是 
随机 的 .如 果 通 过 实际 数据 或 经 验 掌 担 了 这 些 随 机 上 砚 律 ， 那 么 起 
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祥 犀 让 平均 每 天 有 多 少 健康 入 被 感染 ， 这 种 估计 的 准确 性 有 多 
大 ? 

模型 假设 “我们 不 对 传染 病 的 感染 机 理 和 人 和 群 的 接触 状 襄 作 
具体 分 析 ， 而 提出 如 下 的 一 般 化 假设 : 

1. 人 和 群 只 分 病人 和 健康 人 两 类 ， 病 人 数 和 健康 人 数 分 别 记 为 ; 
和 ?9 总 数 n 不 变 ， 即 


ji 十 9 一 天 (1) 


2. 大 群 中 任何 二 大 的 接触 是 相互 独立 的 ， 具有 相同 概率 ， 每 
人 每 天 平均 与 m 人 接触 ， 

3. 当 健 康 人 与 一 病人 接触 时 ， 健 康 人 被 感染 的 概率 为 1. 

这 里 涉及 到 4 个 独立 参数 ni 六 ,和 ,其 中 gr 和 ;通常 是 知道 的 ,mm 
和 人 也 可 以 根据 数据 或 经 验 获 得 , 

模型 分 析 建 模 目的 是 寻找 健康 人 中 每 天 平均 被 感染 的 人 数 
与 已 知 参 数 n、im. ;的 关系 ， 为 此 显然 只 需 知道 -健康 人 (每 天 ) 
被 感染 的 概率 ， 而 健康 人 只 要 至 少 被 一 名 病人 接触 并 感染 ， 这 个 
健康 人 即 被 感染 ， 所 以 先 要 求 出 一 健康 人 被 一 名 指定 病人 接触 并 
感染 的 概率 ， 这 个 概率 可 由 一 健康 人 被 一 名 指定 病人 接触 的 概率 
乘 以 在 接触 时 感染 的 概率 得 到 . 

模型 构成 ” 记 假 设 2 中 任何 二 人 接触 的 概率 为 p, 这 就 是 一 健 
康 人 与 一 名 指定 病人 接 般 的 猎 率 . 由 两 两 接触 的 相互 独立 性 ,一 
健康 人 (每 天 ) 接 触 的 人 数 服 从 二 项 分 布 ， 根 据 假 设 2 这 个 分 布 的 
平均 值 是 m, 利用 二 :项 分 布 的 基本 性 质 并 注意 到 人 群 益 数 为 屿 我 
们 有 


m=(n—1p 
十 是 


(2) 
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再 记 一 健康 人 被 一 名 指定 病人 接触 并 感染 的 概率 为 pi, 则 由 
假设 3 及 (2 ) 式 得 
2m 
ni 


PI 三 筷 二 {3) 


为 了 求 出 健康 人 (每 天 ) 被 感染 的 概率 p,, 我 们 利用 概率 论 中 党 
用 的 计算 对 立 事件 概率 的 方法 得 


下 一 ] 


p11 (1 人 ) (4) 


健康 人 被 感染 的 人 数 也 服从 项 分 布 ， 其 平均 值 4, 即 健康 
人 每 大 平均 被 感染 人 数 ， 显 然 为 { 并 利用 (1 ) 式 ) 


H= p= (1 i)p; (5) 
均 方 靶 g 为 
oT pl —p;) = VpAl-p)(n—i) (6) 


为 了 得 到 简明 的 便于 解释 的 结果 ， 需 对 (4) 式 进行 简化 ， 因 
为 通常 n>> m,n>> 1, 取 (4) 式 右 端 展开 级 数 的 前 两 带 ， 


Ami 


. Armi ， 
D1 (7) 
最 后 得 到 
= Amiln ~ ). (8 
n 
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一 一 一 一 


o VE fim (9) 

Vo-ibe YN iln-i) 
(8 ) 式 给 出 了 健康 人 每 天 平均 被 感染 的 人 数 与 #4.i m4 的 关系 ， 
(9 ) 式 gn 可 看 作 对 平均 值 的 相对 误差 的 度量 ， 

模型 解释 由 (7) 式 可 以 看 出 , 健康 人 每 天 平均 被 感 沫 的 人 
数 4 ,与 人 群 中 每 人 每 天 平均 接触 的 人 人 数 六 以 及 接触 时 被 感染 的 
委 率 4 成 正比 ,并 且 随 着 人 群 总 数 5 增加 而 增加 ， 这 都 是 符合 常 
识 的 . 至 二 与 病人 数 ;的 关系 ，(7) 式 表明 当 很 小 或 很 大 [ 接 
近 站 时 六 都 很 小 ， 而 当 im 时 关 最 大 ， 这 个 结果 合理 吗 ? 请 
读者 解释 . 

为 了 使 读者 对 模型 (8) {9) 两 式 有 一 个 直观 的 了 解 ， 给 
出 几 组 数字 结果 ， 设 = 20, 4=0.1, 对 于 不 同 的 i 计算 yj 和 
ow 见 表 2 一 3. 


故 2 一 3 | 与 py. oh 的 计算 结果 


器 性 ia 


O.0198n 


To 


随 着 ;的 增加 , 二 增加 而 相对 误差 c 信 减少 ; 当 ; 国定 而 变 
大 时 ,oA 也 减 小 ， 比 如 当 ;==0.05n, n=10,000 时 能 以 95% 的 
程 信 区 间 ( 信 和 度 5% ) 给 出 ， 每 天 平均 被 感染 的 人 数 为 950, 相对 误 
差 约 为 士 6% 

评注 “这 个 模型 完全 建立 在 对 于 人 群 之 间 的 接触 、 感 染 这 样 
一 些 随 机 事件 的 概率 假设 的 基础 上 ， 虽 然 看 来 这 些 假 设 与 实际 情 
况 有 差异 ， 但 是 在 对 传染 病 的 感染 入 有 掌握 进步 的 规律 和 数据 
之 前 ， 只 能 作 最 初步 的 篇 化 假设 ， 以 达到 我 们 的 建 模 目 的 . 

这 个 模型 是 静态 的 ， 但 是 它 可 以 发 展 为 动态 模型 ， 这 只 需 将 


了 了 


健康 人 每 天 被 感染 的 人 数 加 到 病人 人 数 中 去， 同时 从 健康 人 人 数 
中 除去 他 们 就 行 了 (习题 5), 

这 个 模型 是 离散 的 4. 1 节 我 们 还 要 运用 微分 方程 方法 建立 
传染 病 传播 过 程 的 连续 、 动 态 模型 . 


2.8 传送 带 的 效率 


在 机 械 化 生产 车 闻 里 你 可 以 看 到 这 样 的 情景 ; 排列 整齐 的 工 
作 台 旁 工人 们 紧张 地 生产 同一 种 产品 ， 工 作 台 .上方 一 条 传 送 带 在 
庆 转 ， 草 二 设置 着 若干 多 子 ， 大 们 将 产品 挂 在 经 过 他 上 方 的 钓 
六 上 指 走 、 当 生产 进入 稳定 状态 后 ,每 个 工人 生产 出 一 件 产 品 所 
需 上 时 间 是 不 变 的 ， 面 他 皮 挂 产品 的 时 刻 却 是 随机 的 . 衡量 这 种 心 
送 带 的 效率 可 以 看 它 能 否 及 时 地 把 工人 人 们 生产 的 产品 带 走 ， 显然 
在 工人 数 日 不 变 的 情 训 下 传送 带 速度 越 快 . 带 上 和 钧 子 越 多 ,效率 
会 越 高 ， 我们 要 构造 -个 衡量 传送 带 效率 的 指标 ， 并 且 在 … 些 简 
化 假设 下 建立 一 个 模型 来 描述 这 个 指标 与 直人 数 日 、 多 子 数量 竺 
参数 的 关系 ， 

模型 分 析 为 了 用 传送 带 及 时 带 走 的 产品 数量 来 表示 传送 带 
的 效率 ， 在 下 人 们 生产 局 期 ( 即 生 产 一 件 产 品 的 时 间 ) 相 辐 的 情况 
下 ， 需 要 假设 工人 们 在 生产 出 … 件 产品 后 ,要么 恰好 有 空 钧 子 经 
过 他 的 工作 台 ， 使 他 可 以 将 产品 挂 上 带 走 ， 要 么 没有 空 钧 子 经 过 ， 
迫使 他 将 产品 放下 并 立即 投入 下 一 件 产品 的 生产 ,以 保持 整个 系 
统 周期 性 地 运转 . 

工人 人 们 的 生产 周期 虽然 相同 ， 但 是 由 -于 各 种 随机 因素 的 干扰 ， 
经 过 相当 长 时 间 后 ， 他 们 生产 完 一 件 产品 的 时 刻 就 不 会 一 臻 ， 可 
以 认为 是 随机 的 ， 并 且 在 -一 个 生产 局 期 内 任 一 时 刻 的 可 能 性 是 一 
样 的 . 

由 上 人 分析， 传送带 长 期 运转 的 效率 等 价 于 一 局 期 的 效率 ， 而 
-周期 的 效率 可 以 用 它 在 一 周期 内 能 带 走 的 产品 娄 与 一 周期 内 生 
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产 的 全 部 产品 数 之 比 米 描述 . 

为 了 将 问题 简化 到 能 用 初等 概率 方 攻 来 解 快 ， 我 们 做 出 如 下 
的 假设 ， 

模型 假设 

1. 有 于 个 工人 , 他们 的 生产 是 相互 独立 的 ,生产 周期 是 常数 ， 
nn 个 工作 台 均 与 排列 . 

2. 生产 已 进 人 稳 态 ， 即 每 个 工人 生产 出 一 件 产品 的 时 刻 在 一 周 
期 内 是 次 可 能 的 . 

3. 在 一 周期 内 有 产 个 钧 子 通 过 每 一 工作 台 上 方 ， 钧 子 均 名 
排列 ， 庆 这 第 一 个 工作 台 上 方 的 钧 子 都 是 空 的 . 

4. 每 个 工人 在 任何 时 刻 都 能 触 到 一 只 钧 子 ， 也 只 能 般 到 -只 
钩子 ， 于 是 在 他 生产 出 一 件 产品 的 瞬间 ， 如 果 他 能 触 依 的 那 只 钧 
子 是 空 的 ， 则 可 将 产品 挂 上 带 走 ; 如 果 那 只 钩子 非 空 ! 己 被 他 前 
面 的 工人 人 挂 人 了 产品 )， 则 他 只 能 将 这 件 产 品 放 在 地 上 ， 而 产 目 
" 旦 放 在 地 上 ,就 永远 退出 这 个 传送 系统 . 

模型 建立 ”将 传送带 效率 定义 为 … 周 期 内 带 走 的 产品 数 与 生 
产 的 全 部 产品 数 之 比 ， 记 作 D, 设 带 走 的 产品 数 为 s, 生产 的 全 育 
产品 数 显然 为 f, 于 是 =sy /An. 只 需求 出 了 就 行 了 . 

如 朵 从 工人 的 角度 考虑 ， 分 析 每 个 工人 能 将 自己 的 产品 挂 上 
钩子 的 概率 ， 那 么 这 概率 显然 与 工人 所 在 的 位 置 有 美 (如 第 1 个 
工人 一 定 可 以 挂 上 )， 这 样 就 使 问题 复杂 化 . 我 们 从 钩子 的 角度 
考虑， 在 稳 态 下 钩子 没有 次 序 ， 处 同等 的 地 位 ， 若 能 对 周期 
内 的 mr 只 和 钧 子 阔 出 每 只 钧 子 非 空 ( 即 挂 上 产品 ) 的 组 来 p, 则 
$= mp. 

得 到 pz 的 步 台 如 下 : ({ 均 对 一 周期 内 而 言 ) 

任 一 只 钩子 被 任 一 名 指定 的 工人 挂 上 产品 的 概率 是 1 /im; 


任 一 只 钩子 不 被 任 一 名 指定 的 工人 村 上 产品 的 概率 是 1 一 一 ; 


由 工人 生产 的 独立 性 ， 任 一 只 钩子 丰 被 所 有 中 个 工人 挂 上 产 
了 了 


各 的 烽 事 ， 即 任 -一 只 的 了 为 宰 多 的 要 刘 是 ( 1 - 二 ; 


任 -只 钩子 非 空 的 概率 是 p= 1 -人 - 工 ) | 
这 样 ， 传 送 带 效率 指标 为 
po- 吝 -各 |1-(1- 吉 】 {1) 
nn ni -i 
为 了 得 他 比较 简单 的 结果 ， 在 匆 子 数 m 相对 -工人 数 1 较 大 ， 即 


各 较 小 的 俏 涪 下 ,将 多 项 式 [1 一 十 】 展 并 后 只 取 前 三 项 


则 有 


户主 | (2) 


如 果 将 周期 办 未 带 走 的 产品 数 与 全 部 产品 数 之 比 记 作 瑟 ,再 俐 
定 nm 1, 则 


D=1~— E, B= 一 一 {3) 


当 z= 10, m= 40 时 , (3) 式 给 出 的 结果 为 D= 87.5%, (1 ) 式 得 
到 的 精确 结果 为 只 = 89.4%. 
评注 ”这 个 模型 是 在 理想 情况 下 得 到 的 ， 它 的 一 些 假 设 ， 如 
生产 周期 不 变 ， 挂 不 上 钩子 的 庆 品 退 击 传送 系统 汐 可 能 是 不 现实 
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的 . 但 是 模型 的 意义 在 于 ， 一 方面 利用 基本 合理 的 假设 将 问题 简 
化 到 能 够 建 模 的 程度 ， 并 用 很 简单 的 方法 得 到 结果 ， 另 一 方面 所 
得 的 简化 结果 (3 ) 式 具有 非常 简明 的 意义 : 指标 E=1~ DI 可 更 
解 为 相反 意义 的 “效率 ” ) 与 成 正比 , 与 m 成 反比 通常 工人 数 
目 是 固定 的 ， 一 周期 内 通过 的 铂 子 数 mm 增加 1 倍 ， 可 使 效率 ” 
E( 未 被 带 走 的 产品 数 与 全 部 产品 数 之 比 ) 降 低 1 局， 

另外 -- 种 通过 增加 钩子 数目 来 使 “效率 "降低 的 方法 请 见习 
题 6. 

可 题 


1. 学 核 共 1000 名 学 生 ，235 人 往 在 4 宿 人 省 ，333 人 人 住 在 8 宿 人 省 ，432 
大 住 在 己 宿 合 . 掌 生 和 们 要 组 织 一 个 10 人 的 委员 会 ， 试 用 下 列 办 法 分 配 各 宿 
会 的 委员 数 ， 

全 按 比 例 分 配 完 取 整 数 的 名 额 后 , 刺 下 的 名 额 按 惯例 分 给 小 数 部 分 较 
大 者 ， . 

起 2.1 节 中 的 台 值 方法 . 

多 d'Hondt 方 法 ; 将 4. 了 C 各 宿舍 的 人 数 用 1, 2, 3,… 正 整数 机 除 ， 
其 商 数 如 下 表 


4 | 235 U715 78.3 58.75 
B | 33 165 1 83.25 


C | 42 216 ] 科 108 86. 


Fa 


将 所 得 商 数 从 大 到 小 取 前 10 个 110 为 席位 数 )， 在 数字 下 标 以 横 线 ， 表 中 4. 
8, 忆 行 有 横 线 的 数 分 别 为 2. 3、5, 这 就 是 3 个 宿舍 分 配 的 席位 ,你 能 解释 这 
种 方法 的 道理 吗 ? 

如 时 委员会 从 10 人 增 至 15 人 ,分 配 名 额 如 何 改变 . 

2. 用 2.5 节 实物 交换 模型 中 介绍 的 无 盖 别 曲线 的 概念 ， 讨 论 雇 员 和 条 
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主 之 间 的 协议 关系 . 

下 以 肤 员 .天 的 工作 时 间 1 和 工资 w 分别 为 横 坐 标 和 驮 坐标 ， 苏 出 
雇员 无 差别 曲线 族 的 示意 出 ,解释 曲线 为 什么 是 你 画 的 那 种 形状 . 

名 如 杂 雇 证 村 计时 工资 ,对 不 同 的 工资 率 {单位 时 间 的 工资} 作出 计 
时 工资 线 厂 ,根据 雇员 的 无 差别 曲线 洗 和 舟 主 的 计时 工资 线 族 ， 讨 论 他 们 将 
在 起 样 的 -条 曲线 上 达成 协议 ， 

各 设 岩 员 和 民主 已 经 达成 了 一 个 协议 (工作 时 间 和 工资 w1)， 如 果 
典 主 想 使 廊 届 的 工作 叶 间 增加 到 2, 他 有 两 种 办 法 ,一 是 提高 计 叶 工资 率 ， 
在 协议 线 的 男 一 点 (Pa w3) 汪 成 新 多 协议 ， 另 -种 办 法 是 实行 超时 工资 制 
一 对 工时 4 仍 舍 原 计时 工资 ， 灶 工 时 一 4 付 给 更 商 的 超时 工资 ， 于 是 协议 
所 为 favm3)， 蕊 用 作 图 点 法 分 析 哪 种 办 法 对 雇主 更 有 利 臣 ， 

3. 在 2.6 节 核 式 器 竞赛 模 型 中 ， 如 果 甲 方 引进 多 弹头 导弹 (每 枚 导弹 莉 
装 上 六 个 阐 头 1， 平 衡 点 将 如 何 改变 . 如 果 乙 卢 也 引进 多 弹头 导弹 呢 ? 

4, 用 初等 概率 方法 计 论 随机 性 的 核武 器 竞赛 懂 型 . 设 方 的 每 枚 导 基 
被 对 方 一 要 导弹 上 而 中 的 概率 为 p, 攻击 是 相 于 独立 的 . 何 妆 一 方 以 金 部 学 弹 
攻 测 对 方 时 ， 对 方 平均 能 癸 存 多 少 枚 导 滋 .由 此 得 到 双方 的 安全 线 ， 讨 论 平 
衡 点 的 存在 性 . 

5, 将 2.7 节 的 传染 病 随机 感染 模型 从 静 坊 的 发 展 为 动态 的 ， 即 仍 利用 原 
来 的 假设 . 记 第 下 天 的 病 大 和 健 康 者 的 大 数 分 别 为 六 和 ss, 来 寺 或 54 的 平 
均值 . 

6. 在 2.8 节 传送 带 获 举 得 型 中 . 设 工 人 数 ”固定 不 变 .， 车 旭 提 高 传送 带 效 
订 万 , - -个 简单 的 少 法 是 增加 一 个 周期 内 通过 耳 作 台 的 物 了 数 mm, 其 他 条 件 
不 变 . 当 徇 子 数 增加 “- 借 ， 接 (3 ) 式 可 使 “效率 " 瑟 减少 - 倍 . 另 ` :种 兴 法 是 
在 原来 放置 一 具 蜀 子 的 地 方 废 兽 两 具 钧 子 ， 其 它 条 件 不 变 ， 于 是 每 个 工人 在 
任何 有 时刻 可 以 同时 直到 两 只 钩子 ， 只 要 其 中 有 一 只 基 空 的 ,他 就 可 以 韭 让 产 
品 ， 试 推导 这 种 情况 上 传送 带 的 效 素 公式 ， 从 数 虽 美 系 上 证 明 这 种 办 法 
比 第 一 种 办 社 好 . 

“7 了 7, 购物 了 村 你 注意 到 大 包装 商品 比 小 包装 商品 便宜 这 种 现象 了 蚂 ? 蔷 如 
蓝天 政党 60 克 装 的 每 点 0.96 元 ,1 了 0 克 装 的 每 支 2.15 元 ， 站 者 单位 重量 的 
价格 比 是 1.17 :1. 试用 比例 方法 构造 栈 测 解释 这 个 现象 . 

了 分 析 商 品 价 格 c 与 商 虹 重申 Ww 的 关系 . 价格 由 生产 成 本 ， 返 输 成 
本 和 和 包装 成 本 等 决定 ， 这 些 成 本 中 有 的 与 重 瓯 w 成 正比 ， 有 的 与 表面 陈 s 上 成 
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正比 ， 还 有 与 mw 无 关 的 罗素. 
多 写 出 单位 重 基价 格 c 与 * 的 关系 ,说 朋 w 越 大 c 越 小 . 
使 说明 单价 c 随 w 增加 而 下 降 的 速度 是 负 的， 其 实际 意义 是 


什么 14. 
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第 3 章 量 编 分 析 法 建 模 


量 纲 分 析 (Dimensional Analysis ) 是 20 性 纪 初 提出 的 在 物理 
领域 中 建立 数学 模型 的 一 种 方法 ， 它 在 经 验 和 实验 的 基础 上 利用 
物理 定律 的 量 纲 齐 次 原则 ， 确 定 各 物理 量 之 间 的 关系 本章 在 一 
个 例子 的 3| 早 下 先 介绍 重 岗 齐 次 原则 和 著名 的 Buckingham Pi 
定理 .然后 用 这 个 定理 计 论 两 个 物理 问题 的 建 模 方法 ( 一 个 属于 
力学 ， 一 个 丽 下 热学 )， 并 介绍 基 织 分 析 在 物理 模拟 中 的 应 用 ， 
节 后 给 出 一 种 简化 模型 的 方 六 一 一 无 甘 纲 化 . 

电 然 在 本 童 的 例子 中 会 遇 到 微分 方程 ， 定理 的 证 明 要 用 到 线 
性 代数 多 识 ， 但 是 这 里 我 们 并 不 是 去 建立 方程 ， 定 理 的 证 明 
亦 非 重点 ， 量 网 分 析 从 使 用 角度 看 仍然 是 初等 的 ， 


3.1 量 纲 齐 次 原则 


许多 物理 量 是 有 量 网 的 ， 有 些 物理 量 的 量 网 是 基本 的 ， 另 一 
些 物理 里 的 量 纲 则 可 以 由 基本 量 纲 根 据 其 定义 或 某 些 物理 定律 推 
导出 来 . 例如 在 研究 动力 学 问题 时 常 把 长 度 质量 m 和 了 时间: 的 
量 纲 作为 基本 其 纲 ， 记 以 相应 的 大 写字 峡 L, M 和 了 . 于 是 速 寄 ?， 
加 速度 a 的 量 编 可 以 按照 其 定 浆 分别 用 了 工 关 和 工 了 于 表 和 下， 力 了 上 
的 早 纲 则 应 根据 牛顿 第 二 定律 用 质量 和 加 速度 量 纲 的 乘积 LMT 


表示 ， 有 些 物 理 常 数 也 有 量 纲 ， 如 万 有 引力 定律 f =k 中 


的 引力 常数 天 由 = 二 可 知 其 量 网 应 从 力 /距离 : 和 质量 
m 的 量 纲 求 出 ， 为 LMTT， 。 MM =LM IT i, 通 带 ， 一 
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个 物理 量 9 的 车 网 记 作 41g] , 于 是 上 述 各 物理 量 的 量 岗 为 
[i]=L, [ng =M, [71] = 了 [po] = 三 了 5，[ 回 = 三 开 
[A = LMT™, (4 = ZaM-T-: 


对 于 无 是 岗 量 x, 我 们 记 [a] = 1{ 因 为 可 视 为 [a] = MM?*T?). 

用 数学 公式 表示 一 个 物理 定律 了 时， 等 号 两 端 必须 保持 量 纲 的 
一 致 ， 或 称 时 纲 齐 次 性 (Dimensional Homogeneity ). 量 纲 分 析 
就 是 利用 量 岗 齐 次 原由 来 寻求 物理 星之 间 的 关系 . 在 叙述 证 要 定 
理 之 前 让 我 们 先 看 一 个 例子 咏 . 

单 押运 动 ” 这 是 一 个 熟知 的 物理 现象 ， 质 量 为 m 的 小 球 系 在 
长 度 为 /的 线 的 … 端 ， 稍 仿 离 平衡 位 置 后 小 球 在 重力 mg 作用 下 (g 
为 重力 加 速度 ) 做 往复 所 动 ， 忽 略 阴 力求 摆动 周期 :的 表达 式 . 

在 这 个 问题 中 出 现 的 物理 量 有 1. m4, g, 设 它们 之 间 有 关系 
式 


t= Am"i Pg” (1) 


其 中 必 , oa. ys 是 待定 常数 ,2 是 无 量 纲 的 比例 系数 ， 取 (1 ) 式 的 
量 岗 表述 式 即 


[=[m] [8] 
将 [日 = 了 ,fd = 邓 ,[ 门 = 工 ,[ 引 = 工 了 代入 得 


T= ML?+®T (2) 
按照 量 纲 齐 次 原则 应 有 
a=0 
| Yi 十 a 一 0 (3) 
ai 


《3 ) 的 解 为 «= 人 0, ;二 1 之 ， 二 一 ] 之 ， 代 人 11 ) 式 得 


1 
1= 7 g {4) 


{4) 式 与 用 力学 规律 得 到 的 结果 是 一 致 的 . 

如 果 考 虑 得 更 精细 些 ， 周 期 :应 与 小 球 偏离 平衡 位 置 的 初始 
角度 有 关 ， 但 因 8 是 无 量 纲 量 ( 亚 度 )， 所 以 它 的 影响 反 陕 在 
系数 2 内， 如 为 (8) 事实 上 (9) 是 以 0 为 参量 的 第 -类 椭 涡 
积分 ， 当 上 很 小 时 它 的 值 近似 于 27. 

为 了 导出 量 网 分 析 建 模 的 一 般 方 法 ， 将 这 个 例子 中 各 个 变量 
之 间 的 关系 写作 

Flt mg)=0 (5) 
进而 假设 (5 ) 式 形 如 


mmlig en (6) 


其 中 y, 一 yy 是 待定 常数 ,7 是 无 量 岗 常数 ,将 i, 六 .上 的 量 纲 用 
基本 量 纲 IL, MY ,了 表示 为 


{ [4 = LAT 


[m= LM'T 


(7) 

| [= LNT 
[人 一 了 18707 

则 (6 ) 的 量 纲 表达 式 可 写作 (注意 到 [x] = MT ) 


CIMTI YM TO YALA YALL MT Y= LMT 
60 


即 


了 4 了 0 34 一 了 了 0707T0 


量 岗 齐 次 原则 给 出 
{+=0 
| P= (8) 
Pi~ 2y4=0 
此 方程 组 有 一 个 基本 解 
y= {yp pu p57) =(2,0, —1,1)7 (9) 
代 回 (6 ) 式 得 
tig=n (10) 
而 {5 ) 式 等 价 于 
F(x)=0 (11) 


(10)、{11 ) 两 式 就 是 用 其 钢 齐 次 原则 从 (5 ) 式 得 到 的 结果 . 前 面 
给 出 的 (4 ) 式 只 是 它 的 特殊 表达 形式 . 

把 从 (5) 忒 到 (11) 式 的 推导 过 程 … 般 化 ， 就 是 苹 和 名 的 
Buckingham Pi 定理 鸣 . 

定理 ” 设 有 mm 个 物理 量 gg, …, 


fq) =0 (12) 


是 与 量 纲 单 位 的 选取 无 关 的 物理 定律 和， 六 ,, …, 半 , 是 基本 量 
网 ，z 所 六 .gg 9 的 量 纲 可 表 为 


*) 攻 网 单 谷 指 米 ， 蛮 米 成 克 ， 了 村 殉 竺 等， 详 见 3.6 池 ， 
6 


[8 = X= 1,2,.…,m (13) 
i=1 


矩阵 4 = { a》 称 量 纲 短 阵 ， 若 4 的 区 


Rank A=r (14) 
设 线 性 齐 次 方程 组 (y 是 m 维 向 量 ) 
Ay=0 (15) 
的 m 一 ?个 基本 解 为 
p= as Yn rs pom) ss = 1, 2 Hr (16) 
则 
ro (17) 


为 mm 一 F 个 相 王 独 订 的 无 响 典 其， 及 


Fa rr, Rs)=0 (18}) 


与 (12 ) 式 等 价 , 下 表示 一 个 未 定 的 函数 关系 ， 

这 里 只 证 明定 理 结 论 的 前 半 部 分 ， 即 Kx, 是 m 一 r 个 相互 独立 
的 无 量 纲 量 . 后 半 部 分 , 即 (17)，(18 ) 与 (12 ) 式 等 价 性 移 证 明 见 
3.6 节 . 

取 (17 ) 的 量 纲 表达 式 并 将 (13) 代 人 得 


丙 


Wd 5 " i Ps 
[|] (了 = 了 TI 过 TY 1 2,. ,mr (19) 
j=1 ‘i=1 i= 1 


由 (151、(16) 式 知 
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Yays=0, i=],2..… ,$=],2,. ,Wm—r 


J=| 


代 人 (19 ) 武 得 
[zj =T] X=1,5=1,2,. ,mr (20 ) 


即 r. 是 无 量 纲 量 ， 又 根据 线性 代数 基本 定理 ， 册 (14) 式 知 
7(05= 1 2, …，, 户 -~ 门 相 下 独立 ， 帮 x, 是 相互 独立 的 无 量 纲 量 . 


3.2 航船 的 阻力 


长 上 吃水 深 床 天 的 船 以 速度 > 航行 ， 若 本 落 虑 风 的 影响 ， 那 
么 航船 受 的 陆 力 了 除 依赖 于 船 的 诸 变 量 上 Ap 以 外 ， 还 与 水 的 参 
数 一 一 密度 p, 粘性 系数 4, 以 及 重力 加 速度 8 有 关 . 下 面 用 量 纲 分 
析 方 洁 确 定 阻 力 f 和 这 些 物理 量 之 间 的 关系 . 

我 们 按照 Pi 定理 中 (12) ~ (18 ) 式 的 步 难 进行 . 

1. 航船 问题 中 浪 及 的 物理 量 有 : 阻力 f ,船长 1, 吃水 深 座 忆 ， 
束 认 5, 水 的 密度 p, 水 的 粘性 系数 4, 重力 加 速度 g, 要 寻求 的 其 
系 式 记 作 


POL hv pH 8)=0 (1) 


2. 这 是 一 个 力学 问题 ， 基 本 量 纲 选 为 L、M、T. 上 述 各 物理 
量 的 量 纲 表 为 


Lf]=LMT™ 
[=L 


[可 = 


在 了 


1p] = 工 -4 {2) 


其 中 的 车 纲 由 基本 关系 p= 得 到 ， 这 里 疡 是 让 强 (单位 
面积 受 的 力 )， 所 以 fp] LMT-* 上 L ?= 上 LMT 2 是 流速 ，x 


是 尺度 ， 所 | 全 |-27 元 一 了 并 且 有 n=3<m= 7. 


EX 
3. 由 (2 ) 阐 即 可 写 出 其 纲 算 阵 
1 1 1 1 -3 -1 171{.) 


-| 1000 1 1 0.xM) 0) 


[I-20 0 -1 0 -1 -2 了 (7) 

FF) DD (a) 0) (p) ln) (8) 

并 HH 计算 

Rank 4=3(=r) (4) 


4， 解 齐 次 方程 


Ay=0 (5) 


方程 (5) 有 mr=7 一 3=4 个 柯 本 解 ， 吕 取 为 
[= ] -1 0 0 0 oF 


04 


| 10 -200 417 


p=0 10 1 1 -10Y "6) 
0 -20 -2 -10 0) 
5, (6) 式 给 出 4 个 相互 独立 的 无 量 纲 其 
t= 
| R= 
| 本 和 Pi (7) 
ma= fp 2p! 
而 (1) 式 与 
Ps Ts Kys mg) = 0 (8) 


等 价 ， 中 是 未 定 的 阔 数 . {7)，、(8 ) 两 式 表达 了 航船 问题 中 各 物理 
量 间 的 金 部 关系 . 

6. 为 得 到 阻力 站 的 显 式 表达 式 ， 由 (8) 及 (7 ) 中 的 式 子 可 
写 出 


f= ppl Ras Ta) (9) 
其 中 风 表示 一 个 未 定 函 数 . 在 流体 力学 中 无 量 纲 量 J 
gs 
{=x 中) 称 Froude 数 ，x 称 
Reynold 数 ， 分 别 记 作 
Fr= ,Re= -2 {10) 


则 (9 ) 式 又 表示 为 
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/evpy( 寺 Fr, ge) (11)} 


(11) 式 就 是 用 量 纲 分 析 方 法 确定 的 航 舱 阻力 与 各 物理 量 之 
间 的 关系 ， 这 个 结果 用 通常 的 机 理 分 析 是 难以 得 到 的 .虽然 这 里 
鸭 数 区 的 形式 无 从 知道 ， 但 是 在 3.4 节 将 会 看 到 这 个 表 运 式 在 物 
理 模拟 中 的 骨 途 . 


3.3 点 热源 的 热 扩散 


观察 集中 在 一 点 的 县 时 热源 在 无 穷 空间 引起 的 热 扩 散 ， 设 
[一 和 时 在 坐标 原 虑 7 一 0 有 一 热量 为 e 的 贱 时 热 凑 ， 在 热量 疝 无 
宅 空间 扩散 的 过 程 中 ， 空 间 企 一 点 的 得 庭 2 是 时 肇 上 和 该 点 与 原 
点 的 径 向 距离 的 牙 数 ， 与 热 扩散 过 程 有 关 的 参数 有 ,空间 介质 的 
体积 比 热 ct 单位 体积 的 介质 温度 升 高 1 度 所 需 的 热量 }， 介 质 的 
扩散 系数 万 及 热量 e. 于 是 可 将 温度 国 数 表示 为 u(r, 1 es, ck)】. 
在 这 个 过 程 中 我 们 还 假定 介质 的 初始 温度 为 零 [9, 

为 了 利用 Pi 定理 寻求 温度 冯 数 关系 ， 更 一 - 艇 地 将 上 面 各 物 
理 量 间 的 表达 式 写 作 


fwrnitse ck}=0 (1) 


在 热学 问题 中 基本 量 纲 除 工 _M. 7 外 ， 还 应 加 上 温度 量 纲 ， 记 作 
9. 各 物理 量 用 这 4 个 基本 量 岗 表示 为 


[x]=@ 
{rl=£ 
[4=T 
[el = LMT"? (热量 e 与 功 的 昌 网 相同 ， 而 功 是 力 与 距离 的 . 
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乘积 ) 


[=L MT 2 (由 体积 比 热 c 的 定义 和 热量 的 量 纲 可 直 


接 得 到 ) 


[ 怠 = 工 4 了 8 ' {扩散 系数 k 由 gq= -ke 


定义 ,，g 是 


单位 时 间 通 过 单位 面积 的 热量 ,请 读者 出 


此 导出 大 的 量 纲 ) 
于 是 量 岗 年 阵 为 
-0 10 2 -11 
000 1 1 1 
A= | 00 1-2-2-3 
ooo ci 


GD (e) {ce} (KE) 


(LL) 
(CM ) 
(7T) 
(9 1) 


Rank 4 = 4, 方程 47=0 有 6--4=2 个 基本 解 ， 可 取 为 


Ji=t0 2 -1 0 1 -1) 
0 0 -3 2 1 3) 
由 此 可 以 得 到 2 个 相 五 独立 的 无 量 纲 量 


『 = Piek2i 


R= ut ek’ 


Fra, )}=0 


(2) 


(3) 


(4) 


G7 


与 (1 ) 式 等 价 . 
为 了 得 到 温度 函数 并 与 已 知 结果 比较 ， 由 (3)、(4) 式 可 以 
写 出 


Emi i 
4= 一 {art) :a( pm ) (5) 


其 中 8 是 某 个 未 定 的 落 数 . (5 ) 式 即 用 量 纲 分 析 方 法 得 到 的 温度 
晴 数 表达 式 . 为 一 方面 ,瞬时 点 源 的 热 扩散 过 程 可 以 用 热传导 方程 


i | 党 

了 TE 

UH 二 一 一 一 eE dt ,d= (6) 
© (去 ) 


比较 (5) 式 与 (6 ) 式 可 以 知道 量 网 分 析 方 法 在 建立 物理 阿 题 的 数 
学 模型 中 所 起 的 作用 ,以 及 能 解决 问题 的 程度 ( 警 如 (5 ) 式 中 隧 数 
8 的 形式 无 法 用 量 纲 分 析 方法 确定 ). 

基本 量 岗 的 选取 并 不 是 唯一 的 ， 采用 合适 的 基本 量 纲 可 以 简 
化 问题 的 求解 。 璧 如 对 上 述 热 扩散 癌 题 可 以 用 热 黄 其 纲 EE 代替 质 
量 量 纲 好 , 即 基 本 是 岗 选 为 B , 工 .了 ,五 , 这 样 和 物理量 的 量 纲 表 
达 式 和 莉 纲 矩阵 为 


[qd=e 

外 一 工 

[4=T 

[el=E 

[oj 一 电工 -下 

[=67'L- TIE 
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10 0 0 -1 一 ! (9 ) 


0 1 0 0 -3 一 ! (了 ) 
A= 0 0 1 0 0 一 1 (T) 
0 0 0 1 1 1 _ (EFE) 


(xu) (rt {fe) Le) (KF) 


由 于 矩阵 4 的 前 4 列 构成 单位 阵 ， 简 化 了 方程 4y=0 的 求解， 
解 的 结果 当然 与 (5 ) 式 一 致 (请 读者 练习 ). 

评注 从 3,2 和 3.3 节 的 两 个 例子 可 以 看 出， 基 岗 分 析 方法 
在 建立 物理 问题 的 数学 模型 中 能 够 得 到 一 些 重 要 和 的、 有 用 的 结果 ， 
但 是 也 有 较 大 的 局 限 性 ,在 应 用 和 评价 这 个 方 准时 以 下 如 点 值得 
注意 . 

1. 正确 确定 各 物理 量 ” 夯 对 一 个 实际 问题 将 哪些 物理 量 包括 
在 量 鸯 分 析 的 基本 鞠 系 式 /(。， )=0 中 ,对 所 得 结 末 的 合理 性 古 
至 关 重 要 的 . 对 于 3.2 节 航 船 问题 ， 如 果 在 (1) 式 中 忽略 了 水 的 密 
床 或 粘性 系数 护 则 不 可 能 得 到 正确 的 结果 ， 各 物理 车 的 确定 
主要 靠 经 验 和 物理 知识 ， 无 法 绝对 保证 所 得 结 米 是 正确 或 有 用 
的 . 

2. 合理 选取 基本 量 岗 ”基本 量 网 选 少 了 ， 无 法 表示 各 物理 量 ， 
当然 不 行 ; 选 多 了 也 会 使 问题 复杂 化 ， 如 本 市 若 选 L, M 、 了 .日 、 
已 5 个 基本 量 岗 ， 则 它们 之 问 的 相关 性 使 Rank 4 不 变 , 但 方程 
求解 变 复杂 了 . 另 一 方面 ， 针 对 具体 问题 作出 合适 的 选择 可 使 问 
题 简化 ， 和 如 本 此 用 瑟 代 杰 MM. 在 - 艇 情况 下 力学 定律 选取 LL、 呆 、 
工 即 可 ,热学 问题 加 上 8 ,电学 问题 加 上 电 革 量 岗 对 

3. 恰当 构造 基本 解 线性 齐 次 方程 组 的 基本 解 可 以 有 许 
多 不 同 的 梅 造 方 法 ， 虽 然 基本 解 组 能 够 相互 线性 表 出 , 但 
是 为 了 特定 的 建 模 目 的 众 当 地 构造 基本 解 ， 能 够 更 直线 地 得 到 
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我 们 所 期 望 的 结果 ,如 本 节 若 构造 异 于 (2 ) 式 的 为 一 组 基本 解 ， 
则 不 能 直接 得 到 {5 ) 式 ， 而 需要 作 必 要 的 线性 组 台 ， 读 者 不 妨 做 
些 练习 ， 

4, 结果 的 效用 和 局 限 性 量 网 齐 次 原则 和 了 Pi 定理 是 共有 葛 
和 示意 闪 的 又 是 相当 初等 的 方法 ， 它 不 需要 非常 专门 的 物理 知识 
高 等 的 数学 方法 ， 就 可 以 得 到 用 其 他 方法 难以 得 到 的 结果 ， 如 3.2 
节 的 (11) 式 ， 或 类 似 于 用 其 他 复杂 方法 得 到 的 结果 ， 如 本 节 的 (5 ) 
式 . 一 般 地 说 ， 从 末 知 定律 f(g 9，…: gm)=0 到 用 量 岗 分 析 方 
法 得 到 的 等 价 形式 Fr zw … ,ew_,)=00, 不 仪 物理 量 个 数 减少 了 
个， 而且 原 始 物 理 量 q, gq,, …, gq, 组 合成 了 -… 些 有 用 的 无 量 纲 
量 zw, Rs, …, Rm_ ,在 以 下 两 节 中 我 们 要 进一步 讨论 它们 的 用 途 . 
另 一 方面 用 这 个 方法 得 到 的 结果 是 有 局 限 的 ,“ 不 彻底 ”的 . 
F( ，)=0 中 仍然 包含 着 一 些 未 定 函 数 和 常数 {无 量 纲 量 )， 诸 如 
物理 定律 中 经 常 出 现 的 三 角 国 数 sin( ， )， 指数 函数 exp(， ) 涉 
可 能 用 量 编 分 析 靶 得 到 ， 因 为 这 些 因 数 的 自 变 量 和 国 数值 都 是 无 
量 纲 的 . 


3.4 物理 模拟 中 的 比例 模型 


我 们 在 1.1 节 曾 介绍 过 物理 模型 ， 它 是 在 实验 室 条 件 下 按照 
缩小 了 的 比例 尺寸 构造 的 ， 间 的 是 很 据 相 应 的 比例 米 研 究 原型 的 
某 些 性 质 ， 量 纲 分 析 的 结果 可 以 指导 这 种 比例 关系 的 确定 所” 六， 

先 以 3.1 区 提 到 的 单 摆 运 动 为 例 . 已 经 得 到 模型 中 摆动 周期 
与 摆 长 7 的 关系 为 (3.1 节 (4) 式 ) 


:41/1 (1) 
号 


车 记 原 型 中 相应 的 各 个 物理 量 为 上 ^ 上 g 因为 寺 是 无 量 纲 量 ， 
在 模型 与 原型 中 不 变 ， 又 显然 有 8=& 所 以 由 (1 ) 式 立即 得 到 


?0 


i” 
: yi (2) 


这 样 ， 和 如 果 模 型 楼 的 尺寸 按照 所 长 比例 1 “=1 :4 设计 制造 ， 
那么 测定 了 模型 摆 的 周期 1 以后， 就 可 到 知 道 原型 摆 的 局 期 为 z 
=21. 

可 以 看 出 ， 这 里 主要 用 了 无 量 岗 量 在 模型 和 原型 中 保持 不 变 
的 性 质 . 下 面 利用 3.2 节 航 船 问 题 的 结果 讨论 怎样 构造 航船 模型 ， 
以 确定 原型 航船 在 海洋 中 受 的 阻力 . 

Fae.p 和 和 分别 
记 禹 型 和 原型 中 的 名 物 青 且 ，Hi 3.2 节 的 (10)、(11) 式 ， 


， 1 { V itp 
了 一 和 入 ( + 7 一 3 ) (3) 
全 VN 此 
’ 7 1 
/ny( 坟 一 一 op )% 
vi'g 
当 无 量 纲 量 
! _i Li p” ivp _ lv’p 
天 R vig vi'g’ 天 
(S) 


在 型 航船 的 陆 力 广 可 电 模 型 般 的 枉 力 了 及 其 它 丰 其 量 算出 ， 
”i 


考察 (5 ) 式 成 立 的 条 件 ， 如 果 在 模拟 实验 中 用 与 每 水 有 相间 
窗 府 和 粘性 系数 的 水 , 即 p=p “4 = 上 4 '， 交 因为 显然 有 8= 
g 所 以 (5 ) 式 将 变 为 


[人 
六 (7) 


而 要 (7 ) 式 成 立 必须 有 1=1 有 = 和， 则 制 造 和 原型 一 样 太 的 模 
型 船 ， 这 显然 排除 了 物理 模拟 的 可 能 . 

如 果 考 虑 改变 卉 氢 实 验 所 用 被 体 的 粘性 系数 4“ 仍 设 p= 
Pp 由 (5 ) 式 为 


= = 7 ， 2 EE, {8) 


i! 
了 了 


{8) 的 第 1 式 容 易 在 构 模 时 实现 ， 而 此 (8) 的 第 2. 3 式 成 立 必须 
有 


rr 


3 


HH 
假若 我 们 构造 比例 尺寸 为 1:1 “=1:20 的 模 卉 ， 则 由 (9) 式 应 访 
使 = 二 0.0114 和 技术 上 很 难得 到 如 此 小 的 粘性 系数 的 液体 供 模 
所 实验 所 用 

实际 上 的 一 种 近似 处 理 方 法 是 ,在 一 定 条 件 下 Re 数 的 影响 
很 小 Re= Pap, 见 3.2 节 的 (10) 式 )， 将 其 忽略 后 (3 ) 式 近似 为 


/evpy(L, Te ) (10) 


其 中 粘性 系数 没有 了 . 类似 的 分 析 不 难得 到 
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1 
7 -(F) 
王 是 知道 了 模型 船 的 阻力 了 就 很 容易 确定 原型 航船 的 阻 石上 了 . 


3.5 无 量 纲 化 ”抛射 问题 


我 们 不 拟 对 无 量 纲 化 方法 作 一 般 向 述 ， 而 是 通过 一 个 例子 介 
绍 这 种 方 裤 如 何 用 来 对 模型 进行 简化 (到 59， 

抛射 问题 在 星球 表面 以 初速 竖 直 向 上 发 射 火 篇 记 星 球 
半径 为 r, 星球 表面 重力 加 速度 为 8g, 忽略 阻力 ,讨论 发 射 高 度 x 
随时 间 # 的 变化 规律 . 

设 x 轴 竖 直 向 上 ,在 发 射 时 刻 :=0 火箭 高 度 x= 和 (星球 表 
面 )， 炎 箭 和 星球 的 质量 分 别 记 作 rm 和 mm, 则 由 牛顿 第 - -定律 和 
万 有 引力 定律 可 得 


mr (1) 


etry 


以 x=0 时 X= 一 g 代入 (1 ) 式 , 并 社 意 到 初始 条 件 ， 抛 射 问题 满 
是 如 下 方程 . 


| (2) 


+ )】 鸭 使 结果 更 一 般 化 ， 这 里 取 星 球 表 面 而 不 是 地 球 喜 面 . 


(2 ) 的 解 可 以 表示 为 
X=x(t;r, tg) (3) 


即 发 射 高 度 x 是 以 rv、g 为 参数 的 时 间 :的 国 数 ， 本 节 的 目的 不 是 
研究 这 个 函数 的 具体 形式 (可 以 通过 求解 方程 (2 ) 直 接 得 到 )， 而 
是 讨论 用 雹 量 岗 化 方法 简化 它 的 途径 . 

(3 ) 式 包含 3 个 独立 参数 rt、g, 由 (3) 式 得 到 的 进一步 的 结 
果 ， 如 火箭 到 达 最 高 点 的 时 间 上 = 引 :-。 必定 是 这 3 个 参数 的 国 
数 二 = pr 8)， 如 果 方 程 (2 ) 变 得 稍微 复杂 以 致 必须 用 数值 法 
求解 时 ， 对 不 同 的 参数 r,v、 g, tu 的 数值 就 此 用 3 维 表格 给 出 . 
下 无 量 纲 化 的 方法 可 以 减少 独立 参数 的 个 数 ， 述 到 简化 模型 的 
上 月 的 ， 

以 长 度 和 时 间 量 鸯 工 . 了 为 基本 量 网 ， 问 题 中 的 变 荐 <, ! 和 
参数 ~: .8 的 量 网 表 过 式 为 


[x =, [d=7T,1r=L,{:]=LT,[g]=LT™? 


所 谓 无 量 纲 化 是 指 ， 对 于 变量 x 和 1 分 别 构造 具有 相同 车 纲 的 参 
数组 合 x, 和 ,使 新 变量 


为 无 量 网 量 . x 称 特征 长 度 ，t 称 特征 时 间 ， 统 称 特 征 尺度 
(Characteristic Scales ) 或 参考 尺度 ， 利 用 新 变量 x 和 上 +, 表达 式 (3 ) 
可 以 简化 . 

特征 尺度 x 和 + 由 参数 关切 g 构 成 ， 并 应 与 工 和 上 有 相同 的 
量 纲 , 即 [x] = 工 ; [1] = 工 . 这 样 的 x,. 和 + 有 多 种 构造 方法 ， 下 面 
举 出 儿 种 ， 

1. 令 度 = 4=mw 7 则 x =x/ =Arv7 利用 求 导数 规则 
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可 以 算出 


元 对 f 的 导数 以 下 简 记 作 X 和 ,方程 (2) 在 新 变量 (无 量 纲 县 ] 元 
7 下 的 表达 式 为 


(4) 


(4 ) 的 解 可 表示 为 


xX=x(1t;,8) (5) 
它 只 含 一 


独立 参数 6, 不 难 监 证 。 是 无 量 岗 量 ， 原 方程 的 解 

X 一 Xp， We 个 参数 以 无 量 纲 组 合 形式 :出 现在 表述 式 

(5 } 中 ,简化 了 原来 的 结果 . 
2, 


产 &=V pg '， 类 似 地 计算 可 将 方程 (2 ) 化 为 


x(0)=0 (6) 


x(0)=Ve ,e= 喜 
解 的 表达 式 仍 为 (5 ) 式 . 
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3. 令 芝 =pg =te 方程 (2 化 为 


= ! v 
(+ re 
x(0)=0 (7) 
x(0)=1 
解 的 表达 式 也 是 (5 ) 式 . 


还 可 以 构造 其 他 形式 的 特征 尺度 x. 和 1., 得 到 其 他 形式 的 方 
程 . 以 上 3 种 构造 特征 尺度 的 方法 虽然 在 把 方程 (2 ) 的 和 解 (3 ) 式 简 
化 为 (5 ) 式 这 一 点 上 是 共同 的 , 供 是 进一步 分 析 发 现 ， 它们 之 间 
仍 有 重 旨 差别 . 

我 们 知道 ， 按 照 今天 的 技术 ， 在 地 球 表面 发 射 火 入 时， 初速 * 
将 注 足 


P< Vg -V6370x 10 x9.8 二 8000( 米 / 黎 ) 


所 以 必然 有 =rg << 1 既然 如 此 之 小 ,能 不 能 在 方程 (4)、 
(6).(7) 中 会 奔 以 z 为 因子 的 项 ， 从 而 得 到 方程 的 近似 解 呢 ? 让 我 
们 和 看 看 这 样 估 有 什么 问题 . 

如 时 在 方程 (4 ) 中 令 2=0, 则 (4) 变 为 


3 
x+1y 
(8 ) 式 显然 无 解 ， 所 以 不 能 在 方程 (4 } 中 使 痉 含 8 的 项 . 
如 上 果 在 方程 (56) 中 令 c=0, 则 (6) 变 为 


=0, Xx(0)=0, x(0)=1 (8) 


i 0)=0, x(0)=0 (9) 


X= 二 一 


0 


(9 ) 的 解 显然 满足 gf) < 0(r> 0)， 而 原 方程 (2) 的 解 x(1) 之 0, 所 
以 不 能 从 解 方程 (6 ) 得 到 原 方程 的 近似 解 ， 即 不 能 在 (6 ) 中 舍弃 含 6 
的 项 . 
如 果 在 方程 (7) 中 令 s= 0, 则 (7) 变 为 
X= 1,x(0)=0, x(0)=1 (10) 


《10) 的 解 显然 为 


tf (11) 


代 回 原 变 量 x 和 1, (11 ) 式 等 价 于 


不 准 看 出 ， 如 果 在 原 拖 射 间 题 中 假定 : 火 第 发 射 过 程 中 所 受 显 球 
引力 mg 不 变 ， 那么 微分 方程 为 


x(0)=0 {13) 
xX(0)}=5 
(12) 式 正 是 方程 (13 ) 的 解 . 而 将 (13) 与 原 方程 (2 ) 对 比 ， 因 为 发 
射 高 度 x<< mm 所 以 (13) 是 (2 ) 的 近似 方程 .这 就 说 明 可 以 在 方程 
(7) 中 舍弃 含 : 的 项 ， 得 到 近似 解 . 
第 3 种 构造 特征 尺度 x. 和 的 方法 之 所 以 能 能 忽略 含 : 的 项 ， 
成 功 地 得 到 原 问 题 的 近似 解 的 原因 在 于 x 和 + 的 太 小 选 得 合适 . 
从 物 理学 容易 知道 ， 当 初速 6 较 小 时 (相对 于 Yj。)， 火 箭 在 定 
常 引 力 mg 和 作用 下 到 述 最 高 点 的 时 间 为 vvg, 能 达到 的 谣 上 高 距离 
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为 Beg, 所 以 选手 上 =58 和 x=tg- 与 1 和 xY 的 大 小 相当 . 
这 样 ， 无 芋 纲 景 1 = 和 x 一 x/x, 大 体 上 只 有 单位 尺度 (读者 可 
以 计算 x， XxX; 可 知 它 们 大 体 上 也 其 有 单位 尺度 )， 卫 是 在 fr x、x. 
x 纽 成 的 新 方程 中 ,含有 因子 * ( << 1 的 项 相对 于 不 含 = 的 项 而 
言 ， 就 中 以 舍 训 了， 

关于 选择 特征 尺 庶 的 一 般 计 论 可 同 看 [25]. 

评注 “无量 岗 化 是 用 数学 工具 研究 物理 问题 时 党 用 的 方法 . 
恰当 地 选择 特征 尺度 不 仅 可 以 减少 独 并 傅 数 的 个 数 ，| 厅 县 可 以 才 
助 大 人 决定 会 弃 哪 些 次 要 因素 . 像 基 纲 分 析 中 运 坟 Pi 定理 时 有 个 
士 确 确定 各 物理 黄 和 合理 选 联 基本 量 纲 的 问题 一样， 无 星 纲 化 的 
键 是 选择 合适 的 特征 尺 讶 ,而 这 也 主 娄 依赖 于 物理 知识 和 经 
验 ， 


3.6 关于 Pi 定理 的 证 明 


这 一 节 也 括 顺 部 分 内 容 : 3.1 节 Pi 定 性 中 基于 物理 定律 与 量 
纲 单 位 的 选取 无 关 的 概念 ; Pi 定 哩 中 (17)，(18) 式 与 (121) 式 等 
价 人 性 的 证 明史 ， 

1. 物 音 定律 与 量 纲 单位 选 和 请 无关 的 概念 . 

我 们 知道 ， 每 个 基本 量 岗 都 有 几 利 不 同 的 单位 ， 如 长 度量 细 
有 米 、 厘 米 ， 誉 米 等 ， 质 量 芋 纲 有 克 ， 千克 等 . -组 基本 量 纲 取 
不 同 划 位 组 合 起 来 形成 不 问 的 单位 制 ， 如 克 ， 厘米 ， 秒 单位 制 ， 
千克 * 米 ， 秒 单 位 制 ， 一 个 物理 量 在 个 同 单位 制 下 取 值 不 同 ， 
但 是 描述 物理 定律 的 数学 公式 ， 即 各 物理 量 之 间 的 数量 关系 通常 
是 与 单位 制 的 选取 元 关 的 . 

设 1 … ,于 ,是 一 组 占 本 其 纲 ， 单 位 制 的 政变 相当 王选 
取 一 组 常数 六 ,7 … ,>0, 使 在 原单 位 制 下 取 值 x, x ……，x 
的 物理 量 ( 量 网 分 别 为 了 下 … ;于 ,)， 丰 新 单位 制 下 取 值 塞 为 
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一 让 X= AsXys 而 ,X= A 。 于 是 若 某 信物 理 量 可 的 量 纲 用 
基本 量 纲 表 示 为 19] = 30 则 在 原单 位 制 下 取 值 4 的 物 
再 量 在 新 单位 制 下 的 取 值 将 为 g= 加 …AX"g. 所谓 一 个 物理 定 
律 与 量 网 单 僻 的 选取 无 闫 ， 是 指 物 理 量 q 与 y 满足 相同 的 物理 定 
律 . 下面 是 正式 定义 . 

定义 ” 设 gj. g,… 中 满足 物理 定律 


fq gs) =0 (1) 
于 是 -组 基本 量 鸯 ,4 ,9 9 的 量 网 可 表示 为 


[9] = 人 A j= 1,2,.,m (2) 
1 一 上 


芒 对 于 任意 常数 和 加 0 全 


4=f[l 2g,, j=1,2,.…,1m (3) 
i=| 
而 
fg dg, 9.)=0 (4) 


与 {1 ) 式 等 价 ， 则 称 物理 定律 (1 ) 与 量 网 了， 31， …, 区 昔 位 的 选 
取 无 关 . 
2. Pi 定理 中 (3,.1 节 )117)、f18 )] 式 与 (12) 式 等 价 性 的 证 明 . 
为 书写 简单 起 见 设 m=4 ,n=2,7r=2. 一 和 情 党 下 的 证 广 果 
类 似 地 得 到 ,在 所 设 情况 下 定理 中 的 (12)}，、(13 ) 两 式 为 


fg qs gs ga)=0 (5) 


[9] = XX, j=1,2,3,4 (6) 
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按照 定理 假设 ,，(5 ) 式 与 莉 纲 单位 的 选取 无 关 . 量 纲 矩阵 为 
Al lz Ul la 
4 | Rank A=r=2 (7) 
Hy Hy Hay tag 


齐 次 方程 组 4y=0 有 ~r=2 个 基本 和 解 . 不 由 设 4 的 前 两 列 线 
性 无 关 ， 于 是 2 个 基本 解 可 表示 为 


P= oO 
及 二 (一 站 p01) 
用 满足 
— A dt Gy= 0 
| wb, qb,t a=0 
3.1 上 已 经 证 乌 


| = 0 "9 “0 


(8) 
Tf Hg tag, 
是 相 末 独立 的 无 好 纲 唱 ， 由 (8) 式 可 得 
43 = TT 
(9) 
(, To 


将 (9 ) 代 人 (5 ) 式 ， 并 定义 


g( 4 fas Tl x ) 到: fq G+ TI YY 19 经】 (10) 


glqdu da Ts Ni)=0 (11) 
与 (5 ) 式 等 价 ， 从 而 也 与 量 纲 单位 选取 无 英 . 
根据 物理 定律 与 量 纲 单位 选取 无 关 的 定义 ， 对 了 任意 常数 4 . 
iA(>0), 令 
ql! = Anidsg, #2 二 A a (12) 
有 (注意 到 x x 是 无 量 鸯 量 ， 所 [x)= x, z= Xt) 
g(gw gs is Ks)=0 (13) 


与 (11) 式 等 价 ， 
为 了 使 gq,=g,=1, 由 (12) 式 只 须 选 择 ,个 
aulnait arint,= — ing 
| (14) 


aalndit+ anln7,= — lng, 


因为 我 们 假设 4 的 前 两 列 线性 无 其， 所 以 方程 (14 ) 有 唯 -- 解 1n2， 
In%. 用 这 组 和 1, 1, 代入 (12)，(]3 ) 式 就 有 


gll,}, nx; NA)=0 (15) 


与 (11 ) 式 从 而 也 与 (5 ) 式 等 价 、 
最 后 ， 只 须 定 义 


Fr my)=g(1, 1, ny, ry) 
就 证 明了 

Frr)=0 116 
与 (5) 式 (gi, 42 93: =0 等 价 ， 


si 


习 题 


1. 速度 为 c 的 风 吹 在 迎风 面积 为 的 风车 上 上 、 空 气 密度 是 p. 用 时 网 分 
析 方 法 确定 风车 获得 的 功率 疡 与 .wp 的 关系 ， 

2. 深水 由 的 波 速 + 和 波长 和 水深 水 的 密度 p 和 重力 加 速度 g 有 关 ， 
夺 甘 纲 分 析 方 法 证 骨 它 们 之 间 的 关系 可 以 表示 为 v= Wi jg 9(d 太 )，w 是 赤 
定 了 列 数 1 

3、 项 了 辣 燃 炸 吓 丘 大 芍 能 量 从 炬 炸 点 以 种 击 锌 形式 向 加 局 传播 . 据 分 
析 在 时 刻 : 诈 考 波 运 到 的 半径 了 与 释放 能 量 ce. 大 气 密度 p. 大 所 刘强 疡 有 关 


2 NI si 
一 设 1:=0 叶 r=0). 用 时 网 分 析 广 法 证 明 (和 所) o 2 je 是 术 定 
四 


图 数 [ . 

4, 月 最 网 分 折 关 甘 研 究 人 体 谤 在 匀 建 流动 的 水 里 时 损失 的 热量 ， 记 水 
的 流速 ， 密度 p, 比 热 c<, 粘性 系数 ,热传导 系数 二 大 体 尺 吓 证明 人 体 与 
水 的 热 交 换 系 数 五 与 上 述 各 物理量 的 关系 可 表 为 


_ Kk vod ke 
让 可 a i , }) 


go 是 术 定 炒 数 ， 定义 为 弟 们 时 宁 肉 人体 移 单位 而 积存 人 体 与 水 的 温 莽 为 
1 时 的 热 旺 灾 换 人 9. 

5. 册 晤 纲 分 析 方 法 研究 两 带电 平行 板 问 的 引力 ， 肉 板 面积 均 为 5, 向 距 
为 二 电位 盖 为 #6 板 间 介质 的 介 电 常数 为 *. 证 明 两 板 之 问 的 引力 六 -spzepts 全 ). 
如 果 艾 入 道 y 与 成 正比 写 出 六 的 表述 成 ,这 里 介 电 常数 5 的 定义 是 


f= 了 全 ,其 中 .是 商 个 点 电 蔡 的 电量 ,4d 是 点 电 背 的 号 离 , 广 是 点 电荷 
癌 的 引 思 Da 

6， 号 察 复 拒 水 下 爆炸 的 比例 模 章 ， 爆 炸 物 质 最 mm, 在 距 爆 炸 点 距离 "处 
接收 溃 出 波 ， 产生 厅 报 p, 记 大 气 初 六 压强 志 : 水 的 密度 p, 水 的 体积 弹性 横 


车 上, 用 是 网 分 析 方法 已 经 得 到 p=nol 对 ， 二 } 设 模 拟 实 验 与 现场 的 
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Pop, 赤 相同 ， 而 爆炸 物 模型 的 质量 为 原型 的 171000. 为 了 使 实验 中 接收 到 
与 现场 相同 的 压强 六 求实 验 时 接收 神 击 波 仪 器 的 相对 位 置 ( 即 癌 是 现场 仪 
器 与 爆炸 点 之 问 取 离 的 多 少 倍 入. 

7 质 节 严 的 小 球 以 初速 竖 直 卡 抛 , 组 力 与 速度 成 人 正比， 比例 系数 大 
设 初始 位 置 为 = 一 Qix 畏 坚 上 向 上 ， 则 运动 方程 为 


mxtkxtme=0, x(0)=0, x(0}=+ 


方程 的 解 可 表 为 x= xn bm 大 )， 试 选择 两 种 特征 尺 座 将 问题 无 时 网 化 . 
并 讨论 大 很 小 时 求 近似 解 的 可 能 性 一 ， 
8 设 有 如 下 方程 给 出 的 一 维 热传导 向 题 : 


- & 
= Oo ,>0, 0<x<! 


| ulx, 0 }=0, O<x<! 


u(0, 1) 一 下放 1)= wos {>0 


共 中 下 是 热传导 系数 ( 卡 /是 米 秒 度 ),c 是 比 热 (下 / 克 度 )，p 是 密度 
(过 / 亩 米 3)、 试 选择 特征 凡 府 将 问题 无 量 纲 化 9 . 
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第 二 篇 ”确定 性 连续 模型 


我 们 研究 的 现实 对 象 通 常 包含 众多 的 因素 , 这 些 因素 根据 机 
身 的 内 在 特性 或 人 门 对 ' 它 的 了 解 程度 可 分 为 确定 性 的 及 随机 性 的 ， 
如 果 挫 建 模 的 目的 看 模 玖 涉及 的 主要 因素 是 确定 性 的 , 那么 就 可 
以 建立 确定 性 模型 描述 这 个 研究 对 象 . 

现实 对 象 涉及 的 变量 大 多 是 连续 的 ， 特 别 是 时 间 总 在 连续 变 
化 , 所 以 建立 连续 磺 型 是 很 自然 的 . 另外 , 连续 模型 -- 般 可 上 以 用 
数学 分 析 的 工具 求解 , 得 到 的 解析 解 便 于 进行 理论 分 析 , 于 是 有 
些 离散 对 象 , 如 大 口 的 注 变 过 程 ， 也 可 以 构造 连续 模型 

建立 确定 性 连续 模型 所 用 的 主要 数学 工具 是 微 积 分 、 微 分 方 
程 及 其 稳定 性 . 变 分 站 等 ,第 4 一 7 了 章 分 别 介绍 用 这 些 方法 建 记 
的 模型 . 从 研究 对 象 本 身 的 特性 和 建 模 日 的 看 , 一般 说 米 , 用 微 
分 法 建立 的 是 静态 优化 模型 , 用 变 分 法 建立 的 是 动态 优化 模型 ， 
用 徽 分 方程 及 稳定 人 性 分 析 方法 建立 的 是 动态 模型 及 平衡 和 稳定 状 


第 4 章 微分 法 建 模 (静态 优化 模型 ) 


商品 经 营 省 制订 价格 要 使 利润 最 高 ,工厂 订购 生产 资料 去 考 
虑 订货 和 贮存 等 费用 最 低 , 体育 比赛 中 和 运动员 更 争取 创造 最 佳 成 
绩 ,动物 的 生 召 构 知 也 在 长 期 进化 过 程 由 直到 了 某 种 意 勾 下 的 节 
优 状 态 . 普遍 存在 着 的 优化 问题 经 党 成 为 人 们 的 研究 对 象 . 建 江 
优化 模 异 此 首先 确定 所 关心 的 优化 指标 的 数量 满 述 , 然后 构造 包 
括 这 个 指标 和 所 采取 的 策略 以 及 各 种 限制 条 件 的 模型 , 最 后 通过 
模型 求解 给 出 达 汉 最 优 指 标的 所 谓 最 优 策略 . 本 章 的 静态 优化 主 
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要 指 采 用 的 策略 大 定常 的 ,模型 前 常 归结 为 求解 国 数 的 极 值 问 


4.1 不 允许 缺 货 的 存 贮 模型 


开矿 要 定期 地 订购 各 种 原料 , 存在 仓库 里 供 生产 之 用 . 商店 
要 成 批 地 购 进 各 种 商品 ， 放 在 货柜 小 以 备 零售 . 水 库 在 雨季 苦水 ， 
用 于 旱季 的 章法 和 航运 . 不 论 是 原料 、 商品 还 古 水 的 贮存 , 都 有 
一 个 贮存 多 少 的 问题 . 原料 . 商品 存 得 本 多 , 喧 存 费用 高 ; 存 得 
太 少 则 无 法 袜 足 需求 . 水 库 南 季 蓄 水 过 量 更 可 能 危及 安全 , 当 影 
响 喧 奔 量 的 因素 包含 随机 性 的 时 候 , 如 顾客 对 商品 的 需求 , 天 气 
对 鞭 水 的 影响 , 需要 建立 随机 性 存 凡 模型 , 这 将 在 第 12 章 讨论 . 
本 节 假 定 需 求 量 是 恒定 的 ,并且 不 对 许 缺 货 现 象 出 现 , 如 钢 厂 订 
购 废钢 供 炼 钢 用 就 是 这 种 情况 ， 因 为 炼 钢 生 产 对 原料 的 天 求 是 一 
定 的 , 而 一 旦 缺少 了 原料 将 造成 已 大 损失 "9 . 

在 不 充 许 缺 货 的 情 癌 下 我 们 只 考虑 商 种 费用 : 订货 时 帘 付 的 
一 次 性 订货 费 ; 货物 的 贮存 费 . 至 十 货物 本 身 的 价格 , 下面 将 下 
到 它 与 要 讨论 的 优化 问题 无 关 , 建立 模型 的 目的 是 在 单位 时 间 的 
需求 量 为 常数 的 情况 下 ,制订 最 优 存 喧 :策略 ， 即 多 长 时 间 订 一 次 
货 , 每 次 订 多 少 货 ， 使 总 费用 最 小 . 

模型 假设 ”为 了 叙述 的 方便 设 时 间 以 天 为 单位 , 货物 以 吨 为 
单位 , 每 隔 了 天 订 一 次 货 (7 称 订 货 周 期 ) ,订货 量 为 中. 订 
货 费 . 贮存 费 及 单位 时 间 需 求 基 均 为 已 知 常数 . 异型 里 以 总 费用 
为 目标 函数 确定 订货 周期 7 和 订货 量 台 的 最 优 值 . 假设 条 件 可 
归纳 如 下 . 

1 . 每 次 订货 费 为 cj , 每 天 每 吨 货物 上 存 费 为 c; . 

2 . 每 天 的 货物 需求 量 为 > 吨 . 

3 . 每 了 天 订货 0 吨 , 当 贮存 其 降 到 零 时 订货 立即 到 达 . 

对 于 第 3 条 假设 中 订货 可 以 瞬时 完成 ,可 解释 为 由 于 需求 是 
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确定 各 已 知 的 , 只 要 提前 订货 使 得 贮 在 妈 为 零 时 立即 进货 就 行 了 

当然 , 贮存 最 降 到 零 不 符合 实际 生产 的 需要 , 应 该 有- :个 最 低 央 

存 最 ,可 以 认为 模型 中 的 丹 存 量 是 在 这 个 最 低 存量 之 上 计算 的 

模型 建立 ”订货 周期 ,订货 量 0 与 每 天 需求 最 7 之 间 广 中 

马 = 7 (1) 

订货 后 贮存 量 由 总 均匀 地 下 降 , 记 和 任意 时 刘 1 的 贮存 量 为 9, 则 
9 7) 的 变化 规 稚 可 以 用 图 4 一 1 表示 ， 


队 4 一 1 不 允许 揣 货 时 的 贮存 昌 (7) 
著 赛 一 个 订货 周期 的 总 费用 : 订货 费 为 ;性 存 费 是 


gfr)dr， 共 中 积分 恰 千 于 图 中 三 角形 的 面积 44, 显然 


Ca 


4 二 本 OT .由 (1) 式 可 知 -… 个 订货 周期 了 内 的 总 费用 为 
C=0+ 7 eT ‘2) 
这 个 存 由 模型 的 目标 铺 数 不 能 是 -- 个 周期 的 总 费 胃 忆 ( 为 什 
么 ,而 应 取 作 每 天 前 平均 费 几 , 记 作 C(T), 显然 


C _ a Lt 3 
Tt CT {3) 


制订 最 优 存 贮 :策略 归结 为 求 订 货 周 期 了 鸽 CC (TT) 最 小 . 
4 


C{T)= 


利用 微分 法 , 令 和 = 0 不 难 求 得 


T= {2 (4) 
Ny re, 


再 根据 (1 ) 式 有 


2 
Ca 


0= (5) 


(5 ) 式 是 经 济 理论 中 著 溃 的 经 济 订货 批 最 公式 (EO 0 公式 ). 

前 面 说 过 , 货物 桔 身 的 价格 可 不 考虑 , 这 是 因为 车 记 熏 吐 货 
物 的 价格 为 大 , 则 一 局 期 的 总 费用 C 中 应 添加 QO. 由 -六 QO=7T， 
所 以 {3) 式 中 增加 一 常数 项 kx , 对 求解 结果 (4) 、(5) 式 没有 影 
响 ， 

评注 (5) 式 表明 , 订货 费 " 越 高 ,需求 量 r 越 天 , 订货 批量 
0 应 越 大 ; 贮存 费 。 越 高 , 订货 批量 如 应 越 小 . 这 些 关 系 当然 
是 符合 常识 的 . 不 过 公式 在 定量 上 表明 的 平方 根 关系 却 是 赁 常识 
无 法 得 到 的 . 


4.2 允许 缺 货 的 存 贮 模 型 


考察 一 个 商店 经 理 制 订 最 优 订货 周期 和 最 优 订 货 批 量 时 梯 到 
的 问题 . 设 市 场 对 某 种 商品 的 需求 是 确定 的 和 已 知 的 , 但 是 允许 
扎 货 . 和 饼 货 时 因 失 去 销售 机 会 而 使 利润 减少 , 减少 的 利润 可 以 视 
为 因 缺 货 而 付出 的 费用 ， 称 缺 货 费 . 干 是 这 个 模型 的 第 1 .2 条 
假设 条 件 与 不 允许 缺 货 的 存 凡 模 型 相同 , 而 第 3 条 下 为 : 

3“ 每 隔 了 天 订货 如 瑟 ， 克 许 缺 货 ,每 天 每 吨 货 物 缺 货 费 为 
C3 


缺 货 时 贮存 其 4 视 作 负 值 , 9 (1) 的 图 形 和 如 图 4 一 2, 货物 在 


#7 


(= 7 时 售 完 , 有 一 段 时 间 缺 沉 ( 这 时 需求 基 仍 为 >) , 在 (= 了 
时 下 一 次 订货 基 O 到 达 ， 了 是 。 
Q=/7, a) 
-个 订货 周期 了 内 的 总 
费用 : 订货 费 c; 贮存 费 


| 9 (tjdt ,其 小 积分 等 于 ，。 


图 中 二 角形 面 入 4 4 二 小 OF ，。 由 4-? 完 放 抽 货 时 的 由 在 屿 g (1) 
™ 一 是 3 2 1 3 


于 


缺 货 费 .| La (Didt， 其 中 积分 等 于 图 中 三 角形 面积 


TI 


BB, 易 知 B= 一 F(T 一 TT 阁 . 于 是 总 费用 为 


1 
2 
到 1 , 1 四 

C=0+ 7 QT +t or(T- 7) (2) 


模型 的 目标 函数 仍 为 每 大 的 平均 费用 . (2) 式 的 了 用 (1 ) 式 
伐 入, 可 知 平均 费用 是 了 和 史 的 二 元 国 数 , 记 作 CT ,2), 且 


. _e 2 人 {rT— 0) 
CIOTTtart a 0) 
aC oC 、 
eT FO 


优 值 ,分别 记 作 了 ‘和 有 


T= | Qe bt (4) 


Bis 


， 2C7 C ， 

& -ye Cyt Ca (5) 

p= SS (>1) (6) 
3 


则 与 不 允 许 缺 货 的 存 贮 模型 (4.1 节 (4)、(5) 式 ) 柏 比 有 


车 记 


了 一 AT ， 0’= 皮 (7) 


显然 了 和 >> 了 ,人 < 吕 ,好 允 许 缺 货 时 订货 周期 应 增 大 ， 而 订货 
批量 应 减 小 . 当 缺 货 费 co, 越 太 时 (相对 于 贮存 费 c 而 言 ) .4 越 
小 ,了 工 和 8’ 越 接近 了 和 器. 特别 地 , 当 c,-xw 了 时 4 一 1 ,于 
是 TT 和 一 ,0 “> 0 ,这 个 结果 是 合理 的 ,因为 c;- oo 即 缺 
货 井 成 的 损失 无 限 变 大 相当 干 不 允许 缺 贷 . 


4.3 森林 救火 


森林 失火 了 ! 消防 站 接 到 报警 后 派 多 少 消 防 队 员 前 去 数 火 
呢 ? 派 的 队员 越 多 , 森林 的 损失 越 小 , 但 是 救援 的 开支 会 越 大 ， 
所 以 需要 综 人 台 落 虑 森林 损失 费 和 救 摆 费 与 消防 队员 大 数 之 间 的 关 
系 , 以 总 费用 最 小 来 决定 派出 队员 的 数目 叫 . 

问题 分 析 损失 费 通 常 正 比 于 森林 烧 咒 的 面积 ,而 克 筑 面积 
与 失火 ,灭火 { 指 火 被 扑灭 ) 的 时 向 有 关 ,灭火 时 间 又 取决 于 消防 
队员 数 日 . 队员 越 多 到 火 越 快 . 救援 费 除 与 铺 防 队员 人 数 有 关外 ， 
也 与 灭火 时 间 长 得 有 甘 . 记 和 失火 时 刻 为 1:=0, 开始 束 火 时 刻 为 
t= 严 火 时 刻 为 1=. 设 在 了 时刻! 森林 烧 典 面积 为 B(7)，, 则 
造成 所 此 的 森林 烧 错 面积 为 B (1,), 建 模 要 对 妙 数 8B{7) 的 形式 
作出 合理 的 简单 假设 . 
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研究 守 比 吾 (站 更 为 直接 和 方便 . 人 筷 是 单位 时 间 烧 由 


面积 , 表示 火势 营 延 的 程度 . 在 消防 队员 到 达 之 前 , 即 0< 1<4 ， 
火势 越 来 越 大 ， 即 - 守 - 随 1 的 增加 而 增加 ; 开始 救火 以 后 ， 即 
4 < 1< 4 ,如 果 消 防 队 员 救 火 能 力 足够 强 ,火势 会 越 米 越 小 、 即 
-应 减 小 ,并且 当 ! 一 5 时 全 -=0. 


救援 费 可 分 为 两 部 分 ; -部 分 是 灭火 器 材 的 消耗 及 消防 队员 
的 薪金 等 ,与 队员 大 数 及 灭火 所 用 的 时 间 均 有 关 , 田 一 部 分 龙 运 
送 队 员 和 器 材 等 - -次 性 支出 , 只 与 队员 人 数 有 关 . 

模型 假设 ” 喜 要 对 烧毁 森林 的 损失 费 . 救 提 费 及 火势 营 延 程 


度 全 的 形式 作出 假设 . 


1 . 损失 费 与 森林 烧毁 面积 已 (5 ) 焉 正比 , 比例 系数 ee 即 
烧毁 单位 面积 的 损失 费 . 
2 , 从 失火 到 开始 救火 这 段 时 间 (0 茎 四) 内 ,火势 蔓延 程 


座 生 与 时 间 ;成 正比 ,比例 系数 有 称 火势 划 站 速 座 . 


3 . 派出 消防 队员 x 名 , 开始 救火 以 后 (121) 火势 营 延 速度 
降 为 8 一 jx ,其 中 可 视 为 每 个 队员 的 平均 火 火 速度 . 显然 应 有 
B<Ax. 

4 . 每 个 消防 队员 单位 时 间 的 费用 为 c; ,于 起 每 个 队员 的 救 
火 费 用 是 c (1, 一 11) ; 每 个 队员 的 -次 性 支出 是 ce. 

第 2 条 假设 可 作 如 下 解释 ; 火势 以 失火 点 为 中 心 ,以 均匀 速 
度 向 四 局 呈 贺 形 莹 还 , 所 以 蔓延 的 半径 > 与 时 间 ! 成 正比 .又 因 


为 烧毁 面积 呈 与 产 成 正比, 均 甩 与 天 成 正比 ,从 而 人 Ep 


好 


成 正比 ， 
模型 构成 ”根据 假设 条 件 2，3, 火势 蔓延 程度 于 在 


“0&1tg1 线性 地 增加 ,在 tiigtgi 线 性 地 减 小 . dB -: 


的 图 形 如 图 4-3 所 示 . 记 48 


dr 
:一 上 时 和 -上 4. 烧毁 面积 5 


ao- | -全 dt 恰 是 图 中 
站 


三 角形 的 面积 , 显然 有 B (z,) 


= 六 65 而 二 满 中 


一 上 二 


pp 
dr 一 月 (1) 


bp: 
2 人 xx 一 月 ) 
根据 假设 条 件 1、4, 森林 相 失 费 为 cB(1), 数 扔 费 为 
cx 一) 二 cx, 将 (1). (2) 代 和 信 ， 得 到 救火 总 费用 为 


B (4 )= 2 + {2) 


_ eb eb cbx . 
C(x)= 7 十 TR) + 二 2 + Cx (3) 


问题 归结 为 求 x 使 C(x) 达到 最 小 . 


d 人 © 
A 一 
* dr 


0 , 可 以 得 到 应 派出 的 队员 人 数 为 


史 7 


4 
x= [ti ob {4) 
2c4° A 


结果 解释 首先 , 应 派出 队员 数目 由 两 部 分 组 成 ,其 中 一 部 
分 6 及 是 为 了 把 火 扑 灭 所 必须 的 最 低 限度 . 因为 6 是 火势 莹 延 
速度 , 而 4 是 每 个 队员 的 平均 天 火速 度 , 所 以 这 个 结果 大 明显 的 . 
从 图 4- 3 也 可 以 看 出 ,只 有 当 x>8 尺 时 , 逢 率 为 4x- 尺 的 直 
线 才 会 与 1 轴 有 交点 、 

其 次 , 派出 队员 数 的 另 一 部 分 , 即 在 最 低 限 度 之 上 的 人 数 ， 
与 问题 的 各 个 参数 有 关 . 当 队 员 光 火速 度 和 救援 费用 系数 c, 增 
大 时 ,队员 数 减少 ; 当 火 势 故 延 速度 记 、 开 始 救 火 时 的 火势 5 及 
损失 费用 系数 c 增加 时 , 队员 数 增加 . 这 些 结果 与 常识 是 一 致 的 . 
(4) 式 还 表明 ， 当 救援 惕 用 系数 c 变 大 时 队员 数 也 增 大 , 请 读者 
考虑 这 个 结果 是 否 合 悍 . 

实际 应 用 这 个 模型 时 ,ec .es 、c; 是 已 知 常数 ,8 .由 森林 
类 型 . 消防 队员 素质 等 因素 决定 , 可 以 预先 制 成 表格 以 备查 上 用. 
较 难 掌握 的 是 开始 救火 时 的 火势 5, 它 可 以 由 失火 到 救火 的 时 间 二 
按 B= Br 算出 ,或 根据 现场 情况 估计 . 


评注 “建立 这 个 模型 的 关键 是 对 全 的 很 设 .比较 合理 而 


艾 简 化 的 假设 条 件 2 、3 只 能 符合 无 风 的 情况 . 在 风势 的 影响 下 
应 孝 虚 另外 的 假设 , 再 者 , 有 人 对 队员 灭火 的 平均 速度 4 是 常数 
的 假设 提出 异议 ,认为 4 应 与 开始 救火 时 的 火势 之 有 关 ,5 越 大 4 
越 小 . 这 时 要 对 嫩 数 (5 ) 作 出 合理 的 假设 , 再 得 到 进一步 的 结 
果 ， 


4.4 最 忧 价格 


如 时 一 个 厂 长 有 权 根 据 产品 成 本 和 销售 情况 制订 商品 价格 的 
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话 , 他 当然 会 寻求 能 使 于 利润 最 大 的 所 谓 最 优 价格 . 下 面 讨论 
产销 平衡 状态 下 的 最 优 价格 模型 ,所谓 产销 平衡 是 指 工 ) 产品 的 
产量 等 了 市场 上 的 销售 量 . 

利润 是 销售 收入 与 生产 支出 之 差 . 设 每 件 产 品 售 价 为 p ,成 
本 为 ,储量 为 x( 与 产量 相等 ) , 则 总 收入 与 总 支出 分 别 为 


7 一 PX (1) 

C=gx {2) 
在 市 场 竞争 的 情况 下 管 量 x 依赖 于 价格 p, 记 作 

X=f (Pp) (3) 


了 称 需求 函数 , 是 器 的 减 国 数 . 于 是 不 论 成 本 9 是否 与 工 有 关 ， 
收入 1 和 支出 己 都 是 价格 P 的 函数 , 利 漠 上 U 可 以 表示 为 
Up)=1Y)-C() (4) 


使 利润 U (p) 达 到 最 大 的 最 优 价格 p* 可 以 由 | -0 


np 


得 到 , 即 有 


di dC 
2 一 一 ~ 
dp | dp | . ) 


在 数量 经 济 学 中 人 称 边际 收入 (价格 变动 -个 单位 时 收入 的 


改变 量 )， 和 称 边际 支出 [价格 变动 . -个 单位 时 支出 的 改变 


量 ). (5) 式 表明 , 最 大 利润 在 边际 收入 等 于 边际 支出 时 达到 . 这 
是 数量 经 济 学 的 一 条 著名 定律 . 
为 了 得 到 进一步 的 结果 , 需要 假设 需求 国 数 的 具体 形式 , 如 人 
设 它 是 革 简 单 的 线性 函数 
fp)=a—bp, a,b>0 (6) 
并 且 每 件 产品 的 成 本 g 与 产量 x 无关, 将 (1)~ (3) 和 (6) 式 代 
03 


入 {4) 式 可 得 


UP)=p 9) ep) (7) 
用 微分 车 容 易 求 出 使 U tp ) 最 大 的 最 优 价 格 p* 为 
pr 了 + (8) 


为 了 分 析 (8) 式 的 意 交 ,需要 性 赛 参 数 a、b5b. 在 {6) 式 中 
可 理解 为 这 种 产品 免费 供应 时 (p=0) 社 会 的 需求 旱 , 称 “ 绝对 需 


求 嘲 " .bp- 一 等 表示 价格 上 涨 一 个 单位 时 销售 量 下 降 的 幅度 


{ 当 然 也 是 价格 下 小 一 个 单位 时 销售 量 上升 的 幅度 ) , 它 反 映 市 场 
需求 对 价格 的 敏感 程度 , 在 实际 工作 中 a ,5 可 由 价格 p 和 售 量 x 
的 统计 数据 用 最 小 二 乘法 拟 合 来 确定 . (8 ) 式 表明 最 优 价 格 是 两 部 
分 之 和 ,… -部 分 是 成 本 4 的 一 半 ， 另 -部 分 与 “绝对 需求 量 "成 
正比 , 与 市 场 需求 对 价格 的 敏感 系数 成 反比 . 


4.5 血管 分 支 


血液 在 动物 的 血管 中 一 刻 不 停 地 流动 . 为 了 维持 血 被 循环 动 
物 的 机 体 要 提货 能 量 . 能 量 的 一 部 分 川 于 供给 血管 壁 以 营养 , 另 
- -部 分 用 来 克服 血液 流动 受到 的 阻力 . 消耗 的 总 能 量 显然 与 血管 
了 系 统 的 几何 形状 有 关 . 在 长 期 的 生物 进化 过 程 中 ,高 级 动物 血管 
了 系 统 的 几何 形状 应 该 已经 达到 消耗 能 莉 最 小 原则 下 的 优化 标准 
了 . 

我 们 不 下 能 讨论 整个 血管 系统 的 几何 形状 , 这 会 涉及 太 多 的 
生理 学 知识 , 下 面 的 模型 具 研 究 血管 分 支 处 粗细 血管 于 径 的 比例 
和 分 岔 和 角度 , 在 消耗 能 晤 最 小 原则 下 应 诸 取 什么 样 的 数值 . 

模型 假设 

1 ，- 条 粗 血 管 在 分 支 战 处 分 成 两 条 细 血 管 , 分 支点 附近 三 
条 血管 在 同一 平面 上 ， 有 一 对 称 轴 . 因为 如 果 不 在 一 个 平面 上 ， 
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血管 总 民 度 必然 增加 ,导致 能 量 消 耗 增加 , 不 符合 最 优 原 则 . 这 
是 一 条 儿 何 上 的 假设 ， 

2 . 在 考 蹇 血液 流动 受到 的 阻力 时 , 特 这 种 流动 视 为 类 性 疲 
体 在 刚性 管道 中 的 运动 , 这 当然 是 一 -种 近似 , 实际 上 血管 是 有 弹 
性 的 , 不 过 这 种 近似 的 影响 不 大 ,这 是 -- 条 物 旦 二 的 假设 . 

3 . 让 液 对 血管 壁 提 供 营养 的 能 量 随 管 璧 内 表面 积 及 管 呼 所 
占 体积 的 增加 而 增加 . 管 辟 所 占 体 积 又 取决 于 等 壁 厚 度 , 而 厚度 
近似 地 与 血管 半径 成 正比 . 这 是 一 条 生理 上 的 假设 . 

根据 假设 1 , 血管 分 支 示 意图 如 图 4 一 4 记 示 . 一 条 粗 血 管 与 
汕 条 细 血 管 在 C 点 分 省 , 并 形成 对 称 的 几何 形状 . 设 粮 细 血 管 半 
径 分 别 是 + 和 + , 分 贫 处 夹 角 是 有 . 考察 长 度 为 1! 的 一 段 柱 血管 
4C 和 长 放 为 上 的 两 条 细 血 管 CB 和 和 CB“, 4CB (ACB 个 的 水 
平和 坚 直 由 高 为 L 和 五 ,如 图 所 示 . 再 设 血 潜 在 粗细 血管 中 单位 
时 间 的 流量 分 别 为 4 和 #g ,显然 9=29. 


图 4 一 4 上 蚜 管 分 支 示意 疼 


假设 2 使 我 们 可 以 利用 流体 力学 关于 粘性 流体 在 刚性 管道 中 流 
动 时 所 受阻 方 的 定律 , 姬 月 力 与 流量 4 的 平方 成 正比 , 与 半径 > 
的 4 沈 方 成 反比 . 所 以 扑 流 在 粗细 血管 中 访 动 的 阳 力 分 别 为 
kg 和 大 3 ,大 是 比例 系数 . 

假设 3 比较 复杂 , 需要 作 进 一 步 简化 . 对 于 半径 为 >， 鞭 度 
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为 [的 血管 , 管 获 内 表面 积 s=2r71, 管 如 所 占 体 积 ， =s'1, 其 
中 s 人 是 管 又 截面 积 . 记 收 厚 为 a,; 则 5s =x[{rt+d)*: 一 站 = 
f (+2r9) . 设 壁 厚 4d 近似 地 与 半径 + 成 正比 , 可知 Y 近似 地 与 
户 成 正比 , 又 因 为 s 与 成 正比 ,综合 克 处 管 辟 内 表面 积 s 和 管 
壁 所 占 体 积 v 对 能 量 消 炎 的 影响 , 可 假设 单位 长 度 血管 壁 提 供 营 
养 的 能 量 为 Br* ,1 所 a 声 2 ,4 了 5 是 比例 系数 ， 

模型 建立 ”根据 上 述 假 议 及 对 假设 的 进一步 分 析 , 血液 从 粗 
血管 4 点 流动 到 细 扑 管 吾 . 吾 ' 两 点 的 过 程 中 ,机体 为 克服 阻力 
和 供养 管束 所 消耗 的 能 量 为 


由 图 4 一 4 所 示 的 几何 关系 不 难得 到 
-了 =- 了 ，{2) 
sing 
将 (2) 式 代入 (11) 式 ,并 注意 和 到 9 =0Z2 ,能 量 E 可 表示 为 +, 
和 日 的 国 数 ， 即 


人 。 -i kg spr) 28 
R00)-( 嫩 + br )( ta0 | jr br: ng 


(3) 
按照 最 优化 原则 ,x 和 8 的 取 值 应 使 (3) 式 表示 的 上 Etr ,nh， 
6) 达 到 最 小 . 


由 -时 


元 = 人 和 


= 人 可 以 得 到 


dE 
国 


(4) 


25 


从 方程 (4 ) 可 解 出 


4 (5) 


oF 
再 由 -37 二 0 可 得 
og-2( 匡 ) (6) 
n 


cos0 = 2 77 (7) 


将 (5) 代入 (6) 式 , 则 


(5 ) 、 (7 ) 两 式 就 是 在 能 量 消耗 最 小 原则 下 血管 分 岔 处 几何 形状 的 
结果 . 取 z=1 和 va=2 ,可 以 算出 一 和 8 的 大 致 范围 为 


1.26 和 一 <1.32. 37 "近日 委 49” (8 1) 
t 


模型 检验 ”这 里 只 提供 检验 模型 的 一 个 依据 . 
记 动 物 的 大 动脉 和 最 细 的 毛细 血管 的 半径 分 别 为 ms 和 mm ， 
设 从 大 动脉 到 毛细 血管 共有 nn 次 分 命 , 将 145) 式 反 复 利用 于 次 可 
得 
. 


ms 4 (9) 


Tnin 


ma 的 实际 数 值 可 以 调 出 , 例如 对 狗 而 言 有 mass 1000 
之 4 ,由 (9)] 式 可 知 nm Sta+4)]. 因为 1 所 g 和 2, 所 以 按照 这 个 
模型 , 狗 的 血管 应 有 25 ~ 30 次 分 贫 . 又 因为 当 血 管 有 nn 次 分 谷 
时 血管 总 条 数 为 2", 所 以 估计 狗 应 约 有 2” 一 2”, 即 3x107 
一 10 条 血管 . 这 样 得 到 的 数据 可 以 从 一 个 方面 验证 模型 . 
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4.6 消费 者 的 选择 


在 2.5 节 实 物 安 换 模型 中 兽 用 无 差别 曲线 族 来 找 述 人 们 对 两 
种 物品 的 满意 和 偏爱 程度 , 用 图 形 约 方法 确定 两 个 人 进行 实物 交 
换 时 应 遵循 的 途径 . 本 池 要 利用 无 差别 曲线 族 的 概念 讨论 ， 当 一 
个 消费 者 用 一 定数 额 的 钱 去 购买 两 种 商品 时 应 作 怎样 的 选择 , 即 
他 应 该 分 别 用 多 少 钱 去 买 这 两 种 商品 呈 ， 
记 甲 乙 两 种 高 品 的 数量 分 别 是 gi 和 8， 当 消费 者 占有 它们 
时 的 满意 程度 , 或 者 党 它们 给 消费 者 带 来 的 效用 ,是 4、 的 晴 
数 , 记 作 (gi ,gy) 经 济 学 中 称 为 效用 函数 (Utility Function ). 
U {gi, 4) 一 c( 常 数 ) 的 图 形 就 是 无 差别 曲线 族 , 如 图 4 一 5 , 是 
- 族 单 调 降 ,下山 、 互 不 相交 的 曲线 . 在 每 -条 曲线 上 (如 二 )， 
对 于 不 同 的 点 ( 站 9 、 4 不同) , 效用 函数 U (gq,, 9,) 的 值 不 变 . 
而 随 着 曲线 向 右上 方 移动 ,，U {gq,, 9,) 的 值 增 加 {图 中 上 的 U 


值 高 二 4 上 的 器 值 ). 曲线 。 
2 
Nd z 


下 号 的 具体 形状 则 反 遇 了 消 
费 者 对 甲乙 两 种 商品 的 偏 ”sp 
爱情 况 . 这 里 假定 消费 者 的 效 
用 靖 数 区 (9 22) 即 他 的 无 


差别 曲线 族 已 经 完全 依 定 了 . ， 

设 急 己 两 种 商品 的 半价 分 0 hp 
别 是 pl 和 p; (元 ), 宵 费 者 有 ; 图 4-5$ 无 差别 曲线 族 及 消费 者 
(元 ) 钱 . 泊 消 费 者 用 这 些 钱 买 均衡 的 图 解 盐 


这 两 种 商品 时 所 作 的 选择 , 即 分 别 用 多 少 钱 买 由 和 乙 , 应 该 使 仇 
用 函数 0 (gq, , 4;) 达 到 最 大 , 则 得 到 最 大 的 满意 度 . 经 济 学 上 称 
这 种 最 优 状态 为 消费 者 均衡 ， 

内 为 当 消 费 兽 对 甫 种 商品 的 购买 量 分 别 为 小 和 gq, 时 ,他 用 
的 钱 分 别 为 pyg) 和 P9:， 卫 是 问题 归结 为 在 条 件 
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Pot pd = 3 (1) 
下 求 比例 pq1.p29; ,使 效用 函数 U (gq , q;) 迷 到 最 大 . 
这 是 二 元 男 数 的 条 件 极 值 问题 , 用 乘 子 法 不 难得 到 最 优 解 应 
请 足 


B90 
Ag, _ Pp 
BU 一 py (2) 
Pg 
当 效 用 立 数 U (gqg,， 9) 给 定 后 ,由 (2) 式 即 可 确定 最 优 比 例 


Pi /bug - 

上 述 问题 也 可 用 图 形 法 求解 . 约束 条件 (1) 在 图 4 一 5 上 是 
一 条 直线 MN ,MN 必 与 无 差别 曲线 族 UU (gq , g)=c 中 的 其 一 
条 曲线 胡 切 { 攻 中 是 与 总 相 切 ) , 则 9、 他 的 最 优 值 必 在 切 点 如 
处 取得 , (请 读者 说 明 最 优 值 不 会 在 MN 与 男 一 条 曲线 1 的 交点 
避 处 取得 , 直线 MN 也 不 会 与 两 条 无 差别 曲线 相 切 ) . 

图 解法 的 结果 与 (2 ) 式 是 一 臻 的. 因为 在 切 点 吃 处 直线 MN 
与 曲线 4, 的 斜率 相同 ,而 MN 的 舟 率 是 钱 yy== -中 的 斜 


dg OU aU 
一 三 2 一 皇 点 1 一 和 1 给 
率 是 K,, dg, dg, | Bg, 在 性 处 Ky EK, 即 给 


出 (2 不 . 
经 济 学 中 人 ， 让 称 为 边际 效用 , 即 商 品 购买 量 增加 


一 个 单位 时 效用 函数 的 增 量 . (2 ) 式 表明 , 消费 者 均衡 状态 在 两 
种 商品 的 边际 效用 之 比 恰 等 于 它们 的 价格 之 比 时 达到 . 

从 以 上 的 讨论 可 以 看 出 ， 建 立 消 费 者 均衡 模型 的 关键 是 和 确定 
效用 国 数 7 (qi , 9;). 构造 效用 国 数 时 应 注意 到 它 必 须 满足 如 下 
的 条 件 : 
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条 件 4 UU tg ,9;)=e 所 侯 定 的 一 元 限 数 9 = 9 19) 是 单调 
减 函 数 , 且 盟 线 呈 下 凸 状 . 

这 是 无 差别 曲线 族 如 (gq ;gq) =c 的 特性 ( 见 2.5 节 ). 条 件 
4 可 以 用 图 数 Ut{g, ，9; ) 的 更 直接 的 条 件 代 替 . 即 


了 2 入 2 | 
条 件 B >0, 0 >0, 30 <0, C0 <0， 
dg1 dg, Car 89; 


aU 

Agi0g; 

可 以 验证 , 当 条 件 有 成 立时 ,条件 4 必 成 立 . 请 读者 解释 
条 件 的 实际 意义 . 

下 面 列举 几 个 常用 的 效用 函数 , 并 分 析 消 费 者 均衡 状态 ， 即 
最 优 比例 Pi9iA24: 的 实际 意义 . 

1 . 若 效用 函数 为 


>0， 


U(a ,oj)= 一 2029 ,apB>0 (3) 
qd) x q+ Ba, B ， (3) 


根据 (2) 式 可 以 求 得 最 优 比 例 p91/1y9q; 为 


Dg je (4) 
及 :好 > 知 : 


结果 表明 均衡 状态 下 购买 两 种 商品 所 用 钱 的 比例 , 与 商品 价格 比 
的 平方 根 成 正比 . 同时 与 效用 函数 (9q, ,9;) 中 的 参数 .有 
关 : % 越 大 购买 商品 甲 的 钱 越 少 , 了 越 大 购买 高 品 甲 的 钱 越 多 . 
这 说 明 在 (3 ) 式 给 出 的 效用 函数 中 , 参数 户 和 分别 表示 消费 者 
对 商品 甲 和 乙 的 偏爱 程度 . 二 是 调整 和 可 以 改变 消费 者 对 两 
种 商品 的 爱好 倾向 ,或 者 说 可 以 改变 无 差别 曲线 的 具体 形状 . 
2 . 若 效 用 函数 为 

Ug = 4 0<4 RAR<1 (5) 

根据 《2) 式 可 以 求 得 最 优 比 例 pq1%p,4; 为 
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ZL -过 (6) 
Pf? HL 
这 表明 均衡 状态 下 购买 丙种 商品 所 用 钱 的 比例 与 价格 无 关 , 而 内 
数 和 分别 表示 消费 者 对 商品 申 和 乙 的 偏爱 程度 . 
3 . 设 黎 用 函数 为 | 
U lg 4)=(av eg +b vg, YY,ap>0 (7) 


对 [7) 式 的 求解 及 结 朵 分 析 留 作 习 题 6 ， 

应 用 这 个 模型 时 ,可 以 根据 上 面 的 分 析 决 定 先 用 哪 一 种 形式 的 
效用 函数 ,并 由 经 验 数 据 确定 其 参数 . 

评注 在 这 个 模型 的 基 珊 上 可 以 讨论 当 某 种 商品 的 价格 改变 ， 
或 皮 消 费 消 购买 商品 的 总 金额 :改变 时 均 效 状态 的 改变 情况 . 另 
外 ,这 个 模型 还 可 以 推广 到 消费 者 购买 m( >2) 种 高 中 的 情侣 ， 
了 关 讨 论 见 习题 6 . 


4.7 冰山 运输 


在 以 盛产 石油 著称 的 波斯 注 地 区 ,浩瀚 的 沙漠 覆盖 着 大 地 ， 
水 资源 | 分 贫乏 ,不 得 不 采用 淡化 海水 的 办 法 为 国民 提供 用 水 ， 
成 本 太 约 是 每 立方 米 淡 水 0.1 英 磅 . 有 些 专家 提出 从 相距 9600 
千 灯 之 吕 的 南极 用 拖 船 运送 冰山 到 波斯 湾 , 以 取代 淡化 海水 的 办 
法 . 这 个 模型 要 从 经 济 角 度 研究 冰山 运输 的 可 行 性 9， 

为 了 计算 用 枢 船 运送 汪 趾 缆 得 每 立方 米 水 所 花 的 费用 , 我 们 
需要 关于 拖 船 的 租金 . 运 量 、 燃料 请 耗 及 冰山 运输 过 程 中 融化 速 
率 等 方面 的 数据 ,以 此 作为 建 模 必须 的 准备 工作 . 

模型 准备 ”根据 建 模 的 需要 搜集 到 以 下 数据 . 

1 . 三 种 拖 船 的 日 租金 和 最 大 运 量 . 


i01 


未 4-1 日 租金 和 最 大 运 量 


船 型 小 中 大 
日 租金 【英镑 ) 4.0 6.2 8.0 
最 大 运 量 ( 米 3} sx10 If 108 


2 . 燃料 消耗 (英镑 /和 干 米 ). 主要 依赖 于 船 速 和 所 和 运 冰 山 的 
体积 ,船型 的 影响 可 以 忽略 . 
胡 4-2 燃料 消耗 (英镑 / 干 米 ) 
冰山 体积 
{ 米 3) 105 108 1 


{和 干 类 “4 
1 8.4 10.5 12.6 
3 10.8 13,5 16.2 
5 13.2 16.5 19.8 


3 . 冰山 运输 过 程 中 的 融化 速率 ( 米 / 天 ). 指 在 冰山 与 海水 
接触 处 每 天 咒 化 的 深度 , 融化 速率 除 与 船 速 有 关外 , 还 和 运输 过 
程 中 冰山 到 达 处 与 南极 的 距离 有 关 , 这 是 由 于 冰 负 要 从 南极 运 条 
赤道 附近 的 缘故 . 

表 4-3 融化 速率 ( 米 “ 天 ) 


与 南极 距离 
3 i 千 六 ) 0 1000 > 4000 
{十 米 ”中 时 ) 
1 0 0.1 0.3 
3 0 0.15 0.45 
5 0 0.2 0.6 


建立 模型 的 目的 是 选择 拖 船 的 船型 和 船 速 , 使 冰山 到 过目 的 
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中 后 ,可 得 到 的 每 立方 米 水 所 花 的 费用 最 低 , 并 与 海水 淡化 的 费 
出 相 比较 . 根据 建 模 且 的 和 搜集 到 的 有 限 的 资料 , 需要 作 如 下 的 
简化 假设 . 

模型 假设 

1 , 扼 船 航行 过 程 中 船 速 不 变 ， 航 行 不 考虑 天 和气 党 任 何 因素 
的 影响 . 总 航行 距离 9600 千 米 ， 

2 . 冰山 形状 为 球形 , 球面 各 点 的 咒 化 速率 相同 . 

3 . 冰山 到 达 日 的 地 后 , 工 立 方 米 冰 可 融化 成 0.85 立方 米 水 . 

模型 构成 ”首先 需要 知道 冰山 体积 在 运输 过 程 中 的 变化 情况 ， 
然后 是 计算 航行 中 的 燃料 消耗 ， 由 此 可 以 算出 到 达 日 的 地 后 的 六 
出 体积 和 运费 . 在 计算 过 程 中 需要 根据 搜集 到 的 数据 拟 售 出 经 验 
A 异型 构成 可 分 为 以 下 几 步 . 

. 冰山 体积 的 变化 

根据 候 2 先 确 定 冰 山 球面 半径 融化 速率 的 变化 , 就 可 以 得 
到 冰山 体积 的 变化 规律 . 

记 水 吊 球 面 半径 融化 速率 为 r( 米 /天 ), 船 速 为 ul 二 米 /小 
时 ), 拖 船 与 南极 距离 为 1( 千 米 ). 根据 表 4 一 3 中 融化 速率 的 数 
据 , 叮 设 7 是 船 速 4 的 线性 函数 , 且 当 0 1s 4000( 千 米 ) 时 + 与 i 
成 正比 , 测 当 1>4000( 干 米 ) 时 + 与 1 无 关 , 这 可 以 解释 为 
0 发 4000( 千 米 ) 相当 于 从 南极 到 赤道 以 南 , 海水 温度 随 / 增 
加 而 上 上升 , 使 融化 速率 + 也 随 1 的 增加 而 变 太 , 而 1> 4000 { 千 米 ) 
后 海水 温度 变化 较 小 , 可 以 忽略 ， 接 照 这 个 分 析 可 设 


et 


l 
a ll+bu), 71>4000 (1) 


其 中 a,、wt .上 5 为 待定 参数 . 利用 表 4 一 3 所 给 数据 前 定 出 
a=5x10.5, 8,=0.2,5=0.4 (2) 
读者 可 从 (1) 、 (2) 式 计算 融化 速率 " , 与 表 4 一 3 的 实际 值 比较 . 
当 拖 船 从 南极 出 发 航行 第 :天 时 , 与 南极 距离 为 
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i=24ut (3) 
记 第 上 天 冰山 球面 半径 融化 速率 为 mn , 将 (2)、(3) 代 入 {1) 式 得 


1.2x 10 (1+0.4u)t, 0<1< -Ge 
r= {4) 
| 0.2 (140.4u) ,1> 000 
6 
记 第 上 天 冰 上 出 平 径 为 R,, 体积 为 上, 虽 
R=R—rt . (5) 
六 = 和 R: (6) 


其 中 R,。、[ 为 从 南极 启运 时 冰山 的 初始 半径 和 体 副 . 由 (14) 一 
(6 ) 式 可 知 冰 册 I 体积 是 船 速 #、 初始 体积 凡 和 航行 天 数 上 的 国 数 ， 
记 作 V (un, ,1) | 


3 3 
V (a Vt)= | 2 加 (7) 


4 
其 中 + 由 (4) 式 表示 . 
2 . 燃料 消耗 的 变化 
分 析 表 4 一 2 给 出 的 燃料 消耗 (英镑 “于 米 ， 记 作 了 ) 的 数据 
吕 以 看 出 ,了 对 船 速 u 和 冰山 体积 的 对 数 logwo 了 均 按 线性 关系 
变化 , 所 以 可 设 


g=¢ (ut elogyor tt ec,) (8) 
其 中 cc 为 待定 参数 .利用 表 4 一 2 所 给 数据 可 以 确定 
c=0.3.c=6,c=—1 (9) 


由 17) 一 人 9) 式 可 将 拖 船 航行 第 1 天 的 燃料 消耗 记 作 gq (nu， 
,1) (英镑 /天 ), 且 有 
gtu, Vo 7)=24ur cut+ es)logoTV (lu, Vo, 1)+ el 
一 了 .2 {ut+ sos 等 ( -1)- | C10) 
I04 


3 , 适 送 六 出 的 费用 
费用 由 拖 船 的 租金 和 燃料 消耗 两 部 分 组 成 . 由 表 4 一 1 知 船 
的 日 租金 取决 于 船型 , 即 最 大 运 量 ,相当 于 冰山 的 初始 体积 从 ， 
记 日 租金 为 六 (F). 叉 因 为 尝 船 速 为 &[ 了 手 米 7 小时) 时 冰山 拯 达 
目的 地 所 需 的 天 数 为 
9600 400 
d= 24w (11) 


Hf 


所 以 租金 费用 为/ (Yo) 而 整个 航行 过 程 的 燃料 消耗 应 为 


gqg (us 1) . 玖 总 费用 ( 记 作 Sn, VV) ) 为 


一 1 


0 


SC VIAT) + gu mn 02) 


其 中 产 (了 ) 由 表 4 一 1 的 一 组 数据 给 出 :0 (4 » + 上 由 (4) » {10) 
4 . 冰山 运 抵 目 的 地 后 可 获得 的 水 的 体积 
因为 冰 田 抵 呈 的 地 后 的 体积 为 (由 (7) 式 ) 


3 3 
V (uy, Vd)= 竺 ( | 2 cd {13 


其 中 4 由 (11) 式 给 出 . 记 获 得 水 的 体积 为 WCu, V6), 注意 到 
假设 3 并 以 (4) 式 代 人 (13), 可 得 


3 3 
wo po0-085 竺 | 到 -020+0403 | 
3 4 i 


(14) 


5 . 每 立方 米 水 所 需 费用 
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Hitl2)、(14) 式 六 出 运 抵 目 的 上 屿 后 获得 每 立方 米 水 的 费用 
5 显然 为 


5 = (15) 

我 们 去 选择 和 胎 速 # 和 六 山 初 始 体 积 所 ( 相 当 于 船型 ) , 使 费用 5 
最 小 . 

模型 求解 ”虽然 这 个 模型 归结 为 求 也 数 S Cw ,VF ) 的 极 值 问 
题 , 但 是 由 于 表达 式 较 复杂 ((15) 式 中 S(tw, 瑟 ) 由 (4)、(010)、 
112) 式 确定 ] . 很 难 用 微分 法 求解 . 同时 , 实际 上 船 束 w 只 有 3 
种 选择 的 可 能 , 且 = 1 ,3 ,5( 千 米 /小 时 ) ,冰山 初始 体积 凡 
也 只 有 3 种 选择 , 即 所 =5x 1 ,107, 10: { 米 ;) ,相当 于 小 、 
中 、 大 3 种 船型 . 所 以 可 采用 枚 举 洁 计算 ,比较 出 最 优 方案 ， 

计算 结果 是 , 当 #=5{ 下 米 7/ 小时), [=108( 米 ;), 即 程 
用 天 型 船 时 费用 5 最低 , 约 为 0.055 英 栈 . 

结果 分 析 ”得 到 的 结果 虽然 小 于 海水 淡化 的 费用 (每 立方 米 
0.1 英镑 ) , 世 是 模型 中 未 车 起 影响 航行 的 种 种 不 利 央 素 , 会 拖 长 
航行 时 间 致 使 冰山 抵达 百 指 地 过 的 体积 显 普 地 小 于 模型 中 的 
Vn, WG). 并 且 没 有 计算 空 船 费 等 其 他 费用 . 专家 们 认为 ， 
只 有 有 当 肌 这 个 模型 计算 内 来 的 费用 显 革 地 小 于 竹 水 淡化 的 费用 寺 
( 壁 如 小 -个 数量 级 ) , 才 有 理 册 考虑 采用 冰山 运输 的 办法 获得 淡 
水 ， 

评注 “这 个 模型 的 思路 是 简单 的 , 建 模 方法 有 两 点 值得 注意 . 
一 大 根据 有 限 的 数据 ( 表 4-2, 表 4 一 3 建立 了 上 经验 会 式 (1)， 
12) 和 (8&8), (9) ,为 整 休 计 算 过 程 氟 供 了 基 珊 ;  : 居 假 定 冰 出 时 
感 形 , 简化 了 计算 . 污 普 可 以 考虑 , 如 果 假 定 冰 山 为 共 他 形状 ， 
如 正太 彤 , 结果 寿 何 不同 . 


习 题 


1 , 在 存 驻 梧 型 (4.1 和 4.2 节 ) 的 总 费用 中 增加 购买 货物 不 身 的 费用 ,下 
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新 确定 最 优 订 质 周 期 和 订货 批 最 .证明 在 不 公主 读 货 模型 中 结果 与 原来 的 
- 拌 ,而 村 允许 缺 货 模 型 中 最 优 订 货 周 期 和 订货 批量 都 比 原来 结果 减 小 ， 

2 . 建立 不 守 许 缺 货 的 生产 销售 存 炉 模型 . 设 生 产 速 率 为 常数 上 , 销售 速 
率 为 常数 /,k>+ ,在 每 个 生产 周期 下 内 ,着 始 的 一段 时 间 (0< tg To) 一边 
生产 一 边 销 售 , 后 来 的 一 段 时 间 (元 <1) 具 和 销售 不 年 产 .用 存量 《0 本 
变化 如 图 4 一 6 所 示 , 设 答 次 生产 开 古 费 为 6 ， 章 位 时 间 每 件 产品 由 存 费 为 
,以 总 费用 不 小 为 准则 确定 最 优 周 期 了 . 讨论 站 >>r 的 情况 . 


4 


| 
| 
| 
了 
0 TT, 人 T E 


齐 4 一 6 


3 . 在 森林 救火 模型 (4.3 节 JI 上 , 如果 导 虑 玫 防 队员 的 灭火 速度 对 与 开 
始 落 淡 时 的 火势 六 有关 . 试 殷 设 一 个 合理 的 图 数 关 条 , 重新 求解 质 型 . 

4 ,在 最 估价 格 模 型 (4.4 征 ) 中 , 如 果 考 虑 到 成 本 中 随 着 产 唱 x 的 增加 
而 降低 , 试 作出 合理 的 假 恋 , 重新 求解 模型 . 

5 ,在 考虑 最 优 价 格 问 题 时 设 销售 期 为 下 ， 由 于 次 旧 的 损耗 , 成 本 g 随 
时 间 增 长 , 设 4=go+ i, 为 增长 率 . 又 设 单位 时 间 的 销售 妊 为 x=a- 如 亿 
为 价格 ) , 令 将 销售 期 分 为 0 雪上 [ 委 工 半 和 了 了 < 过 工商 舱 ,每 段 的 价格 固定 ， 
记 作 Pi . P; . 求 p, .ps 的 最 优 值 使 销售 期 内 的 总 利润 最 大 . 如 果 雪 求 销售 期 
本 内 的 总 伪 最 为 0 , 再 求 p, , p; 的 最 优 值 . 

6 .在 消费 者 的 选择 模型 中 (4.6 节 )， 

全 证 明 若 条件 事 成 立 , 则 条 件 4 成 间 . 

各 验证 3】 {5). 00] 式 给 出 的 效用 明 数 是 否 满 中 条件 B8 或 4 . 

名 苦 铺 费 者 的 效用 函数 为 休 ) 式 , 求 最 优 比 例 pygq1:pg;: 于 分 析 参 数 4、 
上 的 意 闵 . 

全 戎 商品 甲 的 价格 pi 增加 , 其 余 条 件 不 变 ， 讨 论 消 费 者 均衡 状态 的 变 
化 . 

筷 若 消 费 者 购买 商品 的 钱 s 增加 ,其余 条 件 不 变 , 讨论 消费 者 均衡 状态 
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沪 : 推广 到 消费 将 购买 下 (> 2 ) 种 商品 的 情 说 . 

*7 .要 在 钙 中 大 -- 处 沿 直 线 走 到 另 一 处 , 南 速 是 常数 用 方向 不 变 . 试 建 
下- :个 模型 计 论 是 否 走 得 越 快 , 淋 南 量 才 越 少 ， 

1; 和 将 入 体 简化 为 长 方 柱 , 表面 积 之 比 为 前 : 伍 : 顶 =1 ;a:b ,总 面积 为 
5 . 设 大 沿 x 轴 方 问 行走 , 巡 译 向 最 表 为 (vy ,0,0),v>0, 而 雨 速 辣 量 表 为 
fa) ;行走 距离 为 1 和 写 出 淋 击 量 的 表达 式 ， 

芋 . 州 图 彤 法 说 明 在 什么 情 说 卡 赴 得 赵 快 淋 十 量 越 少 , 在 什么 情况 下 则 
不 是 这 样 恒 ， 

* ,由己 两 公司 通过 广告 来 竞争 销售 商品 的 数 划 ,广告 费 分 别 是 和 1) . 
设 由 乙 公 司 商 蝇 的 售 量 在 其 公司 总 售 量 中 虑 的 份额 ,是 它们 的 广告 费 在 部 


, 所 
广告 费 中 所 占 份 额 的 函数 /A x | 和 和 | 
2 


于 十 了 


) 又 设 公 司 的 收入 与 悍 
+p 
量 成 正比 ,从 收入 中 科 除 广告 费 后 即 为 公司 的 利润 .试用 图 形 革 建 模 , 讨论 
甲 公司 怎样 确 宝 广 告 费 才能 使 利润 最 大 ， 


全 , 则 六 人 +FGL -人 =1. 画 出 广 站 的 示意 图 ， 


2 革 出 甲 公 司 利润 的 表达 这 P(x). 对 于 -一定 的 ?> ,使 Plx) 最 大 的 x 的 
最 优 信 应 满足 什么 关系 . 出 图 解法 确定 这 个 形 优 值 叫 . 

好 . 人 行走 轩 作 的 务 是 抬 高 人 体重 心 所 需 势 能 与 两 腿 运 动 所 需 砚 能 之 
和 . 试 建立 模型 讨论 在 作 功 最 小 的 准则 下 每 秒 走 几 砂 (匀速 行走 ) 最 合适 . 

汇 设 腾 长 1 步 长 5 ， 证 明 人 体重 心 在 行走 时 升 蜗 5s /81(s < 中). 

至 将 腿 看 作 均 与 丰 杆 ,行走 看 作 限 绕 厌 部 的 转动 . 设 妥 的 质量 x, 行走 
速度 ，, 证 明 单 位 时 间 所 震动 能 为 meviw6s . 


译 设 人 体质 量 M , 证 明 在 速度 ,一 -定时 每 秒 行走 no 一 ) -2 和 《( 步 ) 作 


功 最 小 . 实际 上 ， 站 = 4 ,ps1( 米 ) ,分 析 这 个 结果 合理 吗 . 
拉 将 立 的 假设 修改 为 : 验 的 质 时 集中 在 脚 部 , 行走 看 作 脚 的 直线 运动 . 
还 明 结果 应 为 0= 2 ( 步 ) .分 析 这 个 结果 是 省 更 合理 !8L . 
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*10 . 观察 鱼 在 水 中 的 运动 发 现 , 它 不 是 水 平 游 动 , 而 是 突 发 性 趣 、 名 
贞 状 地 向 上 游 动 和 向 下 清 行 , 可 以 认为 这 是 在 长 期 进化 过 程 中 鱼 类 选择 区 
消耗 能 量 最 小 的 运动 方式 . 

所 设 鱼 总 是 以 常 速 "运动 , 鱼 在 水 中 稳重 w ,向 下 滑行 时 的 阻力 是 w 在 
运动 方向 的 分 力 ; 向 上 游 动 时 所 需 的 力 是 w 在 运动 方向 分 力 与 游 动 所 受 取 
力 之 和 , 而 游 动 的 阻力 是 滑行 阻力 的 上 倍 . 水 平方 向 游 动 时 的 阴 访 也 是 滑 力 
阻力 的 大 倍 . 写 出 这 些 力 . 


含 证 明 当 鱼 要 从 站 点 发 过 处 于 同 7 
-< 水平线 上 的 中 点 时 ( 见 儿 4 一 7), 浴 
折线 4C8 运动 消耗 的 能 忆 与 说 水 平 4 有 


线 45 运动 消耗 的 能 昌之 比 为 (向 下 请 


和 不 大 SinX 二 sin 月 
行 不 消耗 能 量 ) Ki (+ 图 4 一 了 


岛 撕 实 际 观察 tgxs0.2 , 试 对 不 回 的 大 值 人 .5,2,3) ,根据 消 耗 能 量 
最 小 的 准则 知 计 最 佳 的 有 情 辐 . 
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第 5 章 微分 方程 建 模 (动态 模型 ) 


当 我 们 描述 实际 对 象 的 某 些 特性 随时 间 {或 空间 } 而 演变 的 
过 程 ， 分 析 它 的 变化 规律 ， 厦 测 它 的 未 来 性 态 时 , 通常 要 建立 对 
象 的 动态 模型 . 建 模 时 首先 要 根据 建 模 目 的 和 对 门 题 的 有 具体 分 析 
作出 简化 假设 , 然后 按照 对 象 内 在 的 或 可 以 类 比 的 其 他 对 象 的 区 
入 到 出 微分 方 积 , 求 出 方程 的 解 并 将 结果 釉 译 回 实 际 对 象 ， 就 可 
以 进行 描述 、 分 析 或 预测 了 .我们 在 1.4 贞 建 立 的 大 口 指 数 增长 
模型 和 阳 滞 增长 模型 , 大致 就 是 这 个 过 程 . 

事实 上 在 徽 分 广 程 课程 由 , 解 所 谓 应 用 题 时 我 们 已 经 过 到 简 
单 的 建立 动态 懂 型 问题 , 例如 “ -质量 为 加 的 物体 自 高 及 处 自由 
下 落 ,初速 是 零 , 设 阻 力 与 下 荡 术 度 的 平方 成 正比 ， 比例 系数 为 
, 求 下 荡 速 度 随 时 间 的 变化 规律 . ”多 妈 “容器 内 有 100 公升 扰 
本 ;内 含 10 干 克 盐 ， 今 以 每 分 钟 3 公开 的 速度 从 - 管 放 进 净 水 ， 
以 每 分 钟 2 公升 的 速度 从 男 - - 管 抽出 盐水 , 疏 窜 器 内 盐水 荡 度 始 
终 是 均匀 的 , 求 容器 办 含 其 量 随 时 间 变 化 的 规律 .” 本章 讨 论 的 
动态 模型 与 这 些 问题 的 主要 区 别 是 ,所谓 微 分 方程 应 用 题 大 多 是 物 
理 或 几何 方面 的 典型 问题 ,假设 条 件 蕊 经 给 出 , 只 顷 用 数学 符号 
将 已 知 旨 律 表 示 出 来 , 即 可 列 出 方程 , 求解 的 结果 就 是 问题 的 答 
案 , 答案 是 唯 -- 的 ,已 经 确定 的 ,而 本 意 的 模型 主要 是 韭 物理 领 
域 的 实际 问题 , 要 分 析 上 其 体 情况 成 进行 类 比 才能 给 出 假设 条 件 . 
作出 不 同 的 假设 , 就 得 到 不 同 的 方程 , 所 以 是 捉 先 没有 答案 的 ， 
求解 结果 还 要 用 来 解释 实际 现象 并 赚 受 检验 ， 


5.1 传染 病 模 型 


随 着 卫生 设施 的 改善 .医疗 水 平 的 提高 以 及 人 类 文明 的 不 断 
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发 展 , 诸如 霍乱 、 天 花 等 曾经 肆 虚 全 球 的 传染 性 疾病 已 经 得 到 有 
获 的 控制 , 但 是 在 世界 移 某 些 地 区 , 特别 是 贫穷 的 发 展 中 国家 ， 
还 不 时 出 现 传 染病 流行 的 情况 . 与 比 同时 , 一 种 更 为 险恶 的 传染 
病 一 爱 洲 病 , 则 跨国 越界 在 既 包 括 发 达 国 家 也 也 括 发 展 中 国家 
的 更 大 范围 内 蔓延 . 长 期 以 来 , 建立 传染 病 的 数学 檬 型 米 摘 述 传 
染病 的 传播 过 程 , 分 析 受 感染 人 人 数 的 变化 规律 , 预报 传染 病 高 蹇 
的 到 来 等 等 , 一 直 是 各 国有 关 专 家 和 定员 关 社 的 课题 . 

人 人 和 们 不 可 能 去 做 传染 病 传播 的 试验 以 获取 数据 ,从 医 闻 卫生 
部 门 得 到 的 资料 也 是 不 完全 和 不 充分 的 , 所 以 通常 十 要 是 依据 机 
理 分 析 的 方法 建立 模型 . 

不 同类 型 传染 病 的 传播 过 程 有 其 各 自 不 同 的 特点 , 弄 清 这 些 
特点 需要 相当 多 的 病理 知识 , 这 里 不 可 能 从 医学 的 角度 一 一 分 析 
各 种 传染 病 的 传播 , 而 只 是 按照 一 般 的 传播 机 理 建立 几 种 模 
型 [9， I0 ,24 , 

为 简单 起 见 本 节 慨 定 , 在 疾病 传播 期 内 所 考察 地 区 的 总 人 数 
NN 不 变 , 既 不 考虑 生死 , 也 不 考虑 迁移 . 并 且 时 间 以 天 为 计量 单 
位 . 

模型 T(SI 模型 ) 假设 条 件 为 

1 . 人 和 群 分 为 易 感 染 者 (Susceptible) 和 已 感染 者 (Tnfective) 
两 类 ( 取 两 个 词 的 第 1 个 字母 , 称 之 为 SI 模型 ). 以 下 简称 健康 
者 和 病人 . 时 肇 上 + 这 两 类 人 在 总 人 数 中 所 占 的 比例 分 别 记 人 必 
s (7) (rt). 

2 . 每 个 病人 每 天 有 效 接触 的 平均 人 数 是 常数 4 ,7 称 日 接触 
率 . 当 病 人 与 健康 者 有 效 接触 时 , 使 健康 者 受 感染 变 为 病人 . 

根据 假设 , 每 个 病人 每 天 可 使 is (7) 个 健康 者 变 为 病人 , 因 
为 病人 数 为 Ni(1) , 所 以 每 天 共有 XNs (7) i(7) 个 健康 者 被 感染 ， 
于 是 ANsi 就 是 病人 数 Ni 的 增加 率 , 即 有 

di 


Nr = Aast (1) 
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又 因为 
s(t)+i(t)=1 (2) 
再 记 初始 时 刻 (= 0) 病 大 的 比例 为 | 
全 =Ai(1 0) 
1(0) 二 记 
方程 (3) 是 1.4 节 中 出 现 过 的 Logistic 模型 , 它 的 解 为 


] (4) 
1+( 二 1) 


(3) 


Oi 
1 EE 
dr 
ba 
172H 一 一 | 
| 
| | 
下 | | 
0 一 六 2 173 1 i 
1 .1~ 1 曲线 2. 时 一 i 骨 纵 
图 5 一 1 
由 (3)、(4) 式 及 图 5 一 [可知 ,第 一 , 当 i=1 有 2 时 由 达 


到 茹 大 人 ( 蕊 ) ， 这 个 时 为 


-im (二 1) (5) 
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这 时 病人 增加 得 最 快 ， 预示 着 传染 病 高 翻 的 到 来 ， 是 医疗 卫生 部 
门 关注 的 时 刻 .六 与 4 成 反比 , 因为 日 接触 率 4 表示 该 最 区 的 卫 
生 水 平 ,2 越 小 卫生 水 平 越 高 . 所 以 改善 保健 设施 、 提 高 卫生 水 
平 可 以 推迟 传染 病 高 潮 的 到 来 , 第 二 , 雪上 一 zw 于 i 1, 即 所 
有 人 终 将 被 传染 , 全 变 为 病人 , 这 显然 不 符合 实际 情况 . 其 原因 
是 模型 中 设 有 考虑 到 病人 可 以 答 愈 ,人群 中 的 健康 者 只 能 变 成 病 
上 人， 病人 不 会 再 变 成 健康 者 . 

为 了 修正 上 述 结果 必须 重新 考虑 模型 的 假设 , 下面 两 个 模型 
中 我 们 讨论 病人 可 以 治愈 的 情况 . 

模型 I (SIS 模型 ) 有 些 传染 病 如 伤风 、 撞 疾 等 愈 后 免 摧 力 
很 低 , 可 以 假定 无 免疫 性 ,于 是 病人 被 治愈 后 变 成 健康 者 ,健康 
者 还 可 以 被 感染 再 变 成 病人 , 所 以 这 个 模型 称 SIS 模型 . 

SIS 模 玖 的 假设 条 件 1. 2 与 8I 模型 相同 , 增加 的 条 件 为 

3 .病人 每 天 被 治愈 的 占 病人 总 数 的 比例 为 上 ; 称 为 日 治愈 
率 . 病人 治愈 后 成 为 仍 可 被 感染 的 健康 者 . 显然 1 /4 是 这 种 传染 
病 的 平均 传染 期 . 

不 难看 出 , 考虑 到 假设 3 , SI 模型 的 (1) 式 应 修正 为 


N 全 — ZNsi— uNi (6) 
(2) 式 不 变 , 于 是 (3 ) 式 应 改 为 
di 
[ -ar =4i(l 站 一 应 中 


i(0)]=i 
方程 (7 ) 的 解 可 表 为 


[ + 1 1 — ta- ! - 
| | 坟 +( i A } | 7 
-! 
Gt) , 4 
to 
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(8) 


T= A (9 } 
注意 到 1 和 1 工 六 的 含 交 ,可 知 6 十 一 个 传染 期 内 每 个 病 入 有 效 接 
触 的 平均 天 数 , 称 接触 数 . 四 48) 、(9) 式 容易 得 到 , 当 上 一 上 
时 

1 ,or>l 
re 0 (10) 


01 
椒 据 (8) 一 0) 式 可 以 加 内 站 7) 一 1 的 图 形 { 图 55-2). 


1 .51 时 光山 线 2 .5 和 [有 时 1 一 了 曲线 
图 5 一 2 
接触 数 r= 1 是 一 个 阅 值 . 涩 o<1 时 病人 比例 i (1) 越 米 越 
小 .最终 趋 于 零 , 这 是 自 于 传染 期 内 经 有 效 接触 从 而 使 健康 省 变 
成 的 病人 数 不 超过 原来 病人 数 的 缘 玖 ; 当 o> 1 时 i 让 的 增 减 性 


取决 十 的 大 小 ( 见 图 5 一 2) ,但 其 极限 慎 i(o0 )=1 一 一 随 c 


的 增加 而 增加 {《 试 从 的 含 又 给 以 解释 ) ， 

SI 模型 可 视 为 本 模型 的 特例 . 请 读者 落 虑 它 宜 当 于 本 模型 中 
A 或 6 时 何 值 的 情况 

模型 (SIR 模型 ) 大 多 数 传染 病 如 天 花 流感. 肝炎 、 克 
阁 等 治愈 后 均 有 很 强 的 免疫 力 , 所 以 病 愈 的 人 既 非 健康 者 ( 易 惑 
染 者 ) , 也 非 病人 (已 感染 者 ) , 他们 已 经 退出 传染 系统 . 这 种 情 
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襄 下 的 模型 假设 条 件 为 

1 . 人 群 分 为 健康 者 , 病人 和 病 盒 免疫 的 移出 者 (Removed) 
二 类, 称 SIR 模型 . 三 类 大 在 总 大 数 NN 中 占 的 比例 分 别 记 作 
st、 ED 和 7 ， 

2. 病人 的 日 接触 率 为 2, 日 治愈 率 为 jy{( 与 SL 模型 相同 )， 
传染 期 接触 数 为 go= A . 


由 条 件 1 显然 有 
Sft)+ift) 二 rt 一 {11) 
根据 条 件 2 方 程 (6) 仍 成 立 . 对 于 病人 钝 免 疫 的 移出 者 而 言 应 有 
.dr , 
Nr =nNi (12) 


再 记 初 始 时 刻 的 健康 者 和 病人 的 比例 分 别 是 mw{>0) 和 六 (>0) 
(不 候 设 移出 者 的 初始 值 m=01, 则 由 (6).(I11) .112) 式 ,SIR 
模型 的 方程 可 以 写作 


a 

dr SE 

ds ，， 

dr 一 Asi (13) 


i{0)=i, 5(0)= so 
方程 (C13) 无 法 求 出 s (7) 和 i(7) 的 解析 解 , 我 们 转 到 相 平 面 s ~ i 
上 来 讨论 解 的 性 质 . 相 轨 线 的 定 久 域 (4s, ie 万 应 为 


D={(s, |s20,i20,s+ig1} (14) 
在 方程 (13) 中 消去 dt 并 注意 到 ce 的 定 关 (9) ,可 得 
型 -_L _i 
| ds os (15) 
i =io 
容易 求 出 方程 (15 ) 的 解 为 
i=(s0+ i)—s— 去 四 补 (16) 
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在 定义 域 DD 内, (16 ) 式 表示 的 曲线 即 为 相 轨 线 , 如 图 5 一 3 所 示 ， 
其 中 稍 头 表示 了 随 着 时 间 1 的 增加 s (1) 和 i{7) 的 变化 趋向 . 

下 面 航 据 (13)、(16) 式 
和 图 5 一 3 分 析 1 一 oo 时 
SO 世人 所 和 夫人 的 变化 情况 
【它们 的 航 了 很 值 分 别 记 作 "， i, 
和 和 r+, ). 

1 . 不 论 初 始 条 件 % ,六 如 
何 , 病人 终 将 消失 , 即 

已 = (17) | 

共 证 女 如 下 ， 2 ss l/s 1 


一 :0 s 
首先 ,由 (13)， 平 <<0 ， 图 5 一 3 SIR 模型 的 相 匀 线 


而 s(1) >0, 故 s， 存在 ; 由 (12)， 于 >0， 而 r (1)< 1 故 六 


存在 ; 再 由 (11) 知 i 存在 ， 
其 次 , 涛 i=e>0, 则 由 (12), 对 于 充分 大 的 1 有 
于 >n 二 5 ， 这 将 导致 mx= om， 与 rs 存在 相 矛 盾 


从 图 形 上 看 ,不论 相 轨 线 从 己 或 从 PP, 点 出 发 , 它 终 将 与 % 
轴 根 区 . 
2 , 蝶 终 未 被 感染 的 健康 者 的 比例 是 9 , 在 (15) 式 中 邻 i=0 
得 到 , +, 是 方程 
0 十 记 一 4 ns = 人 0 (18) 
全 3 
在 {0 ,1/o) 内 的 单 根 . 在 图 形 上 s, 是 相 轩 线 与 s 轴 在 (0 ,1/o) 
内 交点 的 横 坐 标 . 
3 . 苦 5>17a, 则 i) 先 增加 , 当 s5= 1/5 时 ,i(1) 达 到 最 大 
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值 志 =% 十 页 一 二 {1+lnco)] ,然后 六 切 减 小 且 趋 于 零 . 5 (7) 则 


单调 减 小 夺 9 . 如 图 5 一 3 中 由 Pi (5 ; ao) 出 发 的 轨 线 . 

4. 苦 5 所 176 ,; 则 i(z) 单 调 减 小 至 零 ,s (单调 减 小 至 s,. 
如 图 中 由 P fm ;与 ) 出 发 的 轨 线 . (3 ,4 的 证 明 留 作 习 是 1 ) . 

可 以 看 出 . 如 果 仅 当 病 人 比例 i( 站 有 一 段 增 长 的 时 期 首 认 为 
传染 病 在 蔓延 , 那么 Ta 是 一 个 阅 值 , 当 m> 1 ( 即 c>1xs) 
时 传染 病 就 会 蔓延 . 而 减 小 传染 期 接 扣 数 c , 好 提 高 阅 值 1 ， 
使 得 5 < 170 ( 序 ag 15) ,传染 病 就 不 会 草 延 (健康 者 比例 的 初 
始 值 % 是 一 定 的 , 通常 可 认为 % 兰 1) . 我 们 注意 到 在 5= 4 中 ， 
人 们 的 卫生 水 平 越 高 ,日 接触 率 1 越 小 ; 医疗 水 平 越 尚 , 日 治愈 
率 凡 越 大 ,和 王 是 c 越 小 , 所 以 提高 卫生 水 平和 医疗 水 平 有 助 于 控 
制 传染 病 的 蔓延 . 

从 另 一 方面 看 , 0s= Ns， 1 是 传染 期 内 -个 病人 传染 的 健 
中 者 的 平均 数 , 称 为 变换 数 , 其 含义 是 - -个 病人 被 as 个 健康 者 
变换, 所 以 当 s 志 1A6e, 即 ogo&1 科 , 必 有 os 1, 杂 然 交换 数 
不 超过 1 , 病人 比例 i (1) 绝 不 会 增加 ,传染 病 不 会 葛 延 . 

我 们 和 看 到 在 STR 模型 中 接触 数 o 是 一 个 重要 参数 , o 可 以 由 
实际 数据 估计 , 因为 病人 比例 的 初始 值 六 通常 很 小 , 在 (18) 式 
中 咯 去 i, 可 得 


j= 了 (19) 


于 是 当 传 染病 结束 而 获得 % 和 s, 以 后 ,由 (19) 式 能 算出 o. 另 
外 ,对 血样 作 免 疝 检 验 世 可 以 根据 对 检验 无 反应 和 有 反应, 估计 
出 5 和 5s ,然后 计算 o. . 

模型 验证 ”本 世纪 初 在 印度 孟买 发 生 的 .~ 次 疯 疫 中 几乎 所 有 
病人 都 死亡 了 . 死亡 相当 于 移出 传染 系统 , 有 关 部 门 记录 了 每 天 


移出 者 的 人 数 , 即 有 了 时 的 实际 数据 , Kermack 等 人 用 这 组 


Ti 


数据 对 SIR 模型 作 了 验证 . 
首先 , 由 方程 (11)、(13), 可 以 得 到 (习题 2 ) 
Ss{f)}=soe (20) 
全 一 此 (一 r 一 人 6) (21) 
于 1Ac 佬 , 取 (21) 式 右 端 e- "人 台 劳 展开 的 前 3 项 ,在 初始 慎 
为 = 站 下 的 和解 为 


+(1)= 一 二 ee-orma( 澡 -9 (22) 
和 : 


其 中 一 (500 一 125009? the 一 . 从 (22 ) 式 容易 算 
出 


dr 如 -县 (23) 
di yz 2 ) 
so” Ch 3 一 


然后 取 定 参数 .so 等 ， 画 
出 (23 ) 式 的 图 形 , 如 图 5 一 4 中 
的 曲线 , 实际 数据 在 图 中 用 加 点 
表示 , 可 以 看 出 , 理论 曲线 与 实 
际 数据 吻合 得 相当 不 错 . 

在 本 节 的 最 后 , 介绍 SIR 模 
型 的 两 个 应 用 . 

被 传染 比例 的 估计 在 --- 次 
传染 病 的 传 蕃 过 程 中 . 被 传染 人 
数 的 比例 是 健康 者 人 数 比 例 的 初 
始 值 5 与 i 一 上 的 极限 俏 s 天 5 一 4 STR 壕 型 的 蛙 论 曲线 
之 赣 . 记 作 x, 即 与 实际 数据 
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站 二 而 一 3w (24) 


假定 i 很 小 , so 接近 于 1, 出 (18) 式 可 得 


+ 二 (一 去 (25) 
o so 
肥 对 数 立 数 台 劳 展开 的 前 两 项 有 
*(1- 去 - 2 )=° (26) 
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记 s= 二 +5 ,5 可 视 为 该 地 区 人 口 比 例 超过 阔 值 1/5 的 部 分 . 


当 5<< 1 时 (26) 式 给 出 
zsp (二 )=2 (27) 


这 个 结果 表明 , 被 传染 大 数 比 例 约 为 5 的 2 们 ,对 -~ 种 传染 
病 , 当 读 地 区 的 卫生 和 医疗 水 平 不 变 , 即 ec 不 变 时 , 这 个 比例 就 
不 会 改变 . 而 当 闹 值 1/o 提高 时 ,6 减 小 ,于 是 这 个 比 撞 就 会 隆 
低 ， 

群体 免疫 和 预防 ”根据 对 SIR 模型 的 分 析 , 当 员 过 16 时 传 
染病 不 会 蔓延 . 所 以 为 制 直 草 延 , 除了 提高 卫生 和 医疗 水 平 , 使 
装 值 Le 变 大 以 外 ， 另 一 个 途径 是 降低 % , 这 可 以 通过 鉴 如 预防 
接种 使 群体 免疫 的 办 法 做 到 . 

忽略 病人 比例 的 禄 始 值 站 , 有 m = 工 一 六 .于 是 传染 病 不 会 草 
延 的 条 件 s% 芝 1va 可 以 表 为 

1 一 1 {28) 
位 
这 就 是 说 , 只 要 通过 群体 免疫 使 初始 时 刻 的 移出 者 比例 ( 即 免疫 
者 比例 满足 (28 ) 式 ， 就 可 以 制 正 传 桨 病 的 营 延 . 
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这 种 办 站 生效 的 前 提 条 件 是 免疫 者 要 均匀 分 布 在 全 体 人 口中 ， 
实际 上 这 是 很 难 做 到 的 . 据 估 计 在 印度 等 国 天 花 传 染病 的 接触 数 
0 一 5, 由 (28) 式 至 少 要 有 80% 的 人 接受 免疫 才 行 . 撕 世 界 卫 生 
组 织 报告 , 即使 花费 大 量 资金 提高 六 , 也 因 很 难 睹 到 免疫 者 的 均 
分 分 布 ,化 得 天 花 直到 1977 祭 才 在 爹 世 界 和 根除 . 而 有 些 传染 病 
的 go 更 高 ,根除 就 网 加 困难 . 


5.2 经 济 增 长 模型 


发 展 经 济 . 增加 生产 有 两 个 重要 因素 ,一 是 增加 投资 { 扩 大 
厂房 , 购 闫 设备 , 技术 革新 等 ),_ :是 雇 开 更 多 的 工人 . 恰当 调节 
投资 谱 长 和 劳动 力 增长 的 甘 系 ,使 增加 拘 产 量 不 至 被 劳动 力 的 增 
长 抵消 , 劳动 生产 率 二 能 不 断 提 高 ,本 节 通 过 介绍 一 个 摘 述 生 
产量 , 劳动 力 和 投资 之 间 变化 规律 的 模型 , 来 讨论 这 些 问 题 5521 . 

1 . 道格拉斯 {Douglas ) 生 产 函 数 

语 O01) .友人 (和 天 (分 别 表示 某 -地 区 . 部 门 或 企业 在 
时 刻 [的 产量 、 劳动 力 和 资金 ,时间 以 秆 为 单位 . 因为 人 们 关心 
的 是 它们 的 增长 量 , 不 是 绝对 量 , 所 以 定 交 

， Lir . K(f 

ie 0 ’ 人 一 而 
分 别 为 产量 指数 、 劳 动力 指数 和 投资 指数 . 它们 的 初始 值 (1= 人 0) 
为 1. 

在 正常 的 经 济 发 展 过 程 中 这 3 个 指数 都 是 随时 间 增 长 的 , 而 
记 (了) 的 增长 多 取 决 于 i (1) 入 (1) 的 增长 速度 . 但 是 它们 之 闻 
的 英 系 难以 从 机 理 分 析 得 到 , 只 能 求助 于 统计 数据. 表 5 一 1 是 
美国 马萨诸塞 州 从 1890 年 到 1926 年 上 述 3 个 指数 的 数据 (以 
1899 年 为 {=0). 

为 了 从 数 晤 关系 上 分 析 这 些 数据 , 定义 新 变量 


i,(f) = 


(1) 


120 


ED=m ,yn 0) 
w(t) x tr) 
表 5- 1 美国 马萨诸塞 州 18W ~ 1926 ix ,io 的 数据 
这 人 下 人 ! 天 人 Oi) 全 
-9 095 078 0.72 10 220 143 160 
—8 0.96 总 .8 0.78 [1 2.,51 1 .58 1.69 
一 了 由 .5 0.85 0.84 ]2 了 .人 3 1 .人 1.81 
一 6 0.96 0.7? .73 13 2.74 1 .66 1.93 
一 了 0.93 G72 OG.72 [4 2.82 1.68 1.95 
一 4 0.86 如. 人 0 .83 15 3.24 1 .65 2.01 
~3 0.82 ,81 0.81 16 3.24 1.62 2.00 
一 了 站 .32 .89 0.93 17 3.61 1 ,86 2.09 
一 D.92 Q.91 6 18 4.10 ].93 ] .96 
0 1.00 1.00 1.00 19 4.36 ].96 2.20 
1 1.04 了 .0 1 .03 20 4.77 [A 2.12 
2 106 108 -1.13 2 475 190 2.16 
3 1.1é 1 .18 1.29 22 4.54 1.58 2.08 
4 1.22 1,.22 1.30 23 4.34 1.67 2.24 
5 1.27 i.17 ] .0 24 4.58 1.82 2.36 
6 1.37 1.30 1.42 25 二 .5 名 1.60 2.,34 
7 1. 笠 1.39 1. 招 26 对 ,58 1 .61 2. 特 
$8 153 .47 1.2 27 4454 1.64 ”2.58 
EE 1.57 1.31 1 .4 


按照 表 中 数据 算出 (WW) 后 在 一 沙 平 面 直角 坐标 系 上 作 图 
(图 5 一 5) .可 以 发 现 大 多 数 点 靠近 一 条 过 原点 的 直线 , 这 提示 
应 没 和 由 的 关系 为 


风 三 六 (3) 
且 .直线 儒 率 ?通常 有 0<?<1. 将 (2) 代 人 (3) 式 得 
ig (=) (7) (4) 


再 记 a= O00)LC0)K71(0), 则 由 (),(4) 式 可 以 写 出 
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双人 =a(ODK) 0O<7<1 an (5) 
这 就 是 经 济 学 中 著名 的 Cobb - Douglas 生产 函数 , 记 作 QL, 
大 ) , 它 表明 了 产量 与 劳动 力 和 投资 间 的 美 系 "， 


锅 


19t [六 ,1002 
和 
—1.t —0.5 .1 
TT Tr 
站 5s 
- ] 
要 
Ei 
J 
Ei 量 
2 
本 
Pd 
sr 
pi J 
一 
. A 
Le 1 ce.s5 
- dl 
2 
2 
- 本 
有 
"19]7 
Ei 7 
- 
- 
一 十 
本 1.n 


拨 5-5 接 照 表 5 一] 数据 和 (2) 式 得 到 的 站 一 由 关系 


将 (5) 式 对 + 求 导 ,得 
0 L 天 

上 =) 于 +(1 一 7) 太 (6) 
(6) 式 表示 了 年 相对 增长 量 、 和 之 间 的 线性 关系 ， 
显然 

0 

aL 

y= (7) 
也 


*)》 生产 图 数 的 一 般 形 式 号 作 四 (=aE2 RS DO<e 有 <T 进一步 的 讨论 
色 15.4 节 . 
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表示 产量 增长 中 取决 于 劳动 力 部 分 的 比值 , 称 产 呈 对 劳动 力 的 强 
性 系数 . ? 一 1 说 明 产量 增长 主要 和 劳动 万 的 坊 长 ;> 0 说 明 
产量 增长 主要 靠 投 资 的 增长 

2 . 劳动 生产 率 增长 的 条 件 

为 了 进一步 讨论 产量 随 劳动 力 和 投资 的 增长 而 增长 的 规律 
需要 对 劳动 力 和 投资 的 增加 作出 合理 的 假设 ， 

中 劳动 力 每 年 的 相对 增长 率 是 常数 p, 即 


L=pL (8) 
名 投资 的 年 增长 率 与 产量 成 正比 ， 比例 系数 为 a , 即 
K=a0 (9 1 
方程 (8 ) 的 解 为 (以 下 用 荆 ,、 天 记 初 始 值 工 (0) .天 (0)) 
无 {f= 工 ee {10) 
将 (5) (10) 代 人 (9 ) 式 得 
K=oaL’ er' Kr (11) 
其 解 K (7) 请 足 
Kr)= Ki+ Li (em'—1) (12) 
定义 
(人 
Z(t)= Ln (13) 


表示 每 个 劳动 力 占 有 的 产量 , 可 以 着 作 劳 动 生产 率 . 下 面 讨 论 
Z {1) 增 长 的 条 件 ， 
对 (13 ) 式 求 导 并 将 {6 ) 式 代入 得 


0 
0 T {1 站 (全 £) (14) 
将 (9) 一 012) 代入 (14) 式 ,经 化 简 可 得 

元 一 (一 站 (KU 一 PK 天 和 天- (15) 
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其 中 外 ,= 下 10). 由 此 不 难看 出 ,只 要 


K L 
an 二 
天 >P 了 (16) 


就 有 之 >0. 这 就 是 说 ,只 要 初始 投资 的 相对 增长 率 大 于 劳动 力 
的 相对 增长 率 { 常 数 p), 就 能 保证 劳动 生产 率 Z (i 的 不 断 增 
长 . 

另 一 方面 ， 因为 (15) 式 中 K (1 是 增加 的 ,有 日 了 -> 0 时 
民 (fo0， 所 以 了 0) 递减, 旦 ZI 0, 其 ZO) 的 增长 率 
不 断 减 小 , Z (0) 趋 于 常数 . 


5.3 正规 战 与 游击 战 


于 在 第 -一 次 世界 大 战 期 间 ,下 . W . Lanchester 就 提出 了 儿 
个 预 负 或 争 结局 的 数学 模型 , 其 中 有 描述 传统 的 正规 战争 的 , 也 
有 考虑 稍微 复杂 的 游击 战争 的 , 以 及 双方 分 别 使 用 正规 部 队 和 
游击 部 队 的 所 谓 浴 合 战争 的 . 后 来 人 们 对 这 些 模型 作 了 改进 和 进 
一 步 的 解释 , 用 以 分 析 历 史上 外 … 些 著名 的 战争 ,如 -次 世界 大 战 
中 的 美 日 硫黄 岛 之 战 和 1975 年 结束 的 越南 战争 . 

Lanchester 提出 的 模型 星 括 常 简单 的 ,他 内 泛 卡 双方 兵力 的 
多 少 和 战斗 力 的 强 蚤 ,兵力 因 战 斗 减 员 和 非 战 斗 减 由 而 减少 , 又 
由 后 备 方 量 的 增援 而 增加 ; 战斗 力 即 杀伤 对 方 的 能 力 , 则 与 射击 
率 【 章 位 时间 的 射击 次 数 ) .、 射击 命中 率 以 及 战争 的 类 型 {正规 战 、 
游击 战 ) 竺 有 关 ,这 些 模 型 当然 没有 考虑 交 威 双方 的 政 衫 ,经济 、 
社会 等 因素 . 而 仅 靠 战场 上 后 轧 的 优 劣 是 很 难 人 i 计 成 争 胜 负 的 ， 
所 以 我 们 认为 用 这 些 模型 关 断 整个 战 钊 的 结局 是 不 可 能 的 ,但 是 
对 于 局 部 战役 及 说 或 许 还 有 参考 价值 ,更 重要 的 是 , 建 模 的 思路 
和 态 法 为 我 们 供 助 数学 模型 讨论 社会 科学 领域 中 的 实际 问题 提供 
了 可 以 异 鉴 的 示例 六. 

一 般 战 争 模型 ”用 x (71) 和 y(t1) 表 示 中 乙 甩 战 双 方 时 刻 1 的 
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兵力 , 不 姑 视 为 双方 的 士兵 人 数 , 假设 

1. 每 - 方 的 战斗 减员 率 有 取决 于 愉 方 的 兵力 和 战斗 力 , 用 
fx ,py) 和 g(x ,yy) 表 示 . 

2. 每 一 方 的 非 战 斗 减员 率 (由 疾病 , 逃跑 等 因素 引起 与 本 
方 的 兵力 成 正比 . 

3 . 每 一 方 的 增援 率 是 给 定 的 阔 数 ,用 wt1) 和 和 v(1) 表 示 . 

转 此 可 以 写 出 甘于 ft) 、y 0) 的 微分 方程 为 


{x)= 一 Pr yp) nxt u(t), 2>0 

y= —g(x, py)— pxrtr(i)}, >0 

下 面 针 对 不 问 的 战争 类 型 讨论 战斗 减员 率 1,g 的 其 体 故 示 形 式 ， 
并 分 析 影 响 战 争 结局 的 因素 . 

正规 战争 模型 息 乙 双方 都 用 正规 部 队 作 战 ， 我们 具 须 分 析 
甲 方 的 战斗 减员 率 了 {x , y). 

围 方 士兵 公开 活动 , 处 于 乙方 每 一 个 士兵 的 监视 和 杀伤 范围 
之 内 ,一旦 甲 方 某 个 士兵 被 杀伤 , 乙方 的 火力 立即 集中 在 其 余 士 
兵 身 上 , 所 以 甲 方 的 战 计 减员 率 只 与 乙方 兵力 有 关 , 可 以 简单 地 
设 f 与 y 成 正比 , 即 f=ay .a 表示 乙方 平均 天 个 士兵 对 甲 方 士 
兵 的 杀伤 率 (单位 时 间 的 杀伤 数 ) , 称 乙方 的 成 斗 有 效 系 数 .a 可 
以 进 ~- 步 分 解 为 a= rp,, 其 中 居 是 乙方 的 射击 率 ( 租 个 圭 兵 单 
位 时 间 的 射击 次 数 ) , p, 是 每 次 射击 的 命中 率 . 

类 似 地 有 g= bx ，, 内 甲 方 的 战 半 有 效 系数 b=rp,,r, 和 p，、 
是 甲 方 的 射击 率 和 命中 束 . 于 是 在 这 个 模型 中 方程 {1 ) 化 为 


iD 


(2) 


X= — ay— axtu(i) 
p= —bx—pPyt+ v(t) 


在 分 析 战 争 结 局 时 忽 同 非 战 斗 减 员 一 项 (上 与 战斗 减员 相 比 ， 
这 项 很 小 ), 并 且 假 设 双 方 都 没有 增援 . 记 双 方 的 初始 兵力 分 别 
是 所 和 入 ,方程 (2) 简 化 为 


123 


X= 
| p=—bx (3) 
XO0)=xo: 7 (0)= yo 
不 直接 求解 方程 (3 ) , 而 在 相 平 面 上 讨论 相 轨 线 的 变化 规律 
吏 容 易 判 断 双 方 的 胜 负 . 由 方程 (3 ) 可 得 


ox 

dx ay (4) 
其 解 为 

a 一 上 站 一 丰 (5) 
注意 到 方程 (3 ) 的 初始 条 件 , 有 

K= ay: — px? (6) 


由 (5 ) 式 确定 的 相 轨 线 是 双 曲 线 族 , 如 图 5 一 6 . 箭头 表示 随 
时 闻 1 的 增加 ,x (tf) .y (1) 的 变化 趋势 . 可 以 看 出 ， 如 果 天 > 0 ， 
轨 线 将 与 > 轴 相 交 , 这 就 是 说 存在 6 使 x(6)=0,7 (0)- /二 


>0，, 即 当 甲 方 兵力 为 零 时 乙方 兵力 为 正 值 ,表明 乙 方 获胜 . 同 
理 可 知 ,上 <0 时 甲 方 获胜 ,而 当天 一 0 时 双方 战 平 . 


yt) 


上 0， 乙方 胜 


hia 


0 kp TA 
峡 5 一 6 正规 战争 模 型 的 相 轨 线 


进一步 分 析 革 一 方 格 如 僵 方 取胜 的 条 件 . 由 (6) 式 并 注意 到 
4 .了 的 含义 ,乙方 获胜 的 条 件 可 表 为 
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卫 
(过 ) -> rp (7) 
x 可 np, 
(7 ) 式 说 明 双 方 初始 兵力 之 比 yxo 以 平方 关系 影响 着 战争 的 结 
局 . 挤 如 车 志方 兵力 瑞 加 到 万 来 的 2 供 ( 四 方 不 变 } , 则 影响 战争 
结局 的 能 力 增 加 到 4 倍 . 或 者 说 ,着 甲 方 钓 战斗 力 豆 如 射击 举 m 
增加 到 原来 的 4 偿 (p,、 rp, 均 不 变 ), 那么 为 了 与 此 相 抗 衡 ， 
乙方 只 须 将 初始 兵力 ju 增加 到 原来 的 2 倍 . 由 于 这 个 原因 正规 战 
争 横 型 称 为 平方 律 模型 . 

游击 战争 模型 双方 都 用 游击 部 队 作 战 . 

甲 方 士兵 在 乙方 寸 扎 看 不 到 的 某 个 面积 为 ?的 陷 藏 区 域内 活 
动 ,乙方 土 兵 不 是 向 甲 认 士兵 开火 ,而 是 向 这 个 隐蔽 区 域 射 击 ， 
并 月 不 知道 杀伤 情况 . 这 时 甲 方 战斗 减 贡 率 不 仅 与 己方 兵力 有 关 ， 
而 且 见 着 甲 方 兵力 的 增加 而 增加 . 四 为 在 一 全 有 限 区 域内 , 二 兵 
越 多 , 被 杀伤 的 就 越 多 . 这 样 可 以 简单 地 假设 三 = exy , 县 乙方 战 


斗 有 效 系数 c 可 家 为 c= 六 = 六 -全 ， 其 中 六 仍 为 射击 率 ,而 全 


中 率 p, 等 于 乙方 一 次 射击 的 有 效 面积 % 与 甲 方 活动 画 积 s, 之 
比 . 

类 人 地 有 g= dxy , d= npr Tee ， 平 是 在 这 个 寞 揭 中 方 
程 (1 ) 化 为 


上 


X= exy ~ N+ (ry) 
= —dxy -By+v(t) 
忽略 ar 和 及 并 设 #=w=0 ,在 初始 旬 件 下 (8) 式 为 
X= 一 人 MY 
| p= ~ dxy {9 ) 


X01= 0 ,p00) = 
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与 正规 战争 模型 中 方程 (3 ) 的 解法 类 似 , 方程 (9 ) 的 解 为 
oy—dr=m (10) yeal 
= ep 一 中， (ll) | wm 站 0, 乙 图 胜 
(10 ) 式 确定 的 相 轨 线 是 直线 
族 , 如 图 5-7. 像 分 析 王 xm 一 咏 平 局 
规 战 争 模型 一 样 , 可 知 m>>0 


3 于 <<0, 平方 肚 
时 乙方 胜 , mx < 时 甲 方 胜 ， A 
5 一 0 时 或 平 . 一 


国 四 » 0 一 :证 Tli} 
乙方 获胜 的 条 件 还 可 以 
下 为 图 5-7 游 市 战争 模型 的 相 轨 线 
Pa > od SN (12) 
Xo 加 ,Spy 号 


即 初始 兵力 之 比 pox 以 线性 关系 影响 战争 结局 ,并且 当 射 击 率 
和 射击 有 效 面 积 一 定时 , 增加 活动 面积 y 与 增加 初始 兵力 六 起 
着 同样 的 作用 . 这 个 模 列 叉 称 线性 律 模型 . 

混合 战争 模型 ” 甲 方 为 游击 部 队 ， 乙方 为 正规 部 队 . 

根据 对 正规 战争 和 游击 战争 模型 的 分 析 和 假设 ,f= exy， 
?=x， 在 同样 的 忽略 和 假设 下 , 方程 为 


X= ~— CXy 
| p= — bx (13) 


X10)= x , p (0)=y, 


它 的 相 轨 线 
一 2 一 天 (14) 
n= cy:— 2hbx, {15) 
是 扼 物 线 ， 如 图 5 一 8 . 可 以 知道 f>0 时 乙方 胜 ,，n<0 甲 方 胜 ， 
n= 二 0 时 双方 战 平 . 并 且 乙 方 (正规 部 队 一方 ) 玉 胜 的 条 件 可 表 为 


(二 ) > 2 (16) 
Xp CX 
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b=rp,, C= 一 代入 得 


(全 请 世 (17) 
Xo tS Xo 
假定 以 正规 部 队 作 战 的 忆 


方 火力 绞 强 , 以 游击 部 队 作 战 
的 四 方 昌 火 力 较 蜗 . 但 话 动 范 
围 较 大 . 利用 {17) 式 可 以 估 
计 出 乙方 为 了 取胜 需 投 入 多 大 
的 初始 兵力 . 为 确定 起 见 不 妨 
设 甲 方 兵力 x=100 ,命中 率 0 

记 二 0.1 ,火力 + 是 乙方 火力 

的 -… 兴 ,活动 区 域 面积 5,==0.1 赂 5 一 8 混合 战争 模型 的 相 轨 线 
平方 千 米 , 乙方 每 次 射 市 的 有 将 面积 y.,= 1 平方 米 ,那么 由 (17) 
式 乙方 取胜 的 条 忻 为 


2 吕 
yy 2 .0.1.0.1xl0 
( > | > 一 2 100 100 (18) 


Ty 


即 yxo> 10 , 乙方 必须 10 倍 于 甲 方 的 兵力 . 

美国 大 普 用 这 个 模型 分 析 越 南 战争 { 甲 方 为 越南 , 己方 为 美 
国 ) . 根据 类 似 干 上 上 面 的 计算 以 及 四 五 十 年 伐 发 生 在 巧 米 亚 、 非 
律 宾 . 印尼 , 老挝 等 屯 的 混合 战争 的 实际 情况 估计 出 ， 正 规 部 内 
- 方 要 想 取 胜 必 须 至 消 投 和 人 8 倍 于 游击 部 队 - - 方 的 兵力 , 而 美国 
多 只 能 派出 65 倍 于 越南 的 兵力 , 越南 战争 的 结局 是 英国 不 得 不 
接受 和 谈 并 微 案 , 越南 人 民 取 得 最 后 胜利 . 

硫黄 岛 战 向 J. H . Engel 用 二 次 大成 末 戎 美 日 大黄 岛 战役 
中 的 美军 战地 记录 , 对 正规 战争 筑 型 进行 了 验证 , 发 现 模型 结果 
与 实际 数据 吻合 得 很 好 . 
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硫黄 名 位 于 东京 以 南 660 英里 的 海面 上 , 是 日 军 的 重要 空军 
基地 . 美军 在 1945 年 2 月 19 日 开始 进攻 , 激烈 的 战斗 持续 了 - 
个 月 ,双方 伤亡 俊 重 , 口 方 守 军 21 ,500 人 全 部 阵亡 :或 被 分 , 甘 
方 投 人 兵力 33 ,000 人 ，, 伤 PP 20 ,265 人 . 战争 进行 到 28 天 时 美 
军 宣布 目 领 该 岛 , 实际 战斗 到 36 天 才 停 小 . 美军 的 战地 记录 有 
接 天 统计 的 战斗 减员 和 增 栅 情况 . 日 军 设 有 后 援 , 成 地 记录 则 全 
部 遗失 ， 

用 40) 和 (表示 美军 和 日 军 第 天 的 人 数 , 在 正规 成 争 
模型 (2 ) 式 中 忽略 非 战 斗 减 员 , y=0 ,再 加 上 初始 条 件 , 有 
4 

dt 
dy _pAlt) (19) 


di 
A0}=0,7(0)=21 , 500 
美军 成 地 记录 给 出 增援 率 x (1) 为 
54 ,000 ， 0 所 <1 

6 ,000 ， 2<&<1<3 
| 13 ,000 ,Sgt<6 
\ 0 ， 其 它 
并 可 由 每 天 伤 广 人 数 算出 401) ,1=1 ,2,… ,36( 见 图 5-9 中 
虚线 ) . 下 面 要 利用 这 些 实际 数据 代 人 (19] 式 , 算出 4 (71) 的 理 
伦 值 ,并 与 实际 值 比较 . 

对 方程 (19) 用 求 和 代 杰 积分 可 得 


A()=ACO) aT SF Yuls) (21) 


一 一 Qt 十 在 人 


utt)= (20 ) 


sy 4(:) (22) 


汶 傅 计 上 45 在 {22) 世 中 取 1=36 ,因为 了 136)=0, 且 由 4 {1) 的 实 
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际 数据 可 得 4 (+) =2 ,037 ,000 , 于 是 从 (22) 式 估计 出 b= 


21 ,S00 . ; 
F037 .000 二 0.0106. 再 把 这 个 值 代 入 (22 ) 式 即 可 算出 (1)， 


f=1,2,...,6. 
然后 从 (21) 式 估计 4 , 令 1=36 ,得 


5 


>》 u(r)— 4A(36) 


a= (23) 
2 T(t) 


其 中 分 子 是 美军 的 总 伤 六 人 数 ,为 20 ,265 人 , 分母 可 由 已 经 算 


, . a ~ 20.,265 
出 的 J {1) 得 到 ,为 372 ,500 人 ,于 是 从 (23) 式 有 a= 372 500 


二 0.0544 . 把 这 个 值 代 人 (21 ) 式 得 
A(1)= -0.0544y J(z)+ 宁 wzr] (24) 


由 (24 ) 式 就 能 够 算出 美军 大 数 4(f 门 的 理论 值 ,图 5-9 中 用 实 
线 画 出 . 与 虚线 表示 的 实际 值 相 比 , 可 以 看 出 吻合 的 情况 . 


敌 5 一 9 美军 兵力 实际 数据 与 理论 结果 的 比较 
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5.4 药物 在 体内 的 分 布 与 排除 


药物 进入 机 体 后 , 在 随 血 液 输 运 到 各 个 器 官 和 组 织 的 过 程 中 ， 
不 断 地 被 琢 收 分布、 代谢, 最 终 排 出 体外 . 药物 在 血液 中 的 浓 
度 , 即 单位 体积 血液 { 芝 升 ) 中 药物 含量 (党 克 或 微克 ) , 称 血 药 
浓度， 随时 间 和 空间 (机 体 的 各 部 分 ) 而 变化 . 血 药 浓度 的 大 小 直 

影响 到 药物 的 疗 党 , 浓度 太 低 不 能 达到 预期 的 效果 , 浓度 术 高 

又 可 能 导致 药物 中 毒 、 副 作用 太 强 或 造成 浪费 . 因此 研究 药物 在 
体内 吸收 . 分 布 和 排除 的 动态 过 程 , 及 这 些 过 程 与 药理 反应 间 的 
定量 关系 , 对 于 新 药 研制 、 剂 量 确 定 、 给 药方 案 设 计 等 药理 学 和 
临 环 医 学 的 发 展 都 具有 重要 的 指导 意义 和 实用 价值 . 这 个 学 科 分 
支 称 药物 动力 学 . 

人 建立 房 室 模 型 (Compartment M odels ) 是 药物 动力 学 赋 究 上 
述 动态 过 程 的 基本 步 又 之 一 . 所 谓 房 宝 是 指 机 体 的 一 部 分 ,药物 
在 个 房 室 内 呈 均 钊 分 布 , 即 血 药 浓度 是 常数 ,而 在 不 同房 室 之 
间 则 按照 “ 定 规律 进行 药物 的 转移 . … 个 机 体 分 为 几 个 房 室 ,要 
于 不 同 药 物 的 吸收 ,分布 . 排除 过 程 的 其 体 情 况 ， 以 及 研究 对 象 
所 里 求 的 精度 而 定 , 本 节 只 讨论 二 室 模型 , 即将 机 体 分 为 页 液 较 
丰富 的 中 心室 (包括 心 . 肺 . 肾 等 器 官 ) 和 血液 较 贫乏 的 周边 室 
(如 肌肉 组 织 ), 药物 的 动态 过 程 在 每 个 房 室内 是 一 致 的 ,转移 只 
在 两 个 房 室 之 闻 以 及 茶 个 房 衬 与 体外 之 间 进 行 . 一 宝 模型 的 建立 
和 求解 方法 可 以 推广 到 多 富 模 型 . 显然 , 将 一 个 机 体 划分 为 车 于 
房 窜 是 人 们 为 了 和 研究 日 的 所 做 的 简化 . 值得 庆幸 的 是 , 这 种 简化 
在 一 定 条 件 下 已 由 临 来 试验 证 明 是 正确 的 ,为 医学 界 和 药理 学 异 
所 接受 四 

模型 假设 ”可 以 和 想到, 对于-: 室 模型 我 们 将 建立 关于 两 个 血 
药 浓度 的 微分 方程 描述 其 动态 特性 . 为 了 将 问题 进一步 简化 ,得 
到 线性 常 系数 方程 ， 作 如 下 假设 ， 
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1, 机 体 分 为 中 心室 (I 室 ) 和 周边 室 {HU 室 ), 两 个 室 的 容积 
( 即 血液 体积 或 药物 分 布 容 积 ) 在 过 程 中 保持 不 变 . 

2 . 药物 从 一 室 向 另 一 室 的 转移 速率 , 及 向 体外 的 排除 速率 ， 
与 该 室 的 血 药 浓度 成 正比 . 

3 ,只 有 中 心室 与 体外 有 药物 交换 , 即 药 物 从 体外 进入 中 心 
室 , 最 后 到 从 中 心室 排出 体外 . 与 转移 和 排除 的 数量 相 比 , 药物 
前 吸收 可 以 锦 略 . 

在 这 些 假 设 下 的 一 种 二 室 模 型 示意 图 如 图 5 一 10 所 示 . 
cf bn 、x,(1t) 和 ,分别 表示 第 i 室 (= 1 ,2) 的 血 药 浓 度 、 药 量 和 容 
积 , ,和 是 两 室 之 间 药 物 转移 速率 系数 ,是 药物 从 1[ 宝 问 体外 
排除 的 速率 系数 . 有 (1) 是 给 药 速率 , 由 给 药方 式 和 剂量 确定 (下 面 将 
详细 讨论 ) . 这 种 -级 速率 系数 上 ,为 常数 的 房 宝 模型 称 乳 突 杖 模型 ， 


中 心 富 
EEC 


周边 富 
A 


fat) 
给 药 


各 5 一 10 常用 的 一 种 二 宝 模 型 


模型 建立 ”根据 假设 条 件 和 图 5 一 9 立即 可 以 写 出 两 个 房 室 
中 药 量 x (7) , x; (7 ) 满 足 的 微分 方程 


| XI (1)= 一 二 | XI — KXi+ Kaxs th (1) 


Xt) = kX — Kx (1) 
Xx.(1) 与 血 药 让 度 c(r) 、 房 室 容积 VF 之 间 显 然 有 关系 式 
x =pc(t) ,i=1,2 (2) 
(2) 代 人 (1 ) 式 可 得 
{ G0) = (kt ks)et 也 key, Cy 十 A 
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， 3 
aD= hake 3) 


这 是 线性 常 系数 非 齐 次 方程 , 它 的 对 应 齐 次 方程 的 通 解 为 (习题 4) 
| 本 (人 = 机 ex 二 Be st 


_ (4) 
c(t) = Ae "+ Be Bl 
其 中 .有 由 
+ B= Rt ky t Ki 
| kK (5) 


确定 ,为 了 求解 方程 13 ) 需 要 设 定 给 药 速率 万 ( 门 和 初始 条 件 , 我 
们 考察 下 面 几 种 常见 的 给 药方 式 ， 

1 . 快速 静脉 注射 

这 种 注射 可 简化 为 在 := 和 的 三 时 将 剂量 DD 的 药物 输入 中 心 
室 , 于 是 (9 和 初始 条 件 为 


=0,0(0)= 从 ea(0)-0 (6) 

方程 (3 ) 在 条 件 (6) 下 的 解 为 
(DAe +pe m4- 全 八仙 0= 全 人 
(7) 
a) Ty eet) (8) 


其 中 ,8 出 (5) 确定 .可 以 看 出 当 t 一 w 时 c (1), ct 90. 
2 . 恒 速 静脉 滴 注 
当 静 肪 滴 注 的 速率 为 时 ,有 (1) 和 初始 条 件 为 
f=k: ce(0)=0,¢c,(0)=0 (9) 
方程 (3) 在 条 件 (9) 下 的 解 可 表示 为 
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『 k 
CE 一 本 et Be f+ — i 


C(t) = Ae *!+ Be 8 十 (10) 
VW (Kt Rs~— 0) 
Kk, Vb, 

其 中 常数 4,、8, 由 初始 条 件 c1 (0 )= c,(0)=0 确定 . 
当 充分 大 时 ci(1) ,cj (7) 将 趋 辐 于 (10) 式 右 端 第 3 项 表示 
的 常 值 . 实际 上 , 若 1= 荆 后 停止 滴 注 ,那么 c (0) ,c(i) 在 :> 了 
以 后 将 按 指数 规律 衰减 并 趋 于 零 . 
3 . 口服 或 肌肉 注射 
这 种 给 药方 式 相 当 于 在 药物 输入 中 心室 之 前 先 有 - -个 将 药物 
吸收 入 血 息 的 过 程 , 可 以 简化 为 有 一 个 吸收 室 , 如 图 S-11， 
2 (区 为 吸收 室 的 药 量 , 药物 由 吸收 室 进 人 中 心室 的 转移 速率 系 
数 为 后 , ,于 是 x (7) 满足 
Xo{t) = — fo xo 
| Xo (0 )= D, 
D, 是 给 药 量 . 而 药物 进 人 中 心 
室 的 速率 为 
fC)= ko xo{t) (12) 图 5 一 11 药物 经 吸收 室 进入 申 心室 


V(t Ki;— 
41 B= tht B, 
2 


4; 一 


(11) 


将 方程 (11 ) 的 解 代 人 (12 ) 式 得 
NE) = Do korwe 1! (13) 
在 这 种 情况 F 方 各 (3 ) 的 和 解 cf 的 一 般 形式 为 
c(t)= Ae + Be f+ Ee ou (14) 


{ 褒 友 产 ww， 8) ,其 中 系数 4. B、E 由 初始 条 件 c {0)=x,(0) 
二 0 确定. 
太 忆 上 的 讨论 可 以 看 岂 ,中 心室 的 血 药 浓度 cj(1) 取 决 寺 转 
移 速 率 系 数 捷 。、 大 、 上 1; , 房 宝 容积 上 、 ,以 及 输入 套数 DD .大 等 
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因素 , 而 岂 宝 模型 的 用 途 怡 县 通过 对 cj ( 约 的 量 测 ,确定 对 于 药 
理学 和 临床 医学 巩 为 重要 的 参数 ,如 转移 速率 系数 , 特别 是 从 中 心室 
问 体外 排除 的 速率 系数 上, . 显然 这 是 微分 方程 的 反问 题 ，F 面 介绍 
在 快速 静脉 注 身 给 药方 式 下 估计 诸 参数 的 方法 . 

参数 估计 在 :=0 瞬 时 快速 注射 剂量 为 D, 的 药物 以 后 ,在 
一 系列 时 刻 二 == 荆 ，2 ,… ,从 中 心室 采取 血样 并 获得 血 药 浓 
度 c (1) ,根据 这 些 数据 利用 (7), (5) 式 估计 参数 k, ,jo 、 i， 
的 过 程 可 分 丙 步 : 先 计算 (7) 式 中 的 x ,有 、A 、B, 再 确定 大: 、 
ka, hes. 


1 .计算 wx、P、A4.B 
不 妨 设 a<8 ,十 是 当 ! 充 分 大 时 (7) 式 近似 为 
Cf) = Ae ™ (15) 
或 
lnc (1)=lnAd—at (16) 


对 于 适当 大 的 1 和 相应 的 c (1,) , 用 最 小 一 乘法 不 难 估计 出 x、 
In4 和 4. 
然后 计算 
[的 一 ef 人 一 全 ee (17) 
再 利用 {7) 式 得 
ine (=InB— pt (18) 
对 于 较 小 的 6 和 由 (17) 式 算出 的 c(5) ， 仍 用 最 小 二 乘法 即 可 得 
到 和 8. 
2 . 确定 Ka Ka Ka 
因为 一 oc 轩 c (rf), ctf)-> 0 ,进入 中 心 宝 的 药物 全 部 
锐 排 除 ， 所 以 


| c (td (19) 
由 


将 (7) 代 入 (19) 式 可 得 
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Ds = kya (4 十 8 ) (20) 
/ 


又 因为 
c(0)= =A+2B (21) 
联合 (20) , (21) 式 解 出 
再 利用 [5 ) 式 即 可 确定 
5= 站 (23) 
b=g+ Bk hk (24) 


这 就 完成 了 根据 中 心室 血 药 浓度 的 量 测 数据 ， 估计 转 移 和 排 
除 速率 系数 的 过 程 . 

评注 “建立 房 室 模 型 的 目的 是 研究 体内 血 药 浓度 的 变化 过 程 ， 
确定 诸如 转移 和 排除 速率 系数 等 参数 ,为 币 给 药方 案 和 剂量 大 小 提 
供 数量 依据 . 建 模 过 程 是 将 机 理 分 析 和 数据 处 理 相 结合 , 先 由 机 
理 分 析 确 定 方程 形式 , 再 由 量 测 数据 估计 参数 . 上 面 介绍 的 是 党 
用 的 一 种 估计 方法 ,实际 工作 中 应 该 对 多 名 病人 进行 若 测 和 计算 ， 
以 验证 其 正确 性 . 

选用 儿 个 房 室 建 模 是 一 个 重要 问题 , 可 以 先 选择 一 室 模型 
(习题 5) , 其 计算 非常 简单 . 不 满意 时 再 采用 二 室 或 多 室 模型 ， 
其 至 非 线性 房 室 模型 . 常见 的 一 种 非 线性 模型 (以 一 室 为 例 ) 是 
(= 一 大 全， 当 o 较 小 时 它 近似 于 线性 模型 ， 称 为 一 级 
除 过 程 , 而 当 c, 较 大 时 上 (9 近似 于 常数 , 称 为 零 级 排除 过 程 ， 
所 以 它 表示 了 一 种 混合 型 的 排除 过 程 ， 
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5.5 香烟 过 滤 嘴 的 作用 


尽管 科学 家 们 对 于 吸 箭 的 危害 提出 了 许多 无 可 辩 竖 的 证 霹 ， 
不 少 国 家 的 政府 和 有 基部 门 坦 一 直 致 力 于 减少 或 禁 目 吸烟 , 介 是 
仍 有 不 少 人 不 愿 抛弃 对 香烟 的 嗜好 . 香烟 制造 商 既 要 满足 瘤 君 子 
的 需要 ,又 监 顺应 减少 吸烟 危害 的 潮流 , 还 要 获取 丰厚 的 利润 ， 
是 普遍 地 在 香烟 上 安装 了 过 沥 路 . 过 滤 嘴 的 作用 倒 底 有 有 多大， 
与 伍 用 的 材料 和 过 旋 路 的 长 度 有 什么 关系 ,要 从 定量 的 角度 了 回答 
这 些 问题 就 要 建立 个 描述 吸烟 过 程 的 数学 模型 , 分 析 人 体 吸入 
的 毒物 数量 与 哪些 因素 有 关 ,以 及 它们 之 间 的 数量 表达 式 [. 

吸烟 时 毒物 吸入 人 体 的 过 程 大 致 是 这 样 的 : 坦 物 基本 上 均匀 
地 分 布 在 烟草 中 ,吸烟 时 点 燃 处 的 烟草 人 部 分 化 为 烟 寺 ， 溺 物 由 
烟雾 携带 着 一 部 分 直接 进入 空气 , 另 一 部 分 沿 香烟 罕 行 . 在 穿行 
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的 进入 人 体 . 被 烟 革 吸收 而 沉积 下 来 的 那 一 部 分 毒物 , 当 香 烟 才 
烧 到 那里 的 时 眉 肥 通过 烟雾 部 分 进入 空气 , 部 分 沿 香烟 罕 行 , 这 
个 过 程 一 直 继续 到 香烟 燃烧 至 过 小 嘴 处 为 止 ， -下 是 我 们 看 到 , 原 
来 分 布 在 烟草 中 的 考 物 除了 进 人 空气 和 被 过 让 嘴 吸收 的 一 部 分 外 ， 
剩 下 的 全 都 被 人 体 吸 入 ， 

实际 的 吸烟 过 程 韭 常 复杂 并 且 因 人 而 异 . 点 燃 处 毒物 随 烟 雾 
进入 空气 和 沿 香 烟 军 行 的 数量 比例 , 与 吸 炽 的 方式 、 坏 境 等 多 种 
因素 有 关 ; 烟雾 穿 过 香烟 的 速 论 随 着 吸烟 动作 的 变化 而 不 断 地 改 
变 ; 过 谴 中 和 烟草 对 毒物 的 吸收 作用 也 会 随 烟雾 俊 行 速度 等 因素 
的 影响 而 有 所 变化 . 如 时 要 考虑 类 似 于 上 面 这 些 复 杂 情 疯 ， 将 使 
我 们 寸步 准 行 . 为 了 能 建立 个 初步 的 模型 ,可 以 设想 一 -个 机 器 
人 在 典型 的 环境 下 吸烟 ,“ 他 "吸烟 的 动作 .方式 及 外 部 环境 在 
整个 过 程 中 不 变 , 十 是 可 以 认为 毒物 随 烟 雾 进 人 空气 和 沿 香 烟 字 
行 的 数量 比例 . 烟雾 宗 行 的 速度 、 过 恋 嘴 和 烟草 对 毒物 的 吸收 率 
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等 在 吸烟 过 程 中 都 是 常数 . 

基于 上 述 分 析 , 这 个 模型 的 假设 条 件 如 下 . 

模 济 假设 

1 . 烟草 和 过 滤 嘴 的 长 度 分 别 是 1 和 7 ,香烟 总 长 = 上 + 到， 
毒物 MM (毫克 ) 均 匀 分 布 在 烟草 中 , 密度 为 w= MM 人 1. 

2 .点燃 处 毒物 随 烟 雾 进 入 空气 和 语 香 烟 穿 行 的 数量 比例 是 
a'i:aa’+a=] 

3 . 未 点 燃 的 烟草 和 和 过滤 嘴 对 随 烟 雳 穿行 的 毒物 的 吸收 率 ( 单 
位 时 间 内 毒物 被 吸收 的 比例 ) 分 别 是 常数 bp 和 8. 

4 . 烟雾 沿 香烟 穿行 的 速度 是 常数 ，. 香烟 燃烧 速度 是 常数 ， 
.vs>u 

将 一 支 烟 吸 完 后 毒物 进入 人 体 的 总 量 (不 考虑 从 空气 的 烟雾 
中 吸入 的 ) 记 作 0 , 在 建立 模型 以 得 到 0 的 数量 表达 式 之 前 ,让 
我 们 先 根据 常识 分 析 -- 下 应 与 哪些 因素 有 关 ，, 采取 什么 本 法 
可 以 禾 低 0. 

首先 , 提高 过 滤 嘴 吸收 率 8, 增加 过 恋 嘴 长 诬 上 , 减少 烟草 
中 毒物 的 初始 含量 MM , 显然 可 以 降低 吸入 毒物 量 驯 ， 其 次 ， 当 
毒物 随 烟 雾 沿 香烟 穿行 的 比例 a 和 烟雾 速度 ， 城 小 时 ,预料 如 也 
会 降低 . 至 于 在 假设 条 人 性 中 涉及 的 其 他 因素 ; 如 烟草 对 毒物 的 吸 
收 率 b5 ,烟草 长 度 上 香烟 燃烧 速度 ,对 的 影响 就 不 容易 居 
计 了 . 

下 面 通 过 建 模 对 这 些 定性 分 析 和 提出 的 问题 作出 定量 的 验证 
和 回答 . 

模型 建立 设 1:=0 时 在 x=0 处 点 燃 香 烟 , 坐标 系 如 图 
5 一 12 所 示 . 

次 先 定义 两 个 基本 痕 数 : 

毒物 流量 q(x, 门 ~ 时 闭 上 单位 时 间 内 通过 香烟 截面 * 处 
{0 专 x 志 站 的 毒物 量 ，; 


毒物 密度 w (x ,中 ~ 时 刻 1 截面 x 处 单位 长 度 烟 萤 中 的 毒物 


739 


含量 (0 专 x 志 下) . 县 假设 1.m(xz ,0)=wn， 


qr) q(t x) 


图 5 一 12 x=0 处 点 燃 的 香烟 


如 果 知 着 了 流量 函数 g(x ,1) , 吸 人 毒物 量 局 就 是 x= i 处 的 
流量 在 吸 一 支 烟 时 间 内 的 总 和 . 注意 到 关于 烟草 长 讼 和 香烟 燃烧 
速度 的 假设 , 我 们 得 到 


o-| gti, ndr, T= /A {1) 


下 面 分 4 步 计 算 0. 

i 求 !:=0 瞬 间 由 烟 盐 携带 的 毒物 单位 时 间 内 通过 x 处 的 数 
量 g (x ,0). 由 假设 4 中 关于 r>>& 的 假定 ,可 以 认为 香 燃 点 燃 
处 x=0 静 引 不 动 . 

为 简单 起 见 , 记 g (x ,0)=g(lx)，, 考察 (r， x+Arh)- 段 香 
烟 ( 图 5--12), 毒物 通过 x 和 x+Ax 处 的 流量 分 别 是 g(x} 和 
q(x 十 态 xX) ,根据 守恒 定律 这 两 个 流量 之 差 应 读 等 于 这 一 段 未 点 燃 
的 烟草 或 过 证 器 对 毒物 的 吸收 景 ,于 是 由 假设 2 ,4 有 

i baq{x)At ,0gxEl, Ax 


4 -gtr hr) = Ba (JA, < xgl. Ar 一 一 


共 中 At 是 烟雾 字 过 Ax 所 需 时 间 . 令 At 一 0 得 到 微分 方程 


8 (2) 


~ gtx), 0gx<h 
dg -| ? 
一 90) 


了 4 人 


在 x=0 处 点 燃 的 烟草 单位 时 间 内 放出 的 毒物 量 记 作 玉 ,, 根 
据 假 设 1、3 、4 可 以 写 出 方程 (2) 的 初始 条 件 为 
gq (0) =af,, Ho= uwo (3) 
求解 (2) (3 ) 式 时 先 解 出 #4(x) (0 x 上 1) ,再 利用 gq (x) 
在 x= 处 的 连续 性 确定 g(x) (i 所 x 专门. 其 结果 为 


aHye * ， 习 过 区 和 


| Er (4) 
Ge "2e ? xi 


2 . 在 香烟 燃烧 过 程 的 任意 时 记 1 , 求 沽 物 单 位 时 间 内 通过 
x 二 [的 数量 gg (i, 1). 
因为 在 时 刻 ! 香烟 燃 至 x=wi 处 ， 记 此 时 点 炊 的 烟草 单位 时 
间 放 出 的 毒物 量 为 (1) , 则 
H(t}—uw (ut ,+) (5} 
根据 与 第 工 步 完全 相同 的 分 析 和 计算 可 得 


bix— wt) 


aH {i)}e ,UE 


gq (Xx, 0=! OB pix-i! (6) 
Ge " e " ,ix 


实际 上 在 (4) 式 中 将 坐标 原点 平移 至 x= wi 处 即 可 得 到 (6) 式 . 
由 (5) (6) 式 能 驶 直接 写 出 


bi ut) Bt 
qlist)=auswt{tutst)e vv € (7) 
3 .确定 w (ut ,17). 
因为 在 吸烟 过 程 中 未 点 燃 揭 烟草 不 断 地 吸收 烟雾 中 的 毒物 ， 
所 以 毒物 在 烟草 中 的 密度 w (x , 让 由 初始 值 w 和 逐渐 增加 , 考察 
烟草 截面 x 处 Al 时 间 内 毒物 密度 的 增 量 wxz，! Al) 一 
w fx，f)， 根 据守 恒定 律 它 应 该 等 于 单位 长 度 烟 雾 中 的 毒物 被 吸 
收 的 部 分 , 按照 假设 2 .4 有 
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wx, 1+ A)—w (x, N=b 0 Ar 
今 A1t 一 0 并 将 (5)，、 (6) 式 代入 得 


aw pb ic-in} 
| ar = uw (ut, tj)e 


(8) 


w(xX, 0)=w, 


方程 (8) 的 解 为 * 


*】 方程 如) 的 求解 步 又 如 下 . 对 (8) 式 积分 可 得 


bm -Ef 好 
证 {x ,£1)= wot e | wet rer dr 
F 
办 


X= 性 代 和 人 并 两 灌 乘 以 e ， “得 


ft 
ur her ber 
= 2 baw - 


wiutsf)jer = 一 na” 二 一 wiuts re" dt 
y 
和 


办 中 
记 mtrrie ”= 一方 , 基 上 式 为 


Twwoe + 2 {pe 


对 +1 求 导 并 注意 到 1=0 轩 (0)= wo ; 得 到 关于 了 (1) 前 微分 方程 


| 了 


Fi0)= wo 


oe 


将 六 ) 代 区 原来 的 pw tur , 站 并 社 意 到 a “=1 一 a , 得 到 


bu 
wa (i-« > ) 
a 


hut 
buwo 一 
e 


2 f= 


此 解 为 
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wo0 共 (ec (9) 
其 中 a =1 一 a (假设 2). 


4 .计算 咏 ， 
将 (9) 代 和 人 (7) 趟 得 


Ml 各 Due a Peet 
an e- - - be 
gi, -ee "ee ( "ae ) (10) 


最 后 将 (0) 代入 (1) 式 作 积 分 得 到 


fm Bh a bi 
o-| a 1Ddt= Oe “(1 ) (11) 
全 


‘b 
为 便于 下 面 的 分 析 将 上 式 化 作 
Ti 
-全 le * 
OQ=aMe Map (12) 
Y 
记 
a bl 1—er 站 
= -, pl(r)= 一 一 一 (13) 
则 (12) 起 可 写作 
tis 
QO=aMe * oiIr) (14) 


(13) 、(14) 式 是 我 们 得 到 的 最 终结 果 , 表示 了 吸入 毒物 最 器 与 
a、 肝 ,PP .bv 六、 上 等 计 因 素 之 间 的 数量 关系 . 

结果 分 析 

1 . 与 烟草 含 毒物 量 MY 、 毒 物 随 烟雾 沿 香 烟 容 行 比 例 a 上 成正 
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比 ”"' . 设想 将 毒物 MM 集中 在 x=i 处 , 则 豚 人 量 为 af . 


2. 因子 e ”体现 了 过 让 嘴 减 少 毒物 进入 人 体 的 作用 , 提 
遍 过 谍 嘴 吸收 率 上 和 增加 长 度 ji, 能够 对 0 起 到 负 指 数 衰减 的 效 
朵 ,并 且 B 和 4 在 数量 上 增加 一 定 比 例 时 起 的 作用 相同 . 降低 烟 
等 罕 行 速 庭 Y 也 可 减少 OQ. 设想 将 毒物 4 集中 在 x= 处 ,利用 

Bm 

上 述 建 模 方 法 不 难 证 明 , 吸 人 毒物 量 为 aMe ” . 

3. 因子 g (7) 表示 的 是 由 于 未 点 淆 烟草 对 毒物 的 吸收 而 起 到 
的 减少 台 的 作用 . 虽然 被 吸收 的 毒物 还 要 被 点 燃 , 随 烟 雾 沿 香烟 
穿行 而 部 分 地 进入 人 体 ,但 是 因为 烟草 中 毒物 密度 w(x , !) 越 来 
越 高 , 所 以 按照 邮 定 比例 忠 到 空气 中 的 毒物 增多 , 相应 地 减少 了 
进入 人 体 的 毒物 量 . 


根据 实际 资料 r= -< 2 <<1 ,在 (13) 式 g {7) 中 的 e-' 取 
台 劳 展开 的 前 3 项 可 得 0 (1) 二 1 一!, 于 是 (14) 式 为 


Pin 了 
OaMe 1 0- 3 兴 (15) 
下 


这 样 , 虽然 提高 烟 间 吸收 率 5 和 增加 长 度 志 (毒物 量 M 不 变 ) 也 
能 减少 怠 , 但 与 和 上访 的 负 指 数 衰减 作用 相 比 , 增加 疡 和 三 的 获 
果 要 小 得 多 . 

4 . 为 了 殉 清 楚 地 了 解 过 滤 嘴 的 作用 ,不妨 比较 两 支 香 烟 ， 
一 支 是 上 述 模 型 讨论 的 , 另 一 支 长 度 为 上, 不 带 过 证 多 ,参数 wu 、 
b dt ,YY 与 第 一 支 相 同 , 并 且 吸 芭 x= 处 就 扔 掉 . 

吸 第 一 支 和 第 二 支 烟 进入 人 体 的 毒物 量 分 别 记 作 ,和 00,， 
OO, 当然 可 由 (11 ) 式 给 出 ， 2; 也 不 必 重 新 计算 ,只 需 把 第 二 支 烟 


*)】 这 里 忽略 vp fr] 中 的 a 人 =1 一 a) ,因为 ptr) 和 起 的 作用 较 小 , 见 结果 分 析 3 . 
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设想 成 吸收 率 为 5 {与 烟草 相同 ) 的 假 过 滤 嘴 香烟 就 行 了 , 这 样 由 
(11) 式 可 以 直接 写 出 


am -各 本 
吕 2 人 fe (16) 


与 (11) 式 给 出 的 @, 相 比 , 我 们 得 到 


井 - 吉 和 起 

多 -ce 一 (17) 
所 蕊 只 费 8>8 就 有 QQ,< 0,, 过 小 嘴 是 起 作用 的 . 并 且 , 提高 豚 
收 率 之 差 8 一 上 5 与 加 长 过 禄 嘴 长 度 4/ ,对 于 降低 比例 O17O, 的 效 
果 相 同 . 不 过 提高 有 需要 研制 新 材料 ,将 更 困难 … 些 ， 

评注 ”这 个 模型 在 基本 合理 的 简化 想 设 下 , 运用 精确 的 数学 
工具 解决 了 一 个 粗 看 起 来 不 易 下手 的 实际 问题 . 从 提出 假设 , 引 
人 两 个 基本 函数 g (x ,1) 和 w(x ,71) , 到 运用 物理 掌上 常用 的 守 
恒定 律 建立 微分 方程 ,从 而 构造 出 动态 模型 , 最 后 到 对 结果 的 分 
析 , 整个 过 程 可 以 说 是 用 建 模 方 法 解决 实际 问题 的 一 个 范例 . 


5.6 水 电站 调 压 塔 的 功能 


水 电站 要 把 贮存 在 水 库 的 水 经 过 距离 长 过 数 百 米 的 管道 引 到 
水 轮 发 电机 , 在 输送 水 流 过 程 中 会 遇 到 严重 的 “ 水 击 作用 " 致使 
管道 破裂 , 这 种 现象 的 简单 原理 如 下 . 

在 水 电 ,火电 综合 供电 网 中 水 电站 通常 起 着 调节 用 电 人 负荷 突 
然 变化 的 必用 . 当 负 耕 需 求 突然 上 升 时 要 立即 增加 输送 的 水 量 ， 
以 增加 发 电量 ; 当 需 求 下 降 时 又 要 使 水 流 很 快慢 下 来 , 减少 发 电 
量 . 于 是 输送 管 的 水 流速 度 常会 出 现 突然 的 变化 . 多 由 于 水 基本 
上 是 不 可 压缩 的 , 管道 本 身 的 弹性 又 很 微小 , 致使 水 的 高 于 波 沿 
管道 传 揪 , 工程 上 称 为 “水 击 作用 ”, 它 可 能 破坏 管道 ， 
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缓解 这 种 作用 的 - -个 办 法 是 使 输送 管 中 的 水 流 进入 水 轮机 前 
先 注入 个 称 为 “ 调 读 塔 "的 迪 水 箱 (图 5 一 13). 当 负 倚 需 求 较 
低 ,水 轮机 需要 的 水 吕 较 少时 ，, 调 庄 塔 性 存 下 大 景 的 水 ,水 位 较 
高 .Mi 外交 需求 突然 变 大 时 就 可 以 用 塔 中 的 水 来 满足 水 轮机 对 水 
最 需求 的 增加 ,如 免 输送 管道 中 水 流速 度 发 生 突然 的 大 变化 . 

本 节 要 建立 一 个 模型 ,研究 妾 奋 上 里 绒 出 口水 流速 度 ( 即 水 软 
机 进口 水 流速 度 ) 变 化 时 , 调 压 塔 的 水 位 如 何 改 变 , 并 分 析 术 位 
变化 过 程 与 各 个 参数 之 间 的 关系 外 . 


图 5 一 全 水 库 一 调 奈 措 一 水 电站 示意 图 


模型 假设 输 水 管 、 调 压 塔 部 分 的 示意 图 如 图 5 -14. 输 水 
管 长 工 , 截 而 积 s1 , 与 地 面 ( 水 和 下面) 夹 角 9, 水 流速 度 4(1) ,两 
端 压 强 分 别 为 p, 和 p, (1) . 凋 还 塔 水 位 (1) , 截面 积 ,顶部 大 
气 店 站, 遇 口 水 流速 度 * 0) ,中 口 管 堆 面积 ,水 的 密度 记 为 p 
(以 上 各 量 除 已 标 盟 是 时 间 :的 国 数 者 以 外 ,都 是 常数 ) . 还 沉 作 
如 下 假设 . 

1 . 水 库 水 位 不 变 , 所 以 输 水 管 始 端正 强 冲 是 常数 . 
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图 5 一 14 输 水 管 -~ 调 压 塔 二 意图 


2 . 水 与 输 水 管 均 无 弹性 ; 单位 长 庆 管 壁 对 水 流 的 也 为 与 水 
访 速 度 的 平方 成 正比 ,比例 常数 c 称 粘 沸 系数 . 
模型 建立 ”利用 力学 定律 建立 几 个 方程 . 
1 . 给 水 管 水 流 的 运动 学 方程 . 
作用 在 水 流 运动 方向 的 力 有 : 输 水 管 两 端 压 强 凑 形成 的 正太 
si1 (pj 一 Dy} ,水柱 本 身 的 重力 pLsigsin8 , 管区 对 水 流 的 阻力 ca ， 
按照 牛顿 第 .2 定律 可 以 写 出 
ps 他 一 sD -p+ pLsigsing — cLo {1) 
2 . 调 压 塔 的 静 力 学 方程 . 
国 为 调 压 塔 进 水 口 在 塔 底部 , 塔 内 水 柱 的 重力 psuhg 形成 底 
部 与 顶部 压力 之 甘 5,p, 一 D1， 十 是 静 力 学 方程 为 
. ps— spt= piv hg (2) 
3 . 调 压 塔 访 基 平衡 方程 . 
根据 守 得 定律 , 调 奈 堪 进 出 水 量 之 差 等 干 塔 内 水 量 前 变化 ， 
好 有 
pflma(D-srO=pam 全 (3) 


为 了 研究 当 调 压 卉 出 口水 流速 度 *( 门 改变 时 ,庄内 水 位 及 {7) 
的 变化 规律 ， 雁 {1) 一 63) 式 中 消去 p, 和 wt(1) ,可 得 
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cso 1 dh YY 2cs dh 85) 
十 ( )+ pe vr + 有 人 


-( 3 (pi — po) 二 YigSin )- 5 dv fs 


2 
piso 3 dt Psosi ” (4) 


30 

这 个 韭 线性 方程 难以 求解 ,也 不 便 分 析 . 下 而 转向 讨论 v (7) 在 稳 

定 状 态 ww 附近 有 微小 变化 时 , (7) 在 稳定 状态 如 附 近 的 变化 . 
首先 ,在 {4) 式 中 令 坟 (== 和 (常数 ] 和 v0)=v.( 常 数 ), 得 


到 
有 = 2 Lsind— 2 训 (5) 
PS PE Su 
肯 设 
一 十 EC) ,hI)=h +eh, (tf) {6) 
其 中 E 很 小 .将 16) 代入 4) 武 并 略 去 合 = 及 昱 的 项 可 得 
dh, 259270 dh £5 __ dy 2c3W0 
df + pt di + Ls 和 人) S1 dt ERA 0 
{7) 
或 记 作 
ht Bit kh= — a — YY (8) 
B= 2 ,By (9) 
p35 Lso 3 p05 
方程 (8 ) 的 初始 条 件 可 设 为 | 
hk.(0)=h,(0)=0 {101 


尘 于 给 定 的 各 种 形式 的 上 (7) {8)~(10) 式 很 容易 求解 . 不 过 
这 里 我 们 只 讨论 (8 ) 式 对 应 的 齐 次 方程 的 通 解 , 显然 这 个 解 为 
We cos(wttp) ,w= fk 全 (11) 
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其 中 a、 0 十 任意 常数 . 当 庆 > 扩 7 时 所 (7 呈现 振荡 ,由 人 (9) 
式 振荡 的 条 件 可 表 为 
pigs > CLso cw (12) 

实际 工程 中 虐 、5。、51，、 3, 等 参数 受到 各 种 条 件 的 限制 , 粘 滞 
系数 c 很 小 ,了 不 大 ,在 条 忻 (12) 下 形成 衰减 很 悍 的 振东 . 又 因 
为 >> 5 , 工 较 大 , 玖 kK 很 小 , 呈 很 小 ,振荡 周期 较 长 ,这 是 不 
”希望 的 . 这 个 问题 可 以 通过 在 调 压 塔 中 安装 升降 器 ( 细 的 、 带 一 
些 孔 的 坚 直 管子 ) 来 解决 . 

非 齐 次 方程 (8 ) 一 (10) 的 解 由 (门生 (决定 (习题 8) ， 
所 以 上 面 对 参 数 的 分 析 仍 然 能 够 用 米 讨论 有, (0 , 在 工程 允许 的 
条 件 下 适当 调节 这 些 参 数 , 可 以 尽 可 能 地 实现 预期 的 效果 . 

评注 这 是 一 个 直接 利用 简单 的 物理 定律 描述 工程 问题 的 模 
型 . 可 以 看 出 , 即使 作 了 简化 假设 , 得 到 的 方程 (4) 仍 很 复杂 ， 
直接 研究 这 个 方程 超出 了 本 书 的 范围 ,本 节 讨 论 了 它 的 一 个 特殊 
情况 一 一 稳 态 附近 的 解 , 这 对 二 实际 间 题 也 是 有 意义 的 . 


5.7 人 口 的 预测 和 控制 (一 ) 


人 口 问题 是 当今 世界 上 最 令 人 关注 的 问题 之 - ， 一 些 发 展 中 
国家 的 人 口 出 生 率 过 高 , 越 来 越 严重 地 威胁 着 人 类 的 正 澡 生活 ， 
有 些 发 达 国 家 的 自然 增长 率 趋 近 于 零 , 其 至 变 货 , 进 成 劳动 力 短 
缺 ， 也 是 不 容 忽 视 的 问题 . 对 于 我 国米 说 , 在 集中 精力 搞 好 经 济 
建设 , 努力 提高 生产 力 的 同时 , 能 否 有 效 地 控制 人 口 的 增长 , 已 
成 为 本 世纪 末 ,下 世纪 初 直到 下 世纪 中 叶 使 我 国税 人 均 国 民 经 济 
生产 总 值 达到 小 康 水 平 ， 进 而 跻身 中 等 发 达 国 家 行列 的 关键 . 由 
于 我 国 五 六 十 年 代 人 口 政策 方面 的 失 避 , 不 仅 造 成 人 口 总 数 增长 过 
快 , 而 凡 年 龄 结构 也 不 合理 , 使 得 对 人 口 增 长 的 严格 控制 会 导致 
人 口 老化 问题 严重 . 因此 在 首先 保证 人 口 有 痕 增长 的 前 提 下 适当 
控制 人 口 老 化 ,把 年 龄 结构 调整 到 合适 的 水 平 , 是 一 项 长 期 而 又 
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艰巨 的 任务 . 

建立 数学 模型 对 人 口 发 展 过 程 进行 措 述 、 分 析 和 预测 , 并 进 
而 研究 控制 人 口 增 长 和 老化 的 生育 策略 , 已 51 起 有 关 专 家 、 官员 
和 社会 备 方面 的 极 大 关注 和 兴趣 , 是 数学 在 社会 发 展 中 的 重要 应 
用 领域 . 近年 来 我 国 一 些 从 事 自 然 科 学 , 主要 是 控制 论 研究 的 专 
家 ,从 我 国人 口 的 现状 出 发 , 结合 当前 的 人 口 政 策 , 在 人 口 预 测 
和 控制 方面 杖 了 许多 工作 . 本 书 介绍 的 人 口 模型 包含 了 他 们 部 分 
的 (也 是 基本 的 ) 成 果品 ] ， 

在 1.4 节 我 们 讨论 过 人 口 的 指数 增长 模型 和 阻 句 增长 模型 
(Logistic 模型 ) , 这 些 模型 只 考虑 大口 总 数 和 总 的 增长 率 , 不 涉 
及 年 龄 结构 . 事实 上 , 在 人 口 预 测 中 人 口 按 年 龄 分 布 状况 是 十 分 
重要 的 , 因为 不 同年 龄 人 的 生育 率 和 死亡 率 有 着 很 大 的 差别 . 岗 
个 国家 或 地 区 目前 人 口 总 数 一 样 ,如果 一 个 国家 或 地 区 年 青 人 的 
比例 高 于 另 -国家 或 地 区 , 那么 二 者 人 口 的 发 展 状 况 将 天 不 一 样 
本 节 讨 论 的 模型 要 考虑 人 口 按 年 部 的 分 布 , 即 除了 时 间 变 量 外 ， 
年 龄 是 另 一 个 白 变 量 . 

下 面 的 模型 属于 连续 型 , 用 偏 微分 方程 描述 , 其 特点 是 便于 
理论 分 析 , 与 这 个 模型 相对 应 的 用 干 实际 计算 的 离散 模型 , 将 在 
8.4 节 介 绍 . 

人 口 发 展 方程 ”使 人 口 数量 和 结构 变化 的 因素 不 外 乎 出 生 ， 
死亡 和 迁移 . 为 简化 起 见 只 考虑 自然 的 出 生 与 死亡 ,不计 迁移 等 
社会 因素 的 影响 . 

在 时 刻 1, 年 龄 小 牛 > 的 大口 记 作 Etr 1) ,1 和 r 均 为 连续 
变量 , 设 下 是 连续 ,可 微 孙 数 , 称 人 口 分 布 函 数 , 时 刻 1 的 人 口 
总 数 记 作 N11) , 最 高 年 龄 记 作 #*' .于 大 对 于 非 负 非 降 范 数 
F(r,1) 有 


FO,.2)=0, Fr ,1)=NI7) (1) 
定义 
*) 理论 推 总 时 设 6, 一 0. 
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aF 
or 
称 年 龄 密度 函数 . p{r, 1)dr 表 示 时 刻 ! 年 龄 在 区 间 [r+ ,r+ dr) 
内 的 天数 . p (7r , 7) 非 负 且 
plr,,1}=0 (3) 
记 只 Cr [为 时 刻 1 年龄 :的 人 的 死亡 率 , 其 含义 是 ,人 日 
P(r, 1)dr 表示 时 刻 ! 年 龄 在 fr, ++ dr) 内 单位 时 间 死 亡 的 人 
数 . 
为 了 得 到 p (r ; 口 讲 足 的 方程 ， 考 察 时 刻 上 年 龄 在 [7 , r+ dr) 
内 的 人 到 时 剂 :+ di 的 情 襄 . 他 们 中 话 闭 的 那 一 部 分 人 的 年 龄 变 
为 [r+ dr yr+dr+dri) ,这 里 dmn= 量 .而 在 di 这 段 时 间 内 死记 
的 人 数 为 g(r ,fp (r,t)drat .于 是 
Pr tdr—ptrtdr ,tidi}dr=p(r, tp (r,t)drdi 
上 式 可 写作 
[ptridr sttdi)—plrs ttdi)+ [tptr, t+ di}—plr, fdrdr 
= 一 一 Ar P(r, tdrdr 
注意 到 dr = dt 就 可 得 到 
如 -下 = DPC: (4) 
这 是 年 龄 密度 国 数 PP 站 的 一 阶 偏 微分 方程 , 其 中 死 产 率 
Ar 1 为 已 知 因数 . 
方程 ‘4) 有 两 个 定 解 人 条 件 : 初始 密度 畏 数 记 作 (rr,， 0)= 
Po (7) ; 单位 时 间 出 生 的 婴儿 数 记 作 p (0 ,让 = 了 (71) , 称 玻 儿 出 生 率 、 
Pot7?) 可 由 人 口 调查 资料 得 到 , 是 已 知 国 数 ; 六 有 则 对 预测 和 控制 
人 口 起 着 重要 作用 , 后 面 将 对 它 进 一 步 分 析 . 特 方程 {4) . (3) 及 
定 解 条 件 写 帮 
中 十 加 一 一 Aryf)pry ti iD0 0 过 7 和 
| Plr:0})=p,(7) 


plr,1)= ,Orer, (2) 
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| p(0,.D=f 0) 

plr,:1)=0 (5) 
这 个 连续 型 人 口 发 展 方程 描述 了 人 口 的 演变 过 程 , 从 这 个 方程 
确定 出 密度 函数 p (7, 7) 以 后 , 立即 可 以 得 到 各 个 年 龄 的 人 口 数 ， 
妈 人 口 分 布 扎 数 


jo em (6) 


方程 (5 ) 的 求解 过 程 比较 复杂 , 这 里 只 给 出 一 种 特殊 情况 下 
的 结果 . 在 社会 安定 的 局 面 下 和 不 太 长 的 时 间 内 , 死亡 率 大 致 与 时 
间 无 甘 ,于 是 可 近似 地 假设 (7 ,1 =p4CG) ， 这 时 (5) 式 的 解 为 


pr deh, gt<r 


plr, -| faa (7) 

F(t—r)e do ， fm 
读者 可 以 验证 (7 ) 式 满足 方程 (5) . 这 个 解 在 t ~ fr 平面 上 有 -… 
个 浅显 的 解释 : 图 5 一 15 中 对 角 线 盖 上 将 上 一 了 平面 (fr 六 0) 
分 为 两 部 分 ,在 :<r 区 域 ,ptr yt 完全 出 年 龄 为 ?一 上 的 人 口 科 
始 密度 p,(r 一 了?) 利 这 些 人 的 死亡 率 jC) (r 一 上 委 3< 昌 决定 ; 而 在 
fi>r 区 域 , Pr， 门 则 由 末 米 的 生育 状况 AI 一 站 及 死亡 率 p(s) 


(0 所? 近 门 扇 定 . 

生育 率 和 生育 模式 在 rr 
方程 (5 ) 或 解 (7) 中 四 (和 oe 
Ar 可 从 人 只 统计 数据 得 ， on 


到 ,Ar， 站 也 可 片 RGr 0) Fe 
粗略 估计 ， 这样 ， 为 了 预测 

和 控制 人 口 的 发 展 状况 ,人 “0 一 和 -一 一 
们 主 时 关注 和 可 以 用 作 控 制 多 5 一 15 一 r 平 听 上 的 pr, 17) 
手段 的 就 是 婴儿 出 生来 AU ) 了 ,下面 对 /(1) 作 进步 分 解 . 
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记 女性 性 别 比 函数 为 上 tr ,71) , 即时 刻 /年龄 在 [7 ,r+ dr) 的 
女性 人 数 为 上 tr ,1)p (r ,Djdr ,将 这 些 女性 在 意 位 时 间 内 平均 每 
人 的 生育 数 记 作 5 (r , 1), 设 青 龄 区 间 为 [rn ,nj , 则 


7 | blr,t) k(tr, tp{r,t) dr {8) 
再 将 P(r, 71) 定 必 为 
plr,t)=p (th(r, 1) {9} 
其 中 由 (r ,1) 满 是 
my 
| h(r, rdr=1 (10) 
于 是 
p00)= | bur ner (11) 


nn 
70=80| h(r, Ik(r, tp (lr, fdr (12) 


由 (11) 式 可 以 看 出 ,8 (1) 的 直接 含义 是 时 亨 1 单 位 时 油 内 平均 
每 个 育龄 女性 的 生育 数 . 如 果 所 有 育龄 女性 在 她 育龄 期 所 及 的 时 
刻 都 保持 这 个 生育 数 , 那么 8 (7) 也 表示 平均 每 个 女性 …- 生 的 总 和 
生育 数 , 所 以 8 (71) 称 为 总 和 生育 率 (简称 生育 率 ) 或 生育 胎 次 . 
从 (9) 、(10) 两 式 及 br ,了 ) 的 含义 可 以 看 出 ,hh (r ,了 7) 是 年 龄 为 7 
女性 的 生育 加 权 因 子 , 称 生育 模式 . 在 稳定 环境 下 可 以 近似 地 认 
为 它 与 1 无 关 , 即 h(r,7)= 有 (rr) ,及 (7) 表 示 了 在 哪些 年 龄 生育 
率 高 , 哪些 年 龄 生育 率 低 , 图 5 一 16 给 出 了 hh(7r) 的 示意 图 , 表 
明 x=r 附近 生育 素 最 高 . 由 人 口 统计 资料 可 以 知道 当前 实际 的 
有 (r, 1). 作 理 论 分 析 时 人 人 们 党 采用 的 #(r) 的 一 种 形式 是 异 用 概 
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率 论 中 的 工分 布 


"一目 


Ar)= 0 > (13) 


并 取 晶 =2,&=n 人 2, 这 时 有 
r= 十 一 2 (14} 
可 以 在 出 ,提高 n 意味 着 咯 婚 ， 


而 增加 意味 着 晓 育 . 
这 样 , 人口 发 展 方程 (5) 
和 单位 时 间 出 生 的 要 儿 数 /1) | 


的 表达 式 (12), 构成 了 我 们 ?0 ! 
的 连续 型 人 人口 模型 . 模型 中 死 图 5 一 16 朱 育 模式 (7) 示意 图 
亡 率 函数 jy{r ,7 ,和 社 别 比 函数 庆 (r, 1) 和 初始 密度 兵 数 有 p, (7) 
可 坟 由 人 大口 统计 资料 直接 得 到 , 或 在 资料 的 基础 上 估计 , 而 生育 
率 有 (1!) 和 生育 模式 有 (7, 7) 则 是 可 琉 用 于 控制 人 口 发 展 过 程 的 糊 
种 手段 . 6 (41) 可 以 控制 生育 的 和 多少, (rf, 让 可 以 控制 生育 的 早 
晚 和 玻 帘 . 我 国 的 计划 生育 政策 正 是 通过 这 两 种 手段 实施 的 ( 沪 
题 9) . 

从 控制 论 规 点 看 , 在 方程 (5) 描述 的 人 人口 系 统 中 p(x, 7 可 视 
为 状态 变量 ,p (0 ,站 =f() 视 为 控制 变量 ,是 分 布 参数 系统 的 
边界 控制 的 数 . (12 )] 式 表明 控制 输入 中 含有 状态 变量 ,形成 状态 
反馈 , Pr) 视 为 反馈 增益 . 并 且 这 是 一 种 正 反 馈 ,好 人 人口 密 度 隔 
数 p (7 ,的 增加 ,通过 婴儿 出 生 率 了 (1) 又 使 p(r ,站 进步 增 
大 .方程 的 解 (7) 式 中 国 子 六 一 门 表明 这 种 反馈 还 有 相当 大 的 
名 后 作用 , 所以- - 且 人 人口 政策 失误 ,使 p(r, 7) 在 一 7 段 时 间 内 增 
必得 过 多 过 快 , 再 相通 过 控制 手段 (7) 和 (lr,7) 把 人 口 增长 的 
要 头 降下 来 , 就 级 困难 并 且 常 常 需要 相当 长 ( 几 长 人 ) 榴 时 间 . 

人 口 指数 在 上 面 的 模 增 中 密度 黄 数 plr, 站 或 分 布 东 数 


hit = hr) 


A 
re rT 
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PP 1 固然 是 人 口 发 展 过 程 最 完整 的 描述 , 但 是 使 用 起 来 并 不 
方便 . 在 人 口 统计 学 中 常用 一 些 记 谓 人 后 指 数 来 简明 扼要 地 表示 
一 个 国家 或 地 区 的 人 口 特征 .下面 是 一 些 人 口 指 数 的 定义 及 它们 
与 p (7 , 1 ) 等 数量 之 河 的 关系 ， 

1 . 人 口 总 数 NN (1) 


w=-| pi{r,t}dr (15) 
0 


2 .平均 年 龄 R (1) 


RO= AT | rplr,r)dr {16) 


3 . 平均 寿命 5S(1) 它 表 示 时 刻 1 出 生 的 人 不 论 活 汉 什么 时 
候 , 死亡 率 都 按时 刻 1 的 4 Cr, 了 7) 计算 ,这些 人 的 平均 存活 时 间 ， 


sw- | oh sr adr (17) 
S() 实 际 上 是 预 估 寿命 . 通常 说 日 前 平均 寿命 已 达到 多 少 岁 , 是 
指 今年 出 生 婴 儿 的 预知 寿命 , 即 $(0). 根据 统计 资料 得 到 当前 
的 死 7: 率 Ar ,0) 后 就 可 以 算出 St0). 

4 . 老龄 化 指数 iw (1) 它 定义 为 
R(t) 
S(t) 
显然 , 平均 后 龄 RO) 越 天 ,ww (1) 越 大 ; 对 于 屎 (相同 的 两 个 
国家 或 地 区 , 平均 寿命 S(t) 大 的 ,表示 健康 水 平 高 ，-- 个 人 能 工 
作 的 时 间 在 - - 生 中 占 的 比例 大 , 于 是 老龄 化 指数 wm (1) 较 小 . 

鉴于 我 国 晶 前 人 口 的 年 龄 结构 状况 ， 在 控制 生育 举 . 降低 人 
口 增长 速度 的 同时 , 需 适 当 考 虑 不 要 使 老龄 化 指数 变 得 过 高 . 

5 . 依赖 性 指数 p (7) 


w(t)= 


(18) 
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NN-L() 


?O00 


(19) 
Ep 1 
co=| [1 一 大 tr iN plr, oar+ | Klr, tplr, tdr 
在 /11 
(20 ) 
其 中 国 , 马 和 [7 分别 是 男性 和 女性 有 和 劳动 能 力 的 年 龄 区 
问 , 亏 ( 羽 是 全 体 人 只 中 有 劳动 能 力 的 人 数 , 所 以 依赖 性 指数 p (1) 
表示 平均 每 个 上 劳动 者 要 供养 的 人 人数 . 


5.8 红绿灯 下 的 交通 流 


各 穆 类 型 的 汽车 一 辆 接 状 -- 辆 沙 公 路 飞 驶 而 过 ,其 情景 就 像 
在 庙 急 的 江河 中 奔腾 的 水 流 一 样 . 在 这 种 铺 况 下 大 们 不 去 分 析 每 
辆 汽车 的 运动 规律 , 而 是 把 车 队 看 作 连 续 的 流体 , 陈 为 爸 通 流 或 
车 流 . 研究 每 - -时 刻 通 过 公路 上 每 一 点 的 交道 流 的 流星 、 速 度 和 
密 诬 等 突 量 间 和 的 关系 , 特别 是 在 出 现 璧 如 红绿灯 改变 , 交通 事故 
等 干扰 的 情况 下 交通 流 的 变化 过 程 . 本 节 首 先 红 人 儿 个 描述 交通 
流 购 基本 因数 , 接着 在 交通 流连 续 运 动 和 发 生 间 断 的 情况 下 ,分 
别 建 立 诡 通 疲 的 基本 方程 , 最 后 讨论 在 红 和 灯 和 绿灯 相继 出 现时 交 
通 流 的 变化 过 程 . 实际 上 , 红绿灯 可 以 看 作 交 通 事故 发 生 和 排除 
的 模拟 中立. 

交通 流 的 基本 函数 ”研究 对 象 是 在 无 穷 攻 公路 上 沿 单 向 运动 
的 -条 车 流 . 假定 不 充 许 超车 , 公路 上 也 没有 岔路 , 即 汽 车 不 会 
从 其 它 通 道 进 入 公路 或 从 公路 驶 出 ， 

在 公路 上 选 定 -个 坐标 原点 , 记 作 x=0. 以 牵 流 运动 方向 作 
为 x 轴 的 正 同 ,于 是 公路 上 上任 一 点 用 誉 标 x 表示. 对 于 每 -时 刻 1 
和 每 一 点 xX, 3 入 3 个 基本 国 数 : 

流量 9 (x , ?~ 时刻 1 单位 时 间 内 通过 点 x 的 车 辆 数 ; 
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密度 p (x , 日 一 时 蓝 上 点 xx 处 单位 长 度 内 的 车 辆 数 ; 

速度 w(x , 四 一 时 肇 ! 通 过 点 x 的 车 流速 度 . 

将 交通 流 视 为 一 维 流体 场 ,这些 函数 完全 可 以 类 比 作 流体 的 
流量 、 帘 座 和 还 度 , 福 意 这 里 速度 w(x , 1!) 不 表示 固定 的 哪 - 辆 
汽车 的 速度 ， 

3 个 基本 函数 之 间 存 在 着 密切 关系 . 首先 可 以 知道 ,单位 时 
间 内 通过 的 车 辆 数 等 于 单位 长 度 内 的 村 辆 数 与 棕 流 速度 的 乘积 ， 
即 

glx,t)=u (lx, tpilx,t) (1) 
其 次 , 经 验 告 诉 我 们 , 车 流速 度 w 总 是 随 着 车 流 密度 p 的 增加 
而 减 小 的 . 当 一 辆 汽车 前 面 没 有 车 辆 时 , 它 将 以 联 大 速度 行驶 ， 
可 描述 为 p=0 时 =,( 最 大 值 ) ; 当 车 队 首 尾 相 接 造 成 堵塞 时 ， 
车 辆 无 法 前 进 . 可 记 为 p=p, (最 大 值 ) 时 4=0. 显然 在 这 两 种 
极端 情况 下 的 车 流量 g=0. 进一步 观察 可 以 发 现 , 当 p 较 小 时 
随 着 p 的 增加 g 也 会 增长 ; 
但 当 p 较 大 时 ,9 将 随 着 p 
的 增加 而 减 小 , 设 p= px 时 
9 达到 最 大 值 q, . 综 上 分 析 ， 
流量 g 与 密度 pp 之 间 的 甘 系 | 
可 串 为 图 5 一 17 的 形式 .在 
交通 流 模型 中 这 个 关系 常用 “ "7 
如 下 的 二 次 函数 表述 *) . 图 5 一 17 流量 g 与 密度 p 的 关系 


sw pl 三 (2) 


ou 人 (人 (3) 
Dn “ 


*)】 在 6.1 节 我 扫 将 出 机 理 和 分 析 卢 法 得 到 这 个 关系 . 


9 


9" 一 一 一 


注意 到 【1 ) 式 ， 又 有 
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显然 , g 的 极 大 值 点 px= Pi， 

应 该 指出 , (2) 、(3 ) 式 是 在 平衡 状态 下 p .az 和 9 之 癌 的 关 
系 , 即 假 定 所 有 车 辆 的 速度 相同 , 公路 上 各 处 的 车 流 密 度 查 同 . 

连续 交通 流 方程 ”对 于 正常 运动 的 尝 通 流 , 可 以 假定 流量 
g (xX yb , 窗 讼 p(x ,71) 和 速度 w(x ,了 都 有 是 x 和 1 的 连续 ,可 微 
国 数 ， 并 满足 解析 运算 所 需要 的 性 质 .下面 根据 守恒 原理 推 芋 这 
些 图 数 满 是 的 方程 ”. 

考察 x 的 任意 区 间 [a , 可 和 任意 时 刻 上 , 单位 时 间 内 通过 z、 
b 点 的 流量 分 别 为 gta, 1 和 gq (5 ,1). 因为 有 时刻: 在 区 间 [a ,如 


b b 
内 的 车辆 数 为 | ptx, tdx, 其 变化 率 为 各 | pxytdx. 
在 公路 没有 侈 路 的 假定 下 区 间 [e , 5] 内 的 车 辆 数 守恒 , 于 是 
| p lx, rdx (4) 


这 是 交通 流 方程 的 积分 形式 , 它 并 不 需要 明 数 对 x 的 连续 性 . 
在 关于 4 和 pp 的 解析 性 质 的 假定 下 ， 


bh 
a 
qla, lt 一 和 人， 上 一 -| Be 0X, i)dx 


hh 起 
| 了 
or | plx, ou | A px tdx 


所 以 (4) 式 化 为 


*】 为 了 便于 后 面 问 断 交通 流 方 程 的 推导 , 这 里 染 用 了 税 分 形 开 . 实际 上 中 以 直 
接 讨论 它 的 微分 形式 (习题 10) 
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bh 
A 六 
| (次 + < juan 
， ef A 


由 于 区 间 [a , 5] 是 任意 的 , 故 

p+ -0 (5) 
这 就 是 连续 交通 流 方 程 . 当 把 g 表示 为 p 的 已 知 函 数 g=q (p ) 时 
(如 (2) 式 ) , 导数 各 也 是 已 知 前 数 , 记 作 p (p ) , 于 是 接 照 水 
导 法 则 有 


这 样 , 方程 (5 ) 可 以 写成 


Op ap _ _ dg _ 
{2 +w(p) 2 =0, wp(p)= do ， 1>0,—% <xX< 


plx,0)=/(x) - (6) 


其 中 了 (x) 是 初始 密度 .方程 (6) 的 解 p (x , 7) 括 述 了 任意 了 时刻 公 
路 上 各 处 的 车 流 分 布 状 况 , 再 由 gip) 凤 可 得 到 流量 函数 
qlx,t). 
(6) 式 是 一 阶 扎 线性 偏 微分 方程 , 可 用 特征 方程 和 首次 积分 法 
求解 * ,这 里 直接 给 出 结果 . 
px ,01)=f (x0) (7) 
Xli)= 9 (xo) + xo: xo= xX(0) {8) 
容易 验证 (7 ) , (8 ) 满 足 方 程 (6). (7 ) 式 对 1 求 导 有 


*】 解法 详 见 有 关 潜 作 , 如 王 高 友 等 编 妆 常 宫 分 片 程 闪 (第 = 版 】, 高 等 教育 出 版 
衬 ，1983 和 外 ， 
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ip _ fp Gp dx _ 
ar Tart er dr 0 09) 


(3) 式 对 4 求 导 得 是 =o(/(x))， 再 将 (7) 式 代入 有 


等 -ee(p) ,这 个 结果 代 人 (9 ) 式 就 是 方程 (6). 至 F(7) . (8) 
满足 初始 条 件 p(x , 0) 二 (x) 则 是 显然 的 

方程 (6) 的 解 (7) 、(8 ) 师 式 有 着 明显 的 儿 何 意义 ,在 x 一 
平面 上 (8 ) 式 表示 一 族 直线 (图 5 一 18), 它 与 x 轴 交 点 坐标 为 x,， 
侠 率 为 志 =[g LUrOn -对 的 斜率 ) , 当 畏 数 p ,三 给 定 后 ， 
大 随 x 改变 . 这 族 直 线 称 方 
程 的 特征 线 . (7) 式 表明 ， 
沿 每 -条 特征 线 x=x (1) 车 


流 密 座 p(x, 门 态 常 数 
了 (6) ,当然 在 不 同 特征 线 pd 
上 p(x, 0 随 着 x 不 辐 而 加 To x 
个 间 . 网 5 一 培 方程 后) 的 特征 线 

这 样式 形 式 目 看 当 访 其 国 数 g (p 和 初始 密度 六 (xz ) 绍 定 而 . 
(了 7) 8) 就 完全 确定 了 方程 46) 的 解 ， 但 是 下 面 将 会 看 到 ,由 本 
知 始 密度 六 (x ) 的 不 同 可 以 导致 两 种 截然 不 同 的 结果 . 

设 gp) 如 人 2) 式 表 出 ， 则 


p= 和 2 
pm lp)= dp -人 D ) (10) 


pfp) 是 减 的 数 , 当 P=ps=p2 时 lpri=0, 对 了 Pi<pr， 
PAPI>0, 对 HF p> pt, fory<c0( 多 55-19). 

如 朵 初始 密度 (x) 是 x 的 溅 销 数 ,如 图 5 一 20{1) 所 示 , 邑 
藻 车 辆 行 怠 的 x 畏 下 向 , 前 协 的 密 庆 小 ,后面 的 密度 天, 则 特征 
线 的 形状 如 图 5 一 2012). 在 窜 度 为 p* 的 x* 占 ( 芭 (x*) =p*}), 
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因为 p (f(x*))=0, 从 x* 出 发 的 特征 线 的 斜率 k(x*) = 


鹿 5 一 19 pfp 的 图形 


[ez 四 一 oo ,所 以 这 
条 竺 征 线 年 址 本 xx 轴 .对 于 
NX, fCX) =p <p*, 
因为 PlP) >0, kt x) 
=F9 (tp) >0 ,所 这 从 x 
出 爱 的 特征 线 的 倾 急 方向 她 
图 5-20(2) 所 示 ; 对 于 
WX FOX) =p > p+, 
因为 g (p;) <0 , K(x) <0， 


所 以 从 x, 出 发 的 特征 线 向 相反 方向 倾斜. 这 种 情况 下 (7) 《8) 


确 是 方程 46 ) 的 解 . 

得 是 如 果 初 如 帘 度 f (x ) 
是 x 的 增 冰 数 ,如 图 5 一 21 
(1) ,前面 密度 大 ,后 面 密 
度 小 . 则 用 类 似 于 上 面 的 分 
析 方 突 可知, 特征 线 的 形状 
将 如 图 5 一 21(2) 所 示 , 宅 
们 必然 租 交 . 我 们 知道 , 在 
任 -- 条 特征 线 上 密度 p[x,n7) 


等 于 读 线 与 x 轴 交 点 处 的 初 


寻 密 度 ,那么 当 如 图 所 示 从 


图 5 一 20 补 始 密度 和 特征 线 


x 和 x 两 点 出 发 的 特征 线 相 交 于 PLX, 有 点 时 , 王 点 的 密 
度 p(x, 门将 始 等 于 A(x), 又 等 于 f(x 1). 当 f(x)z# 


从 实际 现象 分 折 - -下 为 什么 会 得 到 这 个 错误 的 结果 . 与 图 
5 一 2071 ) 统 出 的 初始 密度 (x) 不同 ,图 5 一 21{1) 的 fx) 表示 
前 面 车 辆 拥护 , 后 面 车 辆 稀 朴 . 于 是 后 面 的 车 速 比 前 面 大 ， 当 速 
席 快 的 汽车 迫 上 这 度 惕 的 汽车 又 太公 许 超车 上 时， 它 的 速 府 就 会 突 
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然 降下 来 ,并 且 引 起 在 它 后 面 的 汽车 的 连锁 反应 , 一 辆 接 - 辆 地 
突然 减速 . 车 流速 度 x (xz , 四 的 突变 

像 水 波 一 样 向 后 传播 , 我 们 在 日 常生 fx? 
活 中 可 以 观察 到 这 种 现象 . 速度 的 突 。 
变 必然 导致 密度 p(x, () 和 流明 g(x ,1) 
的 突变 ,这 意 昧 着 孙 数 pt{x,1) 和 
9 (x ,了 站 在 某 些 (x ,站 外 出现 了 间断 ， 
这 种 情况 下 不 能 再 假定 这 些 函 数 是 连 
续 . 可 微 的 , 因而 不 能 再 用 微 分 方程 。 (2) 
(6 ) 描 述 车 流 的 分 布 , 方程 的 解 (7) 、 
(8 ) 式 当然 也 就 没有 党 义 了 . 

间断 交通 流 方程 当 密度 函数 
pc 出 现 间断 时 ,具有 实际 意义 的 。 “1” 

也 是 常见 的 一 种 情 襄 是 ,一连串 的 间 图 -21 初始 密度 与 特征 线 ， 
断 点 (x , 1) 在 x ~ :平面 上 构成 一 符 入 线 相安 

条 拆 立 的 ,连续 的 间断 线 , 记 作 x=x (1) . 图 5 一 213 引 出 的 间断 
就 是 这 种 情况 . 下 面 推 导 间 断 线 x 一 x, (站 应 满足 的 方程 时 , 还 假 
定 它 是 可 微 的 . 

在 任意 时 刻 1，x= x (中 在 Y 轴 上 是 猎 立 的 ,可 以 取 区 间 [a， 
站 ,使 a<x,(1)<b .在 [ae, 昌 内 交通 流 方 程 的 积分 形式 (4) 仍 
然 成 立 . 将 [a , 局 分 为 两 个 区 间 [a, x,(7)) 和 (x,(1) ,四 , 在 
每 个 区 间 内 p (x ; 站 是 连续 . 可 微 的 ,于 是 有 


一 


1 丰 


ro-al0- 生 || ps oast | 


yt 


p(x, oaz| 


1 下 
和 ap _ dx Op 1 上 dx, 
-| 7 dx+p enn 各 +| 3 dx —p (x (Dr 


Xs 


(11) 
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其 中 xf 和 大 7 分别 表示 从 小 于 和 大 于 ( 门 一 侧 趋 向 x, (7) 
时 的 极限 值 , 在 这 种 趋向 下 p (x , 1) 和 g(x , 1) 的 极限 值 记 作 
p =p(x (1) ,1), pti=pt{xt (t),7) 


i. (12) 
4 =4 (x (1) ,1),g = (xt (1) ', 1) 
PP 和 9g 在 间断 点 x, 处 *) 的 跳跃 值 记 作 
[pl =?° ~p [9 =4 -9 (13) 


如 图 5 一 22 所 示 . 
a x br pr) 


xnlt} 


wD 时 GD 去 中 的 | codx 。 “--- 


[a 


| 
| 
| 
ot . OO a x) bt 


而 
=-0， | Op dx=0. 利用 
3 


{i2)、 (13) 式 的 记号 立即 得 图 5 一 22 ptx ,让 在 x,() 处 间断 
到 


[q=[p] -Se 


或 记 作 
dx, _ .Iq 


这 就 是 间断 线 x= x, (7) 应 满足 的 方程 ,其 中 [p] 和 [gj 可 以 用 连 
续 交 通 芒 方程 解 得 的 p 和 g 在 间断 点 处 取 极 限 值 算 出 . 

红绿灯 模型 ”为 方便 起 见 设 交 通信 号 灯 置 于 x=0 处 , 若 原 
来 公路 上 的 交通 处 于 稳定 状态 , 即 初始 密度 (x) 是 当 数 , 某 时 
刻 交 通 灯 突 然 变 红 灯 , 于 是 交通 灯 前 面 (x > 的 的 车 辆 继续 行驶 ， 
而 后 面 (x< 0) 的 车 辆 则 一 辆 辆 地 堵塞 起 来 . 经 过 一 段 时 间 后 交 


* 在 x ~ 1 平面 上 的 间断 线 对 x 轴 而 言 称 间断 点 . 
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通 灯 变 绿 灯 ,被 墙 寨 的 车 辆 得 以 快速 地 向 前 行驶 . 如 何 用 车 流 密 
度 国 数 的 变化 来 描述 这 一 过 程 , 绿灯 党 后 被 堵塞 的 车 辆 多 长 时 间 
才能 追 上 远离 的 车 队 ， 多 长 时 间 堵 塞 状 志 才 会 消失 , 交通 恢复 
正常 , 这 些 就 是 红绿灯 模型 要 讨论 的 问题 . 

红绿灯 的 变化 必然 引起 密度 鲍 数 p(x , !) 的 间断 , 下面 用 方 
程 414) 研 究 间 断 线 的 变化 规律 ,而 在 p (x, 71) 的 连续 点 处 则 
仍 用 (7) 、(8) 式 进行 分 析 . 

设 上 = 0* 时 交通 灯 突 然 由 绿 变 红 , 1=t 轩 又 由 红 变 绿 . 下 面 
依 时 间 峰 庆 用 图 形 结 侣 公式 计算 的 方法 讨论 p (x , 站 的 演变 过 程 ， 
并 回答 上 面 的 “和 何 时 追 上 车 队 *、“ 何 时 堵塞 消失 ”等 问题 (图 
5—23). 

1 .0- 肝 设 p(x ,0)= 了 f(x)= po (常数 ), 见 图 5 一 23 (1). 
为 确定 起 见 不 妨 假定 nn<p*， 即 初始 密度 小 于 使 流量 达到 最 大 
的 密度 , 这 种 交通 流 称 为 稀 朴 流 . (如 果 假 定 po>pr, 则 称 为 
拥挤 流 . 得 到 的 结果 虽 与 稀 朴 流 不 同 , 但 分 析 方 法 相同 . 见习 
题 11) . 

2.0+&r<r 红 灯亮 . 在 红 灯 后 面 (x<0) 车 辆 堵塞 导致 最 大 
密度 p= pP, , 与 初始 密度 p= mm 形成 间断 , 这 条 左 间断 线 记 作 
x 二 Xulif) ,表示 堵塞 的 车 队 尾 部 随时 间 向 后 { 左 ) 延 伸 的 过 程 . 
红 灯 前 面 (x>0) 的 车 辆 继续 行驶 , 空 出 的 路 段 导 到 p 一 0 , 与 
p= ps 形成 间断 , 这 条 右 间 断 线 记 作 zx= 和 (1) ,表示 远离 的 车 
队 许 部 向 前 ( 右 ) 延 伸 的 过 程 , 见 图 5 一 23 (2) .xi 010 和 因 (由 
方程 (14 ) 确 定 , 而 流量 gq (p ) 的 计算 由 (2 ) 式 给 出 . 

对 于 x=x, (0) ， 


[p] =ps—po: {= 4 (pn)—g (po)= — Mn Po lpm— po) 


Pm 
于 是 
dx op 
dr Dm 
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其 解 为 
xu(D= -ai (15) 
对 于 x= ze(D [pl = po, [四 = mp 
Mx, -po 二 po) 
| dt pp, 
x,, (0})=0 
x (站 = Pe ba Cpu pad t (16) 


因为 p<p*= p22 ,由 (15)、(16) 可 知 和 (的 向 前 的 速度 
比 x (条 后 的 速度 大 . 
3 ,1=7T 有 时 绿灯 亮 , 被 阻止 在 x<0 人 处 的 牵 队 开始 向 前 行驶 
(图 5~23(3))}. 
4.T<1. 用 xiCb9 表 示 堵 塞车 队 行驶 时 最 前 面 那 辆 车 的 位 置 ， 
即 由 p=0 变 为 p>0 那 一 点 的 位 置 ; 用 x,(i) 表 示 堵 塞车 队 行 驶 
时 最 后 面 那 辆 奏 的 位 置 , 即 由 p<p, 变 为 p= Pp, 那 一 点 的 位 置 
(图 5 一 23(4)). 将 时 间 坐 标 平移 为 : “= /一 +t, 初始 密度 (1 “= 0) 
可 记 作 
Pn? Xl XO 
70D-| 90<x<x， 
Do KEK XX 
对 于 0<xo<x,， 由 (10) 式 可 得 pg (7(x0)) =t, 在 特征 线 
X=tt 和 钻 如上 ,密度 p(x,t =0. 令 为 一 和 0 我 们 得 到 
2 人]=2 ,或 
x (1)= un, (t—T) (17) 
其 实 因 为 最 前 面 的 那 辆 桔 能 以 最 大 速度 行 驴 itp=0 时 4 
=#%)，(17) 式 可 以 立即 写 出 .类似 地 , 对 于 x,<x0<0， 
065 


go 由 (xi 一 一 全 ， 
At) 一 一 二 人 一 T) (18) 


半 i 
LR nr) a it 
2 站 


图 5-23 江 绿 灯 模 型 由 p tx, :和 购 变 化 过 程 


而 对 于 xx (1) 所 Xx 所 I (1) ,密度 p(x, 1) 实际 上 是 巡 续 的 ， 
利用 (7 、(8) 式 可 知 x=w{p)t “. 再 注意 到 g (pp) 的 表 还 式 
{10 ) , 我们 得 到 (详细 推导 参看 [291 ) 


760 


(je (19) 
即 


plx,1)= 全 | Ar | Xt EXAEN (TY (20) 


P(x ,1 对 x 是 线性 的 , 且 pp (0, 1)= p22, 所 以 图 中 用 直 线段 
表示 , 实际 上 , 在 xi (7) 与 x, {1!) 之 问 的 那些 车 辆 ,是 一 辆 辆 逐渐 
开动 起 来 的 , 由 于 初始 密度 是 均匀 的 ,xi (1) 、 x, (1) 又 是 线性 的 ， 
所 以 p(x, 与 x 之 间 的 线性 关系 是 可 以 预料 的 . 

5 .= 六 时 堵塞 消失 (图 5 一 23 (5)). 由 于 0 ,xi (向 前 ， 
向 后 的 移动 速度 都 是 志 ,((17), (18) 式 ), x,{1) 向 后 的 速度 为 


加 如 ((15) 式 ),x,,() 疝 前 的 这 度 为 如 ta 一 29((16) 式 ). 


在 po<px*= pa 的 假定 下 不 难 知 道 , x,(1) 会 首先 直 上 x, {1)， 
记 这 个 时 刻 为 志 , 在 (15),(18) 式 中 令 xb = (6), 即 


a, (1 1)= lee po 1 可 解 得 


b= 一 名 (21) 
Pm™ Do 
显然 , i 是 堵塞 消失 的 时 刻 . 
6 .1= 二 时 和 追 上 车 队 (图 5 一 23 (6)). 六 ( 由 赶 上 上 x, (时,- 
堵塞 车 队 的 最 前 面 那 辆 车 追 上 远离 的 车 队 , 记 这 个 时 刻 为 5, 在 
(16]) 、(17) 式 中 令 x (4)=x,, (1) ， 可 以 算出 


二 En (22) 
po 


7 .二 < rt 和 (继续 移动 ,而 p(x ,在 间断 点 处 
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的 虐 跃 值 逐渐 减 小 {图 5 一 23(7)). 下 面 分 析 xb 的 变化 规律 . 
Xs1( 站 满足 间断 交通 流 方 各 (14) ,其中 p* 用 (20) 式 确定 


(x (=x(1)) 为 p= | 0 pp 


出 (2) 式 算出 g*=g(p') ,=qtp  ) 以 后 代入 (14} 式 可 得 


dx -2 (- 加 ) 
dt 2 人 一 T) 2 po 
方程 (23 ) 的 定 解 条 件 是 


Xo t= ~ (tt) 


由 {21) 式 给 出 ,， (23) . (24) 的 解 为 


2 


(23) 


(24) 


TA GAG (23) 


1 
B=-2u(1- 如 <。 
Pm Dm Po 


= (1- pa 让 Br 


当 上 是 够 大 时 必 有 有 


| 到 (ft 一 z)- 到 {< (1- -202 ) 


pn 


(26) 


这 时 Sar >0. 所 以 一 定 存在 某 个 时 刻 , 使 x, (7) 由 t= 时 的 
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向 后 移动 (mx | 


t= 


<0 ) 变 成 向 前 移动 ， 


(站 的 变化 规律 可 作 类 似 地 分 析 , 结果 表明 1 足够 大 以 后 
x (1) 和 x,,(?) 以 相同 速度 向 前 移动 (习题 12). 
8 .1 二 1* 时 x 二 人 0 处 交通 壤 复 ( 图 5 一 23 (8)). x,, (四 向 前 移 
至 x=0 点 的 时 刻 记 作 1*, 在 (25) 式 中 令 x,, (1*)=0 可 以 解 出 
T 


1 (28) 
(- 闯 ) 
Pm 


这 时 x=0 处 的 车 流 密度 p (x , 1) 减 小 到 初始 密度 p,, 可 以 认为 
x= 一 0 处 的 交通 恢复 正常 . 从 (28) 式 可 知 , 红 灯 时 间 1 越 短 , 初 
始 密度 与 最 大 密度 之 比 pop 越 小 , 恢复 得 就 越 快 . 

设 p/p,=38 ,由 (28) 式 算出 1*=167. 将 rr 看 作 由 -于 事故 
造成 堵塞 而 停止 交通 的 上 时间, 那么 += 5 分 钟 的 堵塞 , 需要 再 过 
16 x 5 一 5 二 75 分 钟 堵塞 处 的 交通 才能 恢复 原状 . 

当 1>1* 后 x (1) 、x (0 都 在 x>0 处 癌 前 移动 ,并且 p 的 
跳跃 值 越 来 越 小 , 理论 上 要 当 # 一 %w 时 全 线 ( 一 0 <x< oe ) 的 
交通 才能 恢复 到 初始 状态 p= p。， 


5.9 烟雾 的 扩散 与 消失 


产 阔 的 平原 上 风 和 日 是 , 当 一 颗 炮 弹 在 昔 兰 色 的 天 空中 爆炸 
时 我 们 看 到 , 放出 的 烟雾 以 爆炸 点 为 中 心 向 四 周迅 速 扩散 , 形成 
-个 近 于 圆 形 的 不 透 光 区 域 . 起 初 这 个 区 域 逐 渐 增 大 , 后 来 它 的 
边界 变 得 明亮 起 来 , 不 透 光 区 域 渐 渐变 小 , 最 后 烟 雳 完全 消失 ， 
又 是 晴空 万 里 . 本 节 要 建立 一 个 模型 描述 观察 到 的 烟雾 扩散 和 消 
失 过 程 , 分 析 消 类 的 时 间 与 哪些 因素 有 关 , 以 及 怎样 预报 消失 的 
Ei 
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问题 分 析 炮弹 爆炸 引起 的 烟 盐 传播 可 以 看 作 在 无 穷 空 间 
由 瞬时 点 源 导 致 的 扩散 过 程 , 能 够 由 二 阶 抛物 型 偏 微 分 方程 描述 
烟雾 浓度 的 变化 规律 , 我 们 用 仪器 或 肉眼 观察 到 的 烟 寺 扩 散 稍 类 
过 程 既 与 烟雾 浓度 的 变化 规律 有 基 ,又 与 烟雾 对 光线 的 吸收 过 程 
有 关 , 还 涉及 到 仪器 或 肉眼 对 亮 瞳 的 灵敏 程度 , 辟 如 用 肉 卢 观 
察 认为 烟雾 已 经 消失 (由 暗 变 亮 ) , 而 用 灵敏 度 高 的 仪器 则 仍 能 观 
测 到 烟雾 ( 疝 未 变 亮 ) ， 

牧 个 建 模 过 程 应 当 包 含 : 烟雾 浓度 的 变化 规律 ; 穿 过 烟雾 的 
光 的 强度 的 变化 规律 ; 仪器 辨别 亮 瞳 的 灵敏 度 的 描述 ; 不 透 光 区 
域 边 界 的 变化 过 程 等 . 

模型 假设 

1 . 炮弹 的 爆炸 看 作 在 空中 某 一 点 向 四 周 等 强度 地 瞬时 释放 
烟雾 , 烟雾 在 无 穷 空间 扩散 ,不计 风力 和 大 地 的 影响 ， 

2 . 烟雾 的 传播 服从 扩散 定律 . 即 单位 时 间 通 过 单位 法 向 面 
积 的 流量 与 它 的 被 度 梯 诬 成 正比 ， 

3 . 光线 罕 过 烟雾 时 其 强度 由 于 烟雾 的 吸收 而 减少 , 单位 距 
离 圭 光 强 的 相对 减少 量 与 烟雾 浓 记 成 于 比 ; 没有 烟雾 的 大 气 对 光 
线 的 吸收 作用 忽略 不 计 . 

4 . 在 烟雾 扩散 过 程 中 , 不 穿 过 烟 雳 直 楼 进 人 观测 仪器 的 标准 
光 强 五 保持 不 变 ; 对 丁 穿 过 烟 费 进入 仪器 的 光 强 了 观 和 油 结果 只 


有 党 同 之 分 , 仅 当 二 > 1 一 上 时 观测 结果 为 亮 . 4 称 为 仪器 的 


灵敏 度 , 1 越 小 位 器 越 灵 敏 . 通常 py <<1， 
模型 建立 
1 . 烟 才 浓 度 的 变化 规 委 . 
将 爆炸 时 刻 记 作 1=0, 爆炸 点 选 为 坐标 原点 . 时 刻 1 无穷 空 
间 中 任 : -点 (x ,yz) 的 烟 雳 浪 度 记 为 C(x ,y,z, 7 了， 根据 假 
设 2 单位 时 间 通 过 单位 法 向 面积 的 该 量 
4 一 ~—k* gradC (1) 
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大 是 扩散 系数 , grad 表示 梯 庶 , 负 号 表示 由 浓度 高 向 浓度 低 的 地 
方 扩散 ,考察 空间 域 吕 , @ 的 体积 为 V ,包围 9 的 曲面 为 S$ ,5 
的 外 潜 线 向 量 为 n ,出 在 [1, 1+Ail 内 通过 上 Q 的 流量 为 


i+ ht 
o-| | ndodi (2 


而 总 内 烟雾 的 增 量 为 
0=||| tees. -C(x p21t+ANdrY (3) 
由 质量 守恒 定律 


1= OQ; (4) 
根据 曲面 积分 的 奥 氏 公式 


||* no= ||| evaar (5) 


其 中 diy 是 散 度 记号 . 由 (1 一 145) 式 得 利用 积分 中 值 定理 不 难 
得 到 


站 全 ， 人 EC 
a = 一直 div tgrad ok( 了 十 By 十 5 ) (6) 
这 是 扼 物 型 篇 微分 方程 , 根据 假设 1 , 初始 条 件 为 作用 在 坐标 原点 
的 点 源 函 数 , 可 记 作 

Cilxsp ,2,0)=0O6{x,y,2) (7) 
口 表 示 地 弹 爆 炸 施 放 的 烟雾 总 量 , 6 (x ,7 ,z) 是 单位 强度 的 点 源 
半数 . 

方程 (6) 满 足 条 件 {7 ) 的 解 为 
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2 
Cyr) Th (8) 


这 个 结果 表明 , 对 于 任意 时 刻 ! 烟雾 浓 度 叱 的 等 值 面 是 球面 
好 十 斑 十 于 一 及， 并 肌 随 着 球面 半 答 玉 的 增加 的 值 是 连续 减少 
的 .让 当 t 一 o 时 加 (xy zz, 人才 超 于 零 

2 . 罕 过 燃 老 的 光 强 的 变化 规律 . 

考察 没 一 定 方 向 罕 过 烟 寺 的 光线 , 此 方向 的 长 度 坐 标记 为 站， 
烟雾 被 认为 号 ( 门 ， 光 强 为 工 ( 门 . 按照 假设 3 应 有 

和 =-xCCOOTG (9) 
x 是 烟 老 对 光线 的 吸收 系数 . 光线 未 进入 烟雾 时 (1= i) 的 强度 记 
作 天 , 即 
Tl)=1, (10) 
方程 (9 ) 在 条 件 (10) 下 的 解 为 
5( 门 = 三 下 Cas (11) 

3 . 仪器 的 灵敏 座 与 不 透 光 区 域 的 边界 . 

从 上 面 分 析 可 知 烟 需 浓度 在 空间 是 连续 变化 的 , 穿 过 烟雾 进 
入 仪器 的 光 强 也 是 连续 变化 的 , 那么 之 所 以 会 观察 到 烟雾 扩散 时 
不 透 光 区 域 的 边界 有 一 个 先 变 大 . 后 综 小 、 最终 消失 的 过 程 , 则 
完全 是 因为 仪器 的 观 负 结 果 只 有 亮 暗 之 分 ， 而 亮 瞳 分 界线 由 灵敏 
订 上 决定 . 根据 假设 4 仅 当 

I (12) 


~ 一 > 1 一 
nn 


观察 结果 为 亮 , 这 时 可 以 认为 烟雾 已 经 消失 . 
按照 假设 3 光 强 五 穿 过 没有 烟雾 的 大 气 时 其 衰减 可 以 忽略 ， 
所 以 不 必 对 它 与 直接 进 人 仪器 的 标准 光 蝇 加 以 区 分 . 条 件 (12) 
中 的 交 强 了 可 由 (II) 式 计算 . 
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为 方便 起 见 取 福 着 > 轴 的 光线 , 不 妨 设 仪器 在 z= ce 处 而 光 
源 在 z= 一 oo 处， 由 {11) 式 条 件 (12) 可 以 写作 
| Ctrrprz thdz > (13) 
因为 C(x ,y,z, 1 的 办 值 面 是 球面 ,所 以 仪器 观察 到 的 投影 在 
xy 平面 上 的 不 透 光 区 域 的 边界 是 圆 局 , 记 作 
和 十 天 一 产 (14) 
这 个 圆周 的 半径 随时 间 的 变化 规律 r(7) 应 由 条 件 {13 ) 决 定 . 
4 , 不 透 光 区 域 边界 的 变化 规律 ， 
利用 近似 关系 jn 01+x)=x(x<< 1 13) 式 可 化 为 


| C(x,py,2,1)dzs< > In Ty 二 
于 是 不 延 光 区 城 的 边界 志 
| Ctr,y,z,t)dr= 二 (15) 


确定 . 将 (8) 式 表示 的 C(x ,yy ,z, 个 代 入 (15) 进 行 积分 , 并 利 


用 公式 | Er 一 Nd 可 得 


一 


Er 
dnkt < | (16) 


以 (14) 式 代入 (16) 式 即 可 得 到 不 透 光 区 域 的 半径 为 


0- tin (17) 


dknt 
结果 分 析 ”由 (17) 式 可 以 画 出 r() 的 图 形 如 图 5 一 24, 并且 
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不 难 算出 , 当 


rity 


四 
站 和 元 上 Re (18) 

时 不 透 光 区 域 的 半径 > 达到 最 大 “| /7 

值 1, 当 | 
2 1 四 
‘Th dag (19) 2 


时 y=0， 即 二 是 观察 到 烟雾 完 。 “人 
全 消失 的 时 刻 ， 

(18] (19 ) 式 表明 ,六 与 烟雾 施放 量 Q 和 烟雾 对 光线 的 
吸收 系数 x 成 正比 ; 与 扩散 系数 无 和 仪器 灵敏 讼 上 成 及 比 ,请 读 
者 解释 这个 结 系 的 合理 性 ， 

最 后 . 从 (18)., {19) 式 可 得 

b=t* e=2.74 (20) 
所 以 当 观 察 到 烟雾 扩散 区 域 达 到 最 大 的 时 刻 + 以 后 , 就 可 以 预报 
烟 羁 完全 消失 的 时 刻 六. 

(18) 或 (19) 式 的 男 一 个 用 途 是 用 来 确定 大 气 中 的 扩散 系数 
k. 

评注 ”烟雾 在 大 气 中 的 扩散 , 光 强 通过 烟 寺 后 的 训 减 , 都 服 
从 -- 定 的 物理 定律 , 仪 欠 这 些 需 律 得 到 的 结果 不 能 和 解释 观察 到 的 
烟雾 扩散 和 消失 过 程 . 这 个 模型 3[ 人 仪器 灵敏 论 的 指标 , 成 功 地 
解 姑 了 上 述 现 象 ， 得 到 了 基本 上 符合 实际 的 结论 , 而 仪器 灵敏 度 
本 身 是 客观 存在 的 , 并非 人 们 所 虚构 ， 


5.10 万 有 引力 定律 的 发 现 


万 有 引力 定律 的 发 现 是 伟大 科学 家 牛顿 的 重大 贡献 之 -- . 牛 
上 顿 齐 研究 力学 的 过 程 中 发 明了 微 积 分 ,又 成 功 地 在 开 普 项 三 定律 
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的 基础 上 运用 微 积分 推出 了 万 有 引力 定律 . 这 一 创造 性 的 成 ，. 
以 看 作 是 历史 上 最 著名 的 数学 模型 之 一 ， 

历史 费 景 “十 五 世纪 下 淮 叶 开始 , 欧洲 高 品 经 济 的 繁荣 促进 
了 航海 炎 的 发 展 . 哥伦布 新 大 陆 的 发 现 .麦哲伦 的 环球 远航 , 引 
起 了 社会 的 普遍 关注 ， 当 时 远洋 航船 的 方位 全 靠 星球 的 位 置 来 确 
定 . 在 强大 的 社会 项 要 推动 下 , 天 文 观测 的 精确 程度 不 断 旨 高 . 
在 大 量 的 实际 观测 数据 面前 , 一 直 处 于 天 文学 统 客 地 位 的 “好心 
说 ”开始 动摇 了 . 

波兰 天 文学 家 妓 白 尼 (1473 一 1543 ) 在 天 文 观测 的 基础 上 ， 
冲破 宗教 统治 程 “ 地 心 说 ”的 束缚 , 提出 了 “ 映 心 说 ". 这 是 天 
文学 乃至 整个 科学 的 一 大 革命 , 但 是 由 于 历史 条 件 和 科学 水 平 的 
限 乔 , 红 自 尼 的 理论 还 有 -一 些 缺 陷 . 他 接受 了 阅 局 运动 是 最 完善 
的 天 体 运 动 形 式 的 概念 ， 认为 行星 绕 术 阳 的 运行 轨道 是 圆 形 的 . 

意 大 刊 乍 理学 察 怖 里 略 (1564 一 1642 ) 丰 位 用 观 窗 方 靶 证 实 
了 哥 句 尼 的 学 说 , 而 卫 用 实验 方法 发 更 了 落体 定律 和 针 性 原理 ， 
揭示 了 物体 在 不 受 焉 找 时 人 必 匀 速 直线 运动 的 规律 ， 

德国 天 文学 家 . 数学 家 开 葡 勒 (1571 一 1630) 在 第 谷 ， 布 拉 
幸 对 隆 行星 运动 大 量 观 测 资 料 的 基础 上 用 数学 方法 研究 发 现 , 火 
星 的 实际 位 置 与 按 哥 名 尼 理 论 计算 的 位 置 相差 8 妖 分 ,经 过 对 观测 数 
据 长 期 深入 的 分 析 , 开 普 惑 化 于 归纳 出 著名 的 所 谓 行星 运动 三 定 
律 . 到 

各 颗 行 星 分 别 在 不 同 的 桶 车 轨道 十 绕 太阳 运行 , 太 限 位 于 这 
些 精 柄 的 一 个 焦点 上 ; 

每 颗 行 星 运行 过 程 中 单 们 时间 内 太阳 一 行星 问 径 扫 过 的 面 
积 是 常数 ; 

各 颗 行星 运行 周期 的 平方 与 其 榴 较 就 道 长 半 轴 的 3 次 方 成 正 
比 ， 

在 匣 利 略 、 开 普 蒜 的 基础 上 , 二 七 ,十 入 世纪 许多 科学 家 致 
力 于 行星 钞 燃 赔 轨 道 运行 时 受 力 状况 的 研究 . 从 开 普 勤 定律 可 以 
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看 出 , 行星 运行 速度 是 变化 的 ， 和 而 在 当时 尚 设 有 计算 变速 运动 的 
动力 学 方法 . 英国 物理 学 家 胡 克 (1635 一 1703) 和 荷兰 物理 学 家 
惠 更 斯 (1629 一 1695 ) 等 人 虽然 都 取得 了 一 些 成 洒 , 但 终 未 得 到 
有 关 引 力 的 定律 ， 

卓越 的 英国 物理 学 家 、 数 学 家 后 顿 (1642 -1727 ) 认 为 一 切 
运动 都 有 其 力学 原因 , 开 普 勒 三 定律 的 背后 必定 有 力学 定律 起 作 
用 ,他 在 研究 变速 运动 过 程 中 发 明了 微 积 分 (当时 称 流 数 苇 ) , 又 
以 微 积分 为 工具 在 开 普 勤 三 定律 和 牛顿 第 一 定律 的 基础 上 , 用 演 
绎 方法 得 到 所 谓 万 有 引力 定律 ,于 1687 年 汇编 入 《自然 科学 之 
数学 原理 出 版 ,这 一 发 现成 动 地 解释 了 许多 自然 现象 , 并 为 -- 
系列 观测 和 实验 进一步 证 实 , 直到 今天 仍 是 物理 学 中 的 一 条 基本 
定律 ， 

再 面 介绍 的 万 有 引力 定律 的 推导 过 程 是 在 牛顿 使 用 的 洲 数 法 
的 基础 上 改写 前 . 

模型 假设 ” 开 普 勒 三 定律 和 和 牛顿 第 二 定律 是 导出 万 有 引力 定 
律 的 基础 ,所 以 需要 将 它们 表述 为 这 个 模型 的 恨 设 条 件 . 

对 于 任意 -- 颗 行星 的 椭 
加 运行 轨道 建立 极 坐 标 系 
(r,8), 队 太 阳 为 坐标 原点 
7 三 0 ,以 精 贺 长 半 轴 方向 为 
9=0 ,用 向 径 r 表 示 行 星 的 
位 置 ( 图 $-- 25j*) ， 

1 . 国道 方程 为 图 5-25 极 坐 标 系 中 的 行星 轨道 


加 1 1 01 
= sco ,P= a 天 一 到 (一 让 (1) 


a . 石 为 精 贺 的 长 . 短 半 轴 , e 为 离心 率 . 
2 . 单位 时 间 内 向 径 z 扫 过 的 面积 是 常数 4 , 即 


*】 李 节 用 焊 体 字母 表示 二 其 , 以 区 别 于 标量 ， 
1756 


1 a 
本 70= 屋 
3. 行星 运行 周期 了 淮 足 
T= im 


其 中 是 绝对 常 教 , 与 哪 一 颗 行 星 无 半 . 


(3) 


4 , 行星 运行 时 受 的 作用 力 f 等 于 行星 加 速度 T 和 质量 m 的 


乘积 , 凤 
f=mr 
模型 建立 首先 引入 基 向 量 ( 见 图 5 一 25) 
gr 二 COS 人 十 sin 全 
| no= — sinOi cos)j 
问 径 r 可 表 为 


r=rW 


因为 由 (5 ) 式 可 以 算出 
{ ,= bu， 
my 一 — Bu. | 
所 以 由 (6)、 (7 ] 式 得 到 行星 运动 的 速度 和 加 速度 为 
Tor do 
r= (FA + (9+ 2 了 0 Juny 
根据 (2 ) 式 可 得 
24 +» 一 44F 
ri ri 
于 是 (9) 式 右 端 第 二 项 用 +218=0 , (9) 式 化 为 
了 = (7-710? )u, 
对 (1 ) 式 求 导 并 利用 (10) 式 8 的 结果 , 得 到 


r= 24e sing 
pp 


(4) 


(5) 


(12) 
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2 
7 = $c0s0 二 44 kB 4 (13) 


r= 2 1 {14) 
最 后 把 (44) 和 (67 代 人 (4) 式 ,我 们 有 


1 =- en, m= (15) 
这 里 wm 是 单位 向 径 , 指 示 向 径 方 向 .{15) 式 表明 ,行星 运行 时 受 
的 力 了 的 方向 与 它 的 向 径 方向 m 相反 , 即 在 太阳 -行星 边线 方 
向 ,指向 太阳;f 的 大 小 与 行星 质量 m 成 正比 ,与 太阳 -行星 距 
离 r 的 平 注 成 反比 ,f 为 本 阳 对 行星 的 引力 ， 


2 
为 了 完成 万有引力 的 推导 ,只 需 进 一 步 证 明 (15) 式 中 的 全 
是 绝对 常数 , 即 它 与 哪 一 颗 行 星 无 关 (4 和 P 不 是 绝对 常数 ). 
因为 4 是 单位 时 间 内 向 径 扫 过 的 面积 ,行星 运行 一 个 周期 了 
向 径 扫 过 的 面积 恰 是 以 e .8 为 长 . 短 半 轴 的 构图 面积 ,所 以 


T4 = xab {16) 
由 (41713716) 式 容易 算出 

x 

= C17) 


x 和 2 均 汶 绝对 常数 ,将 (17) 代 入 (15) 式 有 


f = 一 2 C18) 


《18) 式 表明 ,太阳 对 行星 的 作用 力 工 的 大 小 除了 与 行星 质量 m 成 
正比 .与 相互 距离 平方 呈 成 反比 以 外 ,余下 的 因子 4r274 就 只 与 
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太阳 本 身 有 关 了 .将 这 个 结果 与 我 们 熟知 的 形式 


f = - 下 (19) 


相 比 较 ,应 该 有 4 = kMCE 为 万 有 引力 常数 ,型 为 太阳 质 
量 ). 请 读者 验证 这 个 关系 (习题 14). 

评注 ”从 发 现 万 有 引力 定律 的 过 程 可 以 看 出 ,在 正确 假设 的 
基础 上 运用 数学 演绎 方法 建 模 ,对 自然 科学 的 发 展 能 够 发 挥 多 大 
巨大 的 作用 .虽然 我 们 大 多 数 人 发 明 不 了 什么 定律 ,但 是 学 习 前 
辈 如 何 创 造 性 地 运用 数学 方法 对 于 培养 解雇 实际 问题 的 能 力 基 大 
有 好 处 的 . 

习 题 

1. 对 于 5.1 节 传染 病 的 SIR 模 卉 证 明 ， 

号 车 sw > 4a ,; 则 直人 丫 先 增 加 ,在 = lz 处 达到 最 大 ,然后 减少 并 趋 于 
零 ;3( 由 单调 减少 至 

罗兰 so < 17a, 则 计划 单调 碱 少 并 趋 于 零 ,5 昌 单调 减少 至 ;。， 

2. 对 于 传 保 病 的 SIR 模型 证 明 (20) - (22) 式 ， 

3. 在 5.2 节 经济 增长 模型 中 ,为 了 适用 于 不 同 的 对 象 可 将 产量 昂 数 
代 提 折算 成 现金 , 仍 用 9(1) 表 示 . 考 虚 到 物价 上 升 因素 我 们 记 物 人 剧 上 升 指 
数 为 Pt){ 设 P(0)=1), 则 产品 的 表面 价值 y() .实际 价值 (4) 和 物价 
指数 PP( 由 之 间 满 足 yt 2) = 9(1) PU#). 

四 导出 y(t) 911) 、P() 的 相对 增长 率 之 间 的 关系 ,并 作 解 琶 . 

多 设 窟 用 工人 数目 为 L(4), 每 个 工人 工资 为 更 (, 企业 的 利 酒 简 北 
为 失 产 品 的 收入 y{ 臣 中 扣除 工人 人 的 工资 各 畴 定 的 成 本 , 利 岂 5.2 节 的 5) 式 讨 
论 , 企 业 应 雇用 多 少 工 人 能 使 和 润 最 大 . 

4. 在 5.4 节 的 房 室 模 埋 中 证 明 方 程 (3} 对 应 的 齐 次 方程 通 解 如 (4)、(5) 
式 所 示 , 说 明 方程 的 两 个 特征 根 e 和 有 一 定 是 负 实 根 ， 

5. 模 仿 5.4 节 建立 的 二 室 模 猩 建立 一 室 模 型 (只 有 中 心室 ), 在 快速 更 
防 注 射 . 恒 速 蔚 滴 注 ( 持 续 时 间 为 =) 积 口服 或 肌 府 注射 3 种 给 药方 式 下 求 
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解 血 药 液 度 ,并 画 出 浓度 项 线 图 . 

1. 利用 上 题 建立 的 一 室 模 型 ,讨论 接 因 定时 间 问 隔 了 每 次 给 予 辕 定 剂 
量 五 的 雪 次 重复 给 药方 式 .为 了 维持 药品 的 疗 黎 和 保证 机 体 的 实 全 ,要 求 
血 药 浓度 《 控制 在 5C 2z) 范 国内 . 设 中 心室 容积 了 下 力 蕊 知 . 

心 在 决 速 租 脉 注射 的 多 次 重复 给 药方 式 下 , 写 出 应 药 浓度 表达 起 并 作 
图 ,讨论 怎样 确定 了 和 卫 , 使 别 药 浓度 的 变化 满足 上 述 要 求 . 

人 在 恒 速 藉 脉 泣 注 和 口服 (或 肌肉 注射 ) 的 多 次 重 复 给 药方 式 下 , 缩 出 
血 药 浓度 变化 的 简 图 , 关 在 这 两 种 方式 选择 一 种 来 讨论 确定 了 7 和 已 的 问题 ， 

7. 在 5.5 贡 香烟 寺 滤 嘴 模 霸 中 ， 

全 设 好 = 800 毫克, 站 = 中 毫米 ,请 = 加 毫米 ,5 =002(17 秒 ) ,8=0. 吉 
(1“ 秒 ),b=50 和 毫米 / 秒 ,a =0.3. 求 e 和 名/o. 

名车 有 一 支 不 带 过 小 嘴 的 香烟 ,参数 同上 .比较 全 部 吸 完 和 只 吸 到 
处 的 情况 下 ,进入 人 体 毒 物 基 的 区 划 . 

8. 在 5.65 节 水 电站 调 压 塔 模型 中 , 设 测 压 塔 出 口水 流速 度 在 稳定 值 to 
附近 有 一 阶 是 变化 , 即 


i,t 蒂 少 
£1 = 
7) {0 


利用 方程 (8) 讨 论 凋 庄 塔 水 位 (4) 在 稳定 入 hi 附近 的 变化 过 程 如 人. 

9. 在 5.7 节 人 口 的 预测 和 控制 模型 中 ,总 和 生育 率 8(1) 各 生育 模式 
Ar, 昌 是 两 种 控制 人 口 增长 的 手段 . 试 说 明 我 国 目前 的 人 口 政策 ,如 提 介 
一 对 夫妇 只 生 一 个 孩子 ,晚婚 晚育 ,及 生 第 2 胎 的 一 些 规 定 ,怎样 通过 这 两 种 
控制 手段 加 以 实施 . 

10. 在 $.8 节 连续 交通 流民 型 中 ,考察 在 [t,t+ A 内 公路 段 [x， 
x + ax]j 的 流量 g(x.t) 和 密度 of zx, 日 的 变化 ,直接 导出 交通 流 方 竹 (5) 

11, 在 5.8 节 红绿灯 楼 型 中 ,讨论 初始 密度 是 拥挤 流 即 po > p' 时 密度 
函数 of, 门 的 变化 (类 似 于 赂 5-23 对 于 称 虐 注 oo<o* 的 分 析 , 画 出 分 阶 
段 的 ofz, 昌 示意 图 , 求 出 * 追 上 车 芍 " 和 * 堵 塞 消 失 * 的 时 记 , 分 析 间 断 
点 的 变化 规律 等 )， 

12. 证 明 红 绿灯 模型 中 左右 间断 线 xa( 引 和 x, (日 当主 是 够 大 后 以 相同 
速度 向 前 移动 ， 

13. 讨 论 绿灯 模型 , 设 初始 密度 (= 人 为 
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or， x<D 
:0D 三 | 
Ptxa0) 位 x>0 
全 画 出 5 >0 时 plx, 二 的 示意 图 . 
加 证 明 = 个 时 位 于 x= -dd> 人 0 处 的 车 辆 通过 x=0 的 时 刻 为 
4a 


i=- 


Hm 


仿 证 明 [0, 了] 内 通过 x=0 的 车 辐 数 为 生字 7 

14. 将 5.10 节 得 到 的 万 有 引力 定律 (18} 式 与 熟知 的 形式 (19) 进 行 比较 . 
查询 太阳 质量 ,地 球 运 行 轨道 {椭圆 ) 的 长 半 轴 .引力 常数 等 数据 ,说 明 二 
者 是 一 致 的 . 

x 15. 对 于 技术 革新 的 推广 ,在 下 列 儿 种 情况 下 分 别 建 立 模型 

他 推广 工作 通过 已 经 采用 新 技术 的 人 进行 ,推广 束 度 与 已 漆 用 新 技术 
的 人 数 成 正比 ,推广 是 无 限 的 

思 意 人 数 有 限 ,因而 推广 速度 随 首 尚未 采用 新 技术 人 数 的 减少 而 降低 . 

全 在 四 的 前 担 下 还 要 考虑 广告 等 媒介 的 传播 作用 六. 

x 16. 建 立 耐用 消费 品 市 场 销售 量 的 模型 . 如 果 知 道 了 过 去 车 幸 时 期 销 
上 售 攻 的 情况 ,如 何 确定 模型 前 参数 . 

* 17 .根据 经 验 当 一 种 新 商品 投入 市 场 手 , 随 着 人 们 对 它 的 拥有 量 的 增 
加 ,其 销售 车 s(#) 的 下 隆 速 度 与 sft) 成 正比 .广告 宣传 可 给 销量 试 加 一 个 
增长 速度 , 它 与 广告 费 at 让 成 正比 ,但 ) 告 只 能 影响 这 种 商品 在 市 场 上 尚 
未 饱和 的 部 分 ( 设 饱 和 景 为 于) .建立 销 基 s( 中) 的 模型 . 若 广 告 宣 传 只 进行 
有 限时 间 z, 且 广告 费 为 常数 s, 间 sf 所 如 何 径 化 001， 

*18, 和 人工 痛 是 帮助 人 体 从 血液 中 带 走 废 物 的 装置 . 它 通 过 -一 房 葡 膜 与 
过 要 带 走 废 物 的 血管 相通 ( 见 图 一 一 一 
5 _26) .人工 痛 中 通 以 菜 种 液体 ， 血 各 一 四 法 流 动 方 和 
其 流动 方向 与 血液 在 血管 中 的 流动 莫 脱 。 
志向 相反 ,血液 中 的 废 均 透 过 蔬 诬 人 工 生 
进入 人 工 肾 . 

设 血 液 和 人 工 慑 中 液体 的 流速 雹 为 常数 ,废物 进入 人 工 明 的 数 最 与 它 
在 这 两 种 六 体 中 的 浓度 差 成 正比 .人工 晴 总 长 5, 建立 单位 时 间 内 人 人 工 悄 带 


一 一 一 液体 流动 方向 
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走 废 物 数 最 的 模型 ! . 


*] 人 9 .在 色 塘 中 投 帮 mn 尾 鱼苗 , 随 着 时 间 的 增长 , 尾数 将 减少 而 叔 昆 的 重 
最 将 增 如 . 


全 设 尾数 n (0 的 相对 减少 率 三 为 常数 ; 由 于 喂养 ?起 的 每 尾 全 量 药 


增加 率 与 鱼 下 而 积 成 让 比 , 由 于 消耗 引起 的 每 尼 鱼 量 的 减少 率 与 鱼 重量 
成 正比 .分别 建立 尾数 和 每 尾 鱼 重 的 微分 方 各 , 并 求解 . 

各 用 控制 网 良 的 少 法 不 狂 小 鱼 ,到 时 划 了 才 开始 捕捞 , 捕捞 能 力 用 
尾数 的 相对 减少 量 | 天 条 | 表示 , 记 作 巨 , 即 草 位 时间 捕获 最 是 Ex (1) , 问 如 何 
选择 了 和 忆 , 使 从 了 开始 的 捕获 量 最 大 Tu . 

x20 , 侦察 机 搜索 带 得 , 设 上 =0 时 艇 在 口 点 ,飞机 在 4 点 ,DO4= 6 涝 ( 昂 
图 5 一 27) , 此 时 能 游人 水 中 并 藻 着 飞 
机 不 知道 的 某 一 方向 以 直线 形式 逃 去 ， (r+ de) 
艇 速 20 刘 7 时 .飞机 以 速 诬 和 0 
削 / 计 按照 待定 的 航线 搜索 沫 旗 , 当 
是 仅 当 飞 到 艇 的 江上 方 时 才 可 发 现 8 
它 . 

分 在 极 华 标 系 中 设 时 刻 :飞机 在 疼 527 
(7,0) , 艇 在 人 ,8+ag) .证 明 飞 机 为 了 与 艇 在 (rdr, 8+d8) 相 遇 ,航线 


Cr 二 rp 二 + 


>| 
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必 是 对 数 螺 线 r= 玉 ev ， 其 中 tn ,go] 是 满足 OPu= 二 4Po 的 某 一 点 P。 


的 学 标 , 例 刘 | Po (2 ,0 , 邯 必 机 先 由 44 点 沿 直线 飞 到 Po 点 ,再 尖 对 数 螺 线 
飞行 . 画 出 航线 示意 图 . 说明 飞机 最 多 滑 螺 线 飞 : 周 (360“) 总 可 发 现 
潜艇 . 

健 证明; 为 了 使 整 条 航线 是 一 条 光滑 曲线 , 飞 税 应 先 飞 到 P (2 3 ， 


子 ) 点 , 青 沿 矣 线 飞行 . 


高 在 所 有 可 以 发 现 渤 艇 的 航线 , 哪 一 条 航线 最 短 , 长 度 若 干 .光滑 航 
线 的 长 度 又 基干 P9 . 

*21 , 建立 铅球 括 远 模型 . 不 各 虞 阳 力 , 说 铅球 初速 为 v, 于 高 广 为 有， 
出 手 人 角度 为 {与 地 面 夹 角 ), 建立 投 部 距离 与 y、h、z 的 关系 式 ,并 在 ，、 有 
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一 定 的 条 件 下 求 最 佳 出 手 角 度 . 

*22 , 建立 肿瘤 生长 模型 . 通过 大 其 医疗 实践 发 现 肿瘤 细胞 的 生长 有 以 
下 现象 : i ) 当 肿瘤 细胞 数 生 超过 10: 时 才 是 临床 可 观察 的 ; 训 ) 在 肿 窗 生长 
初期 几 平 每 经 过 一 定时 间 肿 瘤 细胞 就 增加 一 倍 ; 证] 在 肿瘤 生长 后 期 由 于 各 
种 生理 条 件 限制 肿瘤 细胞 数目 趋向 某 个 稳定 值 . 


全 比较 Logistic 模型 与 Gompertz 模型 : 于 =—inln 六 ， 其 中 站 全 ] 
是 细胞 数 ,AN 是 极限 值 . 1 是 参数 . 


BE 


名 说 明 虐 述 两 个 模型 是 Usher 模型 : 时 一 匀 ( - (和 ) 和 加 


解释 参数 x 的 意义 109 . 
t+23 . 建立 一 个 模 列 说 明 要 用 :级 淡 篇 发射 人 造 卫星 的 道理 . 


公设 卫星 绕 地 球 作 人 匀速 加 周 运动 , 证 明 其 速 认为 :RR 苹 ,只 为 好 
球 半径 ,r 为 卫星 与 地 心 距离 ,g 为 地 球 表 面 重力 加 速度 .v 也 就 是 火箭 的 下 
速 . 问 要 把 卫星 送 上 离 地 面 600 公里 的 轨道 , 火 篆 末 速 应 为 多 少 、 

多 设 火 箭 飞 行 中 速度 为 y(1) , 质量 为 m (1), 初速 为 零 ,初始 质量 wm ， 
火 入 嘲 出 的 气体 得 对 火箭 的 速 府 为 4 , 忽略 重力 和 阻力 对 火箭 多 影响 , 用 
动 基 守恒 原理 证 明 yf)=tin 加 了 -出 此 你 认为 可 提高 火 科 的 未 速度 采取 
什么 措施 . 

等 火箭 质量 包括 3 部 分 : 有 效 载荷 (卫星 Jo ; 燃料 my ; 结构 (外 这 、 燃 
料 仓 等 jm .其 中 加 在 m 十 闸 中 的 比例 大 难以 小 于 10% , 证明 当 m=0 
(火箭 不 带 卫星 ) , 妖 料 用 完 时 火 入 达到 的 最 大 速度 为 wm=ata 二 .已 知 日 前 
的 w=3 于 米 / 秒 , 取 24=10% , 求 场 .这 个 结果 说 虹 什 么 、 

了 候 设 火箭 灼 料 燃烧 的 同时 ,不 断 丑 弈 无 用 的 结构 部 分 , 即 结构 质 
基 与 风 料 质量 以 和 1- 的 比例 问 时 碱 少 , 用 动量 守恒 原 理 证明 (= 人 1 一 7) 


xm 记 人 加 瞻 料 用 完 时 火 稍 本 速 为 多 少 .与 前 而 的 结果 有 何不 同 . 
Hm 
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名 二 是 个 理想 化 的 模型 ,实际 上 只 能 用 建造 多 级 火 第 的 办 法 一 段 自 
由 天 弃 无 用 的 结构 . 记 mm 为 第 i 级 火箭 质量 (燃料 和 结构 ) ,hm 为 结构 质量 
(4 对 各 级 是 一 样 的 ) , 有 效 载荷 仍 用 wy 表示 . 当 第 1 级 的 燃料 用 完 时 严 弃 第 
1 级 的 结构 , 同时 第 2 级 点 火 . 再 设 燃烧 级 的 初始 质量 与 其 负载 质量 之 比 保 
持 不 变 ,比例 系数 为 .证 明 3 级 火箭 的 末 速 = 3wln -二 二 .计算 要 使 
加 =10.5 千 米 / 秒 ,发 射 1 吨 重 的 卫星 需要 多 重 的 火箭 (u .4 用 以 前 的 数 
据 ) . 共用 2 级 碟 4 级 火箭 ,结果 如 何 , 由 此 得 出 使 用 3 级 火箭 发 射 卫星 
的 道理 191 ， 
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第 6 章 稳定 性 方法 建 模 
(平衡 与 稳定 状态 模型 ) 


虽然 动态 过 程 的 变化 规律 一 般 要 用 微分 方程 建立 的 动态 模 
型 来 描述 , 但 是 对 于 某 些 实际 问题 , 建 横 的 主要 目的 并 不 是 要 寻求 
动态 过 程 每 个 瞬时 的 性 态 , 而 是 研究 菜 种 意义 下 稳定 状态 的 特征 ， 
特别 是 当时 间 充 分 长 以 后 动态 过 程 的 变化 趋势 ， 辟 如 在 什么 
条 件 下 描述 过 程 的 变量 会 越 来 越 楼 近 某 些 确 定 的 数值 , 在 什么 情况 
下 又 会 越 来 越 远 离 这 些 数 值 而 导致 过 程 不 稳定 , 为 了 分 析 这 种 稳 
定 与 不 稳定 的 规律 常常 不 需要 求解 微分 方程 (并 且 我 们 将 会 看 到 ， 
即使 对 于 不 太 复 杂 的 方程 , 解析 解 也 不 是 总 能 得 到 的 ), 而 可 以 
利用 微分 方程 稳定 性 理论 , 直接 研究 平衡 状态 的 稳定 性 就 行 了 . 

在 下 面 建 模 过 程 中 ,大 多 数 情 况 下 我 们 将 直接 引用 微分 方程 稳 
定性 理论 的 结果 . 不 熟悉 这 方面 内 容 的 读者 可 以 参阅 6.7 节 . 


6.1 平衡 状态 的 交通 流 


桥梁 . 隘 道 、 狭 这 路 段 往 往 成 为 阻碍 交通 的 “ 瓶颈" , 这 
些 地 方 车 辆 拥挤 、 车 速 很 慢 ,以 致 单位 时 间 通 过 的 车 辆 较 少 . 另 一 
方面 , 变通 空闲 的 路 段 车 速 固 然 很 快 , 但 是 由 于 车 辆 稀少 , 单位 
时 间 通 过 的 车 辆 也 不 多 . 对 于 交通 的 规划 和 指挥 者 来 说 , 如何 安 


” 排 和 控制 车 辆 的 密度 使 得 单位 时 间 通 过 的 车 辆 最 多 , 自然 是 1 分 


重要 的 课题 ， 

沉 通 流 本 是 一 个 动态 过 程 , 在 5.8 节 中 车 流 的 窗 度 、 速度 和 
流量 都 是 时 间 : 和 位 置 x 的 图 数 ,分别 记 作 p(x ,1) ,u(x,1) 
和 qlx ,1). 按照 它们 的 定 羡 ,对 于 任意 的 1 和 x 都 有 {5.8 节 的 
(1) 式 ) 

q= pu (1) 
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这 -市 讨论 平衡 状态 下 的 交通 流 . 所 谓 平衡 状态 是 指 所 有 车 辆 速 
度 胃 同 , 车 长 和 相互 了 间隔 也 相同 , 即 速度 2 和 密度 p 在 任何 时 间 
和 地 点 都 - " 样 . 在 平衡 状态 上 将 车 流 密度 p 作为 自 变 量 , 确定 可 
度 # 与 p 之 间 的 函数 关系 wp), 进而 由 (1) 式 得 到 流量 9 的 模 
型 4(p) ,以便 研究 怎样 控制 密度 p 使 流量 gq 最 大 的 问题 .1 汶 

问题 分 析 ”为 了 得 到 平衡 状态 下 的 ua(p), 需要 上 先 分 析 动 态 
过 程 中 车 辆 的 位 置 . 速度 和 受 力 之 间 的 关系 , 在 …… 定 假设 条 件 下 
建立 动力 学 方程 . 

攻 察 一 个 车 队 ， 按 前 后 顺序 编号 为 1, 2, ，… ;7,… ,第 j 车 
在 时 刻 1 的 位 置 记 作 x,(1) ,速度 记 作 v{71) . 让 我 们 从 实际 经 蛤 
分 析 为 了 恢复 被 干扰 破坏 的 平衡 状态 , 第 j 车 的 司机 将 如 何 操纵 
他 的 汽车 . 

如 果 在 他 前 面 的 第 j 一 1 车 突然 减速 , 即 mi(b9<wtr)， 使 
车 队 偏 高 平衡 状态 , 则 他 将 元 加 制 动 力 , 使 第 j 车 也 减速 ,并 日 
当 两 车 之 间 的 速度 差 mw (1) 一 y 1{1) 越 大 时 ， 制 动力 也 越 大 . 相 
反 ,如 果 第 j 一 1 车 加 速 ，w (> 名 (1) , 则 季 要 者 加 蜗 动 力 ， 
V1(1) 一 (4) 越 大 时 ， 驱 动力 也 越 大 . 此 外 ， 制 动力 (或 驱动 力 
还 与 车 流 密度 有 关 ， 当 车 流 拥 挤 , 即 两 车 之 团 的 距离 [x,(?) 
一 xX-1( 四 | 较 小 时 ,为 避免 冲撞 ， 制 动 力 会 较 大 ,而 当 车 流 稀 蚊 ， 
即 |x;(#) 一 1 (1) 较 大 时 , 制 动 力 较 小 ， 

另 -- 方 面 , 按照 牛顿 第 二 定律 , 制 动 力 {或 驱动 力 ) 与 第 j 车 
的 趣 速 度 成 正比 . 如 果 假 定 司机 从 发 现 前 面 车 辆 速度 变化 到 他 施 
加 症 动 力 { 或 驱动 力 ) 有 一 个 反应 时 间 7t , 那么 制 动 力 (驱动 力 ) 将 


与 虹 人 全 成 正比 ， 
模型 假设 分 别 对 交道 流 的 平衡 状态 及 其 受到 干扰 3| 起 的 动 
态 过 程 作 简 化 假设 ， 


1 . 所 有 丰 辆 的 车 长 为 质 时 为 m. 在 平衡 状态 下 所 有 车 辆 
的 速度 # 相同 , 间隔 了 相同 , 因而 车 流 密度 p=1 010+d) 是 常 “ 
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初始 状态 为 平衡 状态 ， 

2 . 在 平衡 状态 下 车 流速 度 4 是 密度 p 的 函数 ,p= p, (车 辆 
首尾 相 接 造 成 塔 塞 时 的 最 大 密度 时 ,nu(p,)=0; 在 0< pps 范 
围 内 w(tp) = ( 受 限 制 的 最 大 车速 ) , po 是 已 知 的 小 正 数 . 

3 . 在 平衡 被 破坏 的 动态 过 程 中 , 第 了 车 的 制 动 力 ( 或 驱动 力 ) 
与 前 后 两 车 的 速度 养 1w fb 一 ”9 成 正比 ,与 前 后 两 车 之 问 
距离 1x,(1) -xx , (9 成 反比 ,比例 系数 天 对 所 有 车 辆 都 相 
同 ， 所 有 和 车辆 司 机 的 反应 时 间 相同. 

模型 建立 首先 , 由 上 述 分 析 和 假设 3 , 利用 千 顿 第 二 定律 
可 以 写 出 该 动态 过 程 满足 的 微分 方程 


dy,(r— tT) vv (lt) 
一 于 i 二 下 EX (2) 
社 意 到 x (<x (), (2) 不 可 变 为 
HD i nl) >0 03) 
对 方 各 (3 ) 两 边 积 分 得 到 
v(t =An |x (DD) — x +, {4) 


a 是 由 初始 条 件 确定 的 常数 , (4) 式 是 可 以 恢复 平衡 状态 的 动态 
方程 
在 平衡 状态 下 根据 假设 1 有 
Vt)=u, oo, 1x -x (=d+ti= 1 
将 这 些 关 系 代 人 人 (4) 式 得 到 平衡 状态 下 村 流速 度 w 和 密谋 p 
满足 
uiln i +a (5) 
p 
常数 wx 可 由 假设 2 中 的 ulp,)=0 确定 ,十 是 得 到 


“Aln (6) 
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而 常数 2 则 可 以 利用 假设 2 中 的 条 件 wtp,)= tr 求 出 ,有 
= Hi 
in (p/po) 


代入 (6) 式 我 们 得 到 车 流速 度 的 表达 式 
WH, ， Ogpxp, 


| In (pa/p) (71 
xn mnTo Ar) Pa PE Pr 


再 利用 (1 ) 式 立即 得 到 流量 函数 


tn : OEpPEp 
atp)-| In (p/p ) (8) 
"Pn{p /po) Po pe pn 
图 6 一 1 给 出 了 (8) 式 的 示意 图 { 道 常 p, 很 小 ) ， 
用 微分 革 不 难 算 出 合流,.，,， 
量 达 到 最 大 值 9g=g, 时 的 密 
麻 p* 为 4 > 
Pw 二 Ln =0.368 pm 
: I 
(9) 口 Pe pr fn 


在 桥梁 , 隧道 等 “瓶颈 ”路 图 6-1 流量 函数 g (p) 直 意图 
段 , 将 车 流 密度 控制 在 p* 附 近 , 可 以 获得 较 大 的 交通 流量 . 
流量 前 数 (8 ) 式 比较 复杂 , 为 了 应 用 上 的 方便 可 和 作 如 下 的 改 
进 . 
模型 改进 将 假设 3 中 的 “ 制 动 力 (或 驱动 力 ) 与 1x,(7) 
一 x,_1(1 儿 成 反比 " 改 为 “与 [x(1) 一 x_,(7)]? 成 反比 ”. 则 维 
分 方程 (2 ) 变 为 


—nm 


dv, (f+ tT) = PP LI) (10) 
d 


t [x — x (1 
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在 其 他 假设 不 变 和 类 似 的 推导 下 可 以 得 到 平衡 状态 下 的 车 流 密 度 
为 (习题 1 ) 

fp)=4tp 一 p) (11) 
为 简单 起 见 利 有 #(0)= 羽 , 来 确定 4， 可 得 


oyu (1- ): (< (12) 


mm 


最 后 ,流量 函数 为 


rwp 人 -全 ososw (13) 


m 


g 是 p 的 二 次 函数 . 容易 知道 , 当 p=px=Pp2 时 9 还 到 最 大 值 


了 — Lub . 


十 

(12) 和 (13 ) 式 就 是 5.8 节 红 绿灯 模型 中 应 用 的 速度 和 流量 
瑚 数 . 

评注 ”从 实际 经 验 看 在 平 黎 状态 下 车 流速 度 是 密度 的 碱 孙 
数 流 量 则 随 着 密度 的 增加 先 增加 后 减少 , 当 窗 度 适 中 时 流量 最 
大 . 本 节 在 合理 的 简化 假设 下 通过 对 司机 施加 的 制 动 力 (或 驱动 力 ) 
的 分 析 , 由 动态 方程 导出 平衡 状态 下 的 模型 (7 ) . (8 ) 式 及 (12)，、 
(13) 式 , 定性 上 与 经 验 相符 . 可 以 看 出 , 所 得 结果 主要 依 闵 于 很 
设 条 件 3 中 关于 制 动 力 (或 驱动 力 ) 的 假定 . 这 个 力 与 两 车 速度 
差 成 正比 是 没有 什么 异议 的 ,但 它 究 竟 是 与 两 车 距离 成 反比 (由 
此 导出 (7) 式 ) ,还 是 与 两 车 距离 平方 成 反比 (由 此 导出 (12) 式 ) ， 
或 者 根本 与 两 车 距离 无 关 (习题 2) , 则 缺乏 充分 的 理由 . 事实 上 ， 
如 果 说 当前 面 车 辆 突然 减速 , 后 面 的 司机 施加 的 制 动 力 与 两 车 
距离 (或 它 的 平方 ) 成 反比 还 有 定 道 理 的 话 , 那么 当前 面 车 辆 罕 
然 加 速 ， 后 面 司机 施加 的 驱动 力 似乎 应 与 两 车 距离 没有 多 大 关 承 ， 
而 在 这 种 考 虚 下 我 们 将 无 法 得 到 基于 平衡 状态 的 统一 结果 . 
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6.2 捕 鱼 业 的 持续 收获 


渔业 资源 是 - :种 再 生 资 源 , 再 后 资源 要 注意 适度 开发 ， 不 能 
为 了 一 时 的 高 产 去 "站 泽 而 渔 *, 应 该 在 持续 稳产 的 前 提 下 追求 
产量 或 最 优 经 济 效益 . 

考察 一 个 渔场 , 其 中 的 鱼 基 在 天 然 环境 下 按 -- 定 规律 增长 ， 
如 果 捕 捞 量 怡 好 筹 于 增长 是 , 那么 渔场 角 量 将 保持 不 变 , 这 个 捕 
捞 量 就 可 以 持续 . 本 节 要 建立 在 捕捞 情况 下 福 场 角 划 遵从 的 方程 ， 
分 析 鱼 其 稳定 的 条 件 ,并且 在 稳定 的 前 提 下 讨论 如 全 控制 捕 措 使 
持续 产量 或 经 济 效 益 达 到 最 大 . 最 后 研究 所 谓 捕 捞 过 度 的 问 
题 03 .区 , 

产量 模型 ” 记 时 刻 ! 渔场 中 鱼 量 为 x (1) ,关于 x(1) 的 自然 
增长 和 人 工 捕捞 作 如 下 假设 : 

1 , 在 无 捕捞 条 件 下 xfg 的 增长 服从 Logistic 需 律 ( 见 1.4 
此 的 阻 谐 增长 模型 ), 即 


#0=f09=rx (1!- 童 ) (1) 


r 是 固有 增长 率 , N 是 环境 容许 的 最 大 鱼 量 ,用 f(x ) 表 示 单 位 时 
问 的 增长 量 . 
2 ,单位 时 间 的 捕捞 鞭 ( 即 产量 } 与 渔场 鱼 攻 x (71) 成 止 比 , 比 
例 常数 表示 单位 时 间 捕 措 率 ,可 以 进一步 分 解 为 k=gE ,EE 
称 捕捞 强 座 ,用 可 以 控制 的 参数 璧 如 出 海浪 船 数量 来 度量 ;yg 称 
捕捞 系数 , 表示 单位 强 座 下 的 捕 措 率 . 在 末节 中 为 了 方便 起 见 可 
以 选择 合适 的 捕 措 强度 的 单位 ,使 4=1. 于 是 单位 时 间 的 捕捞 
h(x)=kx= Ex 《2 ) 
根据 以 上 假设 并 记 
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Flx)=7 (x}~h(x) 
得 到 捕捞 情况 下 渔场 鱼 量 满 是 的 方程 


5D=FGO=m 人 -六 六 所 (3) 


我 们 并 不 需要 解 方 程 {3 ) 以 得 到 x (7) 的 动态 变化 过 程 ， 只 希望 
知道 渔场 的 稳定 鱼 英和 保持 稳定 的 条 件 , 即时 间 1 是 够 长 以 后 渔场 
鱼 革 x(f) 的 趋向 , 并 由 此 确定 最 大 持续 产 车 . 为 此 可 以 直接 
求 方程 (3 ) 的 平移 点 并 分 析 其 稳定 姓 ， 


今 


F(x}=+x (- 六 j -er 
得 到 两 个 平衡 点 
au 人 (1 二) mc0 (4 ) 


不 难 算出 
Fix)=E-r, F {x)=r—E 
所 以 蔡 
E<r {5) 

有 Fx0)<0.FTx)>0, 藤 点 稳定 ,x 点 不 稳定 (判断 平 
衡 点 稳定 性 的 谁 则 见 6.7 节 ) ; 车 E>r 则 结果 正好 相反 . 

是 畏 捞 率 (E= 上 上) ,7 是 最 大 的 增 兵 率 ， 上 述 分 析 表 明 只 要 
捕 榜 适度 (FE <7) , 就 可 使 渔场 人 旬 量 稳定 在 x,, 从 而 获得 持续 产 
量 (wo)=Exo; 而 当 捕 捞 过 度 时 (E>r), 渔场 鱼 量 将 减 圣 
Xl 二 0 ,当然 谈 不 上 或 得 持续 产量 人 . 

进一步 讨论 渔场 鱼 基 稳定 在 x 网 前 提 下 ， 如 何 控制 捕捞 强 
度 E 使 持续 产量 最 天 的 问题 , 用 图 解法 可 以 非常 简单 地 得 到 结 
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果 ， 

根据 (1), (2) 式 作 抛 物 线 y=f(x) 和 直线 y=h(x)= Ex， 
如 图 6 一 2 . 注意 到 ?= xz) 在 原点 的 切线 为 = 上 应, 所 以 在 条 件 
(5) 下 p= Ex 必 与 y=f (x) 有 交点 P,P 的 横 坐 标 就 是 稳定 平衡 
点 x ， 


图 6 一 2 最 大 持 综 产量 的 图 解法 


根据 假设 2 , P 点 的 纵 坐 标记 为 稳定 条 件 下 单位 时 间 的 持续 
产 基 , 由 图 6 一 2 立刻 知道 , 当 y= Ex 与 y= 了 (x) 在 抛物 线 硕 点 
P* 相交 时 可 获得 最 大 的 持续 产量 ,此 时 的 稳定 平衡 点 为 


xi= 本 (6) 
且 单 位 时 间 的 最 大 持续 产量 为 
ra 
= 二 (7) 
而 由 (4) 式 不 难 算出 保持 汐 场 鱼 量 稳定 在 xj 的 博 揽 强 订 为 
* 
Be= 了 (8) 


综 上 所 述 , 产量 模型 的 结论 是 将 捕捞 强度 控制 在 五 , 或 者 
说 使 渔场 鱼 量 保持 在 最 大 鱼 量 六 的 一 半 时 ,可 以 获得 最 大 的 持 
续 产 量 . 

效益 模型 从 经 济 角度 看 不 应 追求 产量 最 大 , 渣 应 著 虑 效益 
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节 佳 . 如 果 经 济 效益 用 从 捕捞 所 得 的 收入 中 扣除 开支 后 的 利润 米 
衡量 , 并 且 简 单 地 假设 ; 鱼 鲍 销售 单价 为 常数 p ,单位 畏 措 强度 
(如 每 条 出 诲 渔船 ) 的 费用 为 带 数 ec , 那么 单位 时 间 的 收 人 人 了 和 支 
出 5S 分别 为 

T=ph(x) =pEx, S=eE (9) 
单位 时 间 的 利润 为 

R=T- S=pEx—eE (10) 

在 稳定 条 件 x=xo 下 ,以 (4) 代入 (10) 式 得 


RE) T(E) -SE) -oNE( - 三 )-e (11) 


用 微分 法 容易 求 出 使 利润 RLE) 达 到 最 大 的 捕捞 强度 为 


了 工 
B- 到 (0- 遍 ) (12) 


将 Br 代 人 [4) 式 可 得 最 大 利润 下 的 渔场 稳定 鱼 量 xx 及 单位 时 间 
的 持续 产量 下 为 


xx= 六 + (13) 


5 
2 


有 
岂 ms 人 芝 4 ( A ) (14) 


将 {12)~ (14 ) 式 与 产量 模型 中 的 (6)~ (8) 式 相 比 较 可 以 看 
出 , 在 最 大 效益 原则 下 捕捞 强度 和 持续 产量 均 有 所 减少 , 而 渔场 
稳定 鱼 量 有 所 增加 . 并 且 减 少 或 增加 的 比例 随 着 捕捞 成 本 c 的 增 
长 而 变 大 , 随 着 销售 价格 p 的 增长 而 变 小 , 这 显然 是 符合 实际 情 
况 的 . 

捕捞 过 雇 ”上 面 的 效益 模型 是 以 计划 捕捞 (或 称 封 六 式 辅 增 ) 
为 基础 的 ， 即 渔场 出 单独 的 经 营 者 有 计划 地 捕 勉 , 可 以 追求 最 天 
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利润 . 如 果 兆 场 向 众多 的 宦 日 的 经 营 者 开放 , 那么 即使 只 有 微薄 

的 利禄 , 经 营 者 也 会 去 捕捞 ， 这 种 情况 称 为 盲目 捕捞 (或 开 让 式 

捕捞 ) . 这 种 捕 措 方式 将 导致 捕捞 过 度 .下面 讨论 这 个 模型 ， 
(11) 式 给 出 了 利润 与 捕捞 晤 庭 的 关系 R(E)Y, 信 RULE)=00 


的 解 为 E,, 可 得 
a -高 ) (15) 


当 志 < 时 利润 RUE)>0 ,家 日 的 经 营 者 们 会 加 大 捕 涝 强度 ; 
车 巨 > 瑟 ,利润 灵 (E)<0 ,他们 当然 要 减 小 强度 . 所 以 Es 是 肾 
目 捕捞 下 的 临 办 照度 ， T(EYSCE) 

E, 也 可 由 图 解法 确定 . 
在 图 6 一 3 中 以 E 为 横 坐 
标 按 (1 让) 式 加 出 了 (EE ) 和 
S(E), 它们 交点 的 可 坐标 
即 为 E,. 容易 知道 EF 存在 
”的 必要 条 件 ( 即 E>0) 是 ? En 
图 6-3 吉日 捕捞 强度 的 图 解法 


StE)=CE 


SEI=CE 


p> 到 (16) 


即 售 价 天 于 (相对 于 总 量 而 言 ) 成 本 . 并 县 由 (15) 式 可 知 , 成 下 
越 低 , 售 价 越 高 , 则 已; 越 大 ， 

将 (15 ) 代 入 {4 ) 式 得 到 诗 曙 捕 檬 下 的 泡饭 稳定 鱼 奸 为 

X= 一 {17) 
Ea 

xs 完全 由 成 本 一 价格 比 决定 , 随 着 价格 的 上 升 和 成 本 的 下 降 .x3 
将 迅速 减少 , 出 现 捕捞 过 度 . 

毕 较 (12) 和 115) 式 可 知 五 =258， 即 富 目 捕捞 强度 比 最 天 
效益 下 捕 榜 强度 大 一 们 ， 
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从 (15) 式 和 图 6-3 还 可 以 得 到 , 当 -各 <p<2 人 时 


(Ea< )Bs<E*, 如 图 中 Es, 称 经 济 学 捕 撞 过 度 ; 当 p>2 -六 


时 Es> E* ,如 图 中 Es, 称 生态 学 捕捞 过 度 . 

评注 为 了 研究 移 业 的 产量 . 效益 及 捕捞 过 度 问题 , 首先 在 
对 鱼 的 自然 增长 和 捕捞 情况 的 合理 假设 下 , 建立 洽 场 鱼 量 的 基本 
方程 (3) , 并 利用 平衡 点 稳定 性 分 析 确 定 了 保持 渔场 鱼 量 稳定 的 
条 件 . 产量 、 效益 和 捕捞 过 府 3 个 模型 在 稳定 的 前 提 下 步 步 深 入 ， 
数学 推导 过 程 十 分 简单 ， 却 得 到 了 在 定性 关系 上 与 实际 情况 完全 
符合 的 结果 . 

如 果 改 变 对 鱼 的 自然 增长 和 人 工 捕捞 的 假设 ,模型 及 结果 将 
随 之 变化 (习题 3 . 4) 


6.3 军备 竞赛 


两 个 国家 或 两 个 国家 集团 之 间 由 于 相 豆 不 信任 和 各 种 矛盾 
的 存在 . 发 展 而 不 断 增 加 自己 的 军事 力量 , 防御 对 方 可 能 发 动 的 
战争 . 能 否 用 一 个 数学 模型 描述 这 种 军备 竞赛 的 过 程 ， 从 定性 和 定 
量 的 角度 对 竞赛 的 结果 作出 解释 或 预 小 . 本 节 介 绍 L .下 . 
Richardson 1939 年 提出 的 一 个 模型 .当然 影响 军备 竞赛 的 因素 
是 错综复杂 的 , 无 法 用 数学 工具 给 以 挫 当 的 圆满 的 描述 . 这 个 模 
型 只 不 过 告诉 我 们 ,一 个 复杂 的 实际 过 程 可 以 被 合理 地 简化 到 什 
么 程度 , 得 到 的 结果 又 怎样 用 来 解释 实际 现象 . 并 且 如 果 允许 军 
备 竞 赛 治 着 机 械 的 本 能 和 固定 的 模式 发 展 的 话 , 会 导致 什么 样 
的 结局 [39.10 , 

模型 假设 与 构成 ”为 了 方便 起 见 用 军备 这 个 词 表 示 军 事 力 量 
的 总 和 , 如 兵力 、 闭 备 . 军事 预算 等 . 甲乙 双方 在 时 刻 上 的 军备 
分 别 记 作 x (各 y (1)， 假定 它们 的 变化 只 取决 于 下 面 3 个 因素 . 


195 


1 . 由 于 相互 不 信任 及 矛盾 的 发 展 , 一 方 军 备 越 大 ， 另 - 方 
军备 增加 得 越 快 ; 

2 . 由 于 名 方 总 的 经 济 力量 的 限制 , 任 一 方 军备 越 大 ,对 军 
备 增长 的 制约 作用 越 大 ; 

3 . 由 于 相互 敌视 或 领土 和 争端， 每 一 方 都 存在 着 增加 军备 的 
加 有 法力. 

进一步 假定 前 两 个 因素 的 影响 是 线性 的 ,第 3 个 因素 的 影响 
是 常数 , 那么 x (1) 和 yp (4) 的 变化 过 程 可 用 微分 方程 组 


上 


py)=ix—pByt+h 


表示 , 其 中 的 系数 均 大 于 或 等 于 零 .上 .i 是 被 对 方 军备 刺激 程度 
的 度量 ; x .有 是 自己 经 济 力量 约束 程度 的 度量 ; g . 产 是 军备 疯 
赛 的 固有 法 力 . 

我 们 主要 关心 军备 竞赛 的 结局 由 什么 因素 决定 . 因此 于 微分 
方程 稳定 性 理论 讨论 时 间 充 分 长 以 后 x( 世 .2 的 变化 趋势 ， 
即 方程 (1 ) 的 平衡 点 的 稳定 情况 . 

令 (1 ) 式 右 端 等 于 零 , 容易 算出 平衡 点 (xX。 , yo) 为 

大声 十 lg+ ah 
oT 和 ”To xf (2) 


方程 (1 ) 的 系数 矩阵 为 


4= 一 这 kK 
一 ;1 -8 
干 是 按照 判断 平衡 点 稳定 性 的 方法 计算 ( 见 6.7 节 (9)~ (13) 
式 ) 


p= 一 (ai 十 Ga) 一 丸 士 月 > 《3] 
g= detA=ap—&ki (4) 
由 稳定 性 准则 { 见 6.7 节 (15) 式 ), 当 
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ap >kl (5) 

时 , 平衡 点 (x6 , yo) 是 稳定 的 ; 反之 , 是 不 稳定 的 . 

这 就 是 说 , 在 (5) 式 的 条 件 下 ,时间 是 够 长 以 后 双方 的 军 
备 将 分 别 趋 阅 一 个 有 限 值 , 军备 竞赛 是 稳定 的 . 

模型 的 定性 解释 ”根据 方程 (1) 和 平衡 点 稳定 性 的 分 析 , 可 
以 解释 几 个 简单 而 又 重要 的 现象 ， 

1. 如 果 g ,8zF0, 即使 由 于 某 种 原因 { 如 裁军 协定 ) 在 某 个 
时 候 双 方 军备 大 减 , 不 由 设 xfti=7f0=0, 那么 因为 Xx=g， 
= 下 也 将 使 双方 重 整 军备 . 这 说 明 末 经 和 解 的 裁军 ( 即 不 消除 敌 
视 或 领土 争端 ) 是 不 会 持久 的 . 

2 . 如 昌 由 于 某 种 原因 (如 战败 或 协议 ) 在 某 个 时 候 一 方 的 军 
各 大 减 , 不 妨 设 x (1)=0, 那么 因为 区 = 妈 +g 也 将 使 该 方 重 整 
军备 . 这 说 明 存在 不 信任 (Kz#0) 或 国有 和 争端 (g 关 0) 的 单方 面 裁 
军 也 不 会 持久 . 

3. 条 件 (5) 表 明 , 当 双 方 的 约束 程度 mf 大 于 双方 的 刺激 程 
度 好 时 ,军备 竞赛 才 会 趋向 稳定 . 反之 , x (1)】, y (1) 将 趋向 无 穷 ， 
竞赛 无 限 节 进行 下 去 , 可 能 导致 战争 

4. 如果 g = 二 0, 则 xo=0,yo=0 是 方程 (1) 的 平衡 点 ,并 
且 在 条 件 (5) 下 它 是 稳定 的 . 于 是 如 果 在 基 个 时 候 有 x (1)=y (1) 
=0, 它们 就 永远 保持 为 零 . 这 种 情 训 可 以 解释 为 双方 不 存在 任 
何 敌 视 和 和 争端 , 通过 裁军 可 以 达到 持久 和 平 . 两 个 友好 的 邻 国 
正 是 这 样 . 

模型 参数 的 估计 为 了 利用 (5) 式 判断 军备 竞赛 是 否 会 趋 于 
稳定 , 需要 知道 a、 ,Kk ,7 的 数值 .估计 这 些 参 数 无 疑 是 很 困难 
的 ,下面 是 Richardson 提出 的 一 种 方法 . 

1 . 上、 的 估计 

设 g=0,y=y ,x(0}=0 ,于 是 在 1 不 太太 时 ,方程 (1) 中 
的 cx 较 小 ,忽略 后 可 得 


站 三 向) (6) 
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设 x{r)=y,，, 则 由 (6) 式 得 到 
Kk !=7 (7) 

这 说 明天 !， 是 甲 方 军备 从 零 到 直上 乙方 军备 y 所 需 的 时 间 . 

例如 德国 从 1933 年 开始 重 整 军 省 , 只 用 了 约 3 年 的 时 间 就 
赶 上 了 它 的 邻 国 . 假设 它 增加 军备 的 回 有 潜力 g 被 约束 效应 xx 
所 抵消 ,那么 可 以 认为 德国 的 kk-! 二 3 (年 }), 即 万 =0.3. 

! 可 以 类 似 地 估计 , 或 者 合理 地 假定 它 与 国家 的 经 济 实力 成 
正比 . 这 样 营 乙 国 的 经 济 实力 是 德国 的 2 阅 , 则 可 以 估计 三 0.6. 

2,& .的 估计 

设 g=0 ,y=0 ,四 方程 (1) 可 得 

XxX{1)=x (Oe 


以 1=a ! 代入 算出 


x (la)= (0) 
e 


这 表示 a-! 是 在 乙方 无 军备 时 甲 方 军备 威 少 到 原来 的 一 所 需 的 
时 间 . Richardson 认为 这 大 概 是 一 个 国家 议会 的 任期 ， 对 于 议会 
任期 5 年 的 国家 来 说 , x 三 0.2. 

对 模型 和 参数 的 粗略 检验 “ 考 守 第 -次 世界 大 战 前 乡 欧 洲 的 
两 个 国家 间 盟 一 一 法 俄 局 盟 和 德 奥 人 铭 局 盟 的 军备 竞赛 情况 ， 

颜 个 同盟 的 经 济 实力 大 致 相等 . 且 约 为 德国 的 3 倍 , 因为 德 
国 的 二 0.3 ,所 以 这 两 个 同 轴 的 =! 二 0.9. 同时 假定 x= 
二 0.2 , 那么 由 于 x6 万 如 (5 ) 式 不 成 立 , 它们 的 军备 竞赛 不 会 蛋 
向 稳定 . 

事实 上 , 当时 站 个 同盟 之 间 既 有 军备 竞赛 也 有 贸易 往 米 . 用 
> .yy 表示 双方 的 军事 预算 ,，x。. 上 表示 双方 的 贸易 往来 ,从军 
事 预 算 中 提 除 贸易 往来 作为 双方 的 军备 ， 即 x=x 一 x:， 
y= 一 态 . 让 =1 ,x= 代入 方 程 (1) ,并 将 两 式 相 加 得 到 


了 Gxty)= (kNxty)t gt (8) 
I98 


或 表 为 


1 d ， 
于 Gr ut) FE dr ty) 


+ 有 | (9) 


为 了 与 实际 数据 比较 ， 4442 十 2) 
表 6 一 1 到 出 了 两 个 同 嚼 从 5 
1909 年 到 1913 年 的 军事 预 名 
算 , 表 中 第 5 行 A(xi+p1) 20 
是 xi 十 了 的 年 增加 量 ,， 基 后 1 
-行宫 十 y， 是 相应 的 年 平 190 210 250 20 270 Ty 
均值 ,用 A{ x+y) 和 
x+ 的 数据 作 图 (图 图 6-4 加 TF 与 妨 (xityy) 的 关系 
6 一 4) ,图 中 阅 点 表示 这 组 数据 . 它们 的 关系 可 以 很 好 地 用 站 
线 近似 为 
A (xt)=0.73 (r+7 —194) (10) 
表 6-1 两 个 同盟 的 军事 预算 (以 百 万 英 磅 为 单位 ) 


一 一 一 一 一 


1909 1910 1911 1912 1913 
法 俄 xi 115.3 119.4 127.8 145.0 166.7 
禧 奥 徊 yl 83.9 85.4 87.1 9.7 122.3 
XIt yl 199.2 204.8 214.9 238.7 289.0 
Alxitp1} 5.6 10.1 23.8 50.3 
加 十 了 202.0 209.8 226.8 263.8 


比较 (9) 和 (10) 式 , (10 ) 式 的 线性 关系 粗略 地 说 明 本 市 介绍 
的 模型 具有 “- 定 的 合理 性 . 同时 (10) 式 的 一 x=0.73 也 与 前 面 
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给 出 的 估 值 =0.9 , x= 0.2 相符 , 由 军事 预算 体现 的 军备 将 继 
续 增 加 . 事实 上 , 两 个 同盟 间 的 军备 竞赛 终于 引发 了 第 一 次 世界 
大 战 . 

评注 ”用 如 此 简单 的 模型 描述 错综复杂 的 军备 这 赛 过 程 也 许 
难以 令 人 信服 , 但 是 如 果 你 没有 更 深入 , 可 靠 的 知识 去 建立 更 满 
意 的 模型 , 那 就 不 妨 先 做 象 本 节 这 样 的 尝试 . 这 种 简化 模型 既是 
进 - ' 步 研究 的 基础 , 籽 是 建 模 方 法 的 练习 . 


6.4 种 群 的 相互 竞争 


当 某 个 自然 环境 中 只 有 一 种 生物 的 群体 (生态 学 上 称 为 种 群 ) 
生存 时 , 人 们 常用 Logistic 模型 来 描述 这 个 种 群 数量 的 浪 变 过 程 ， 


到 
xD-m(1- 音 (1) 


x (tf) 是 种 群 在 时 刻 ! 的 数量 , r 是 固有 增长 率 , N 是 环境 资源 容 
许 的 种 群 最 大 数量 , 在 1.4 节 和 6.2 节 我 们 曾 应 用 过 这 种 模型 . 
由 方程 (1) 可 以 直接 得 到 , xo= 六 是 稳定 平衡 点 , 即 上 一 oo 时 
xD-> 入 ,从 模型 本 身 的 意义 看 这 是 明显 的 结果 . 

如 果 一 个 自然 环境 中 有 两 个 或 两 个 以 上 种 群生 存 . 那么 它们 
之 间 就 机 存在 着 或 是 相互 党 和 争 , 或 是 相互 依存 , 或 是 弱肉强食 
( 食 饵 与 捕食 者 ) 的 关系 . 本 节 和 王 面 商 节 将 从 稳定 状态 的 角度 分 
别 讨论 这 些 关 系 . 

当 两 个 种 群 为 了 争夺 有 限 的 同一 种 食物 来 源 和 生活 空间 而 进 
行 生存 竞争 时 ,最 常见 的 结局 是 竞争 力 较 红 的 种 群 灭绝 , 竞争 力 
较 强 的 种 群 达 到 环境 容许 的 最 大 数量 , 人 们 今天 可 以 看 到 自然 界 
长 期 演变 成 的 这 样 的 结局 , 例如 一 个 小 岛 上 虽然 有 四 种 燕子 栖 肯 ， 
但 是 它们 的 食物 来 源 各 不 相同 . -种 只 在 陆地 上 珊 食 ,， 另 两 种 分 
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别 在 浅水 的 海滩 工 和 离 岸 稍 远 的 海中 捕 鱼 , 第 四 种 则 飞越 宽阔 的 
海面 到 远方 搜 取 海 味 , 每 一 种 燕子 在 它 各 自生 存 环境 中 的 觉 秆 力 
明显 地 强 于 其 它 几 种 . 本 节 要 建立 一 个 模型 解释 类 似 的 现象 ， 并 
分 析 产 生 这 种 结局 的 条 件 习 35, 诡 . 

模型 建立 ”有 甲乙 两 个 种 群 , 当 它 们 独自 在 一 个 自然 环境 中 
生存 时 , 数量 的 演变 均 遵 从 Logistic 规律 . 记 x (1)、x, (站 是 两 
个 种 群 的 数量 , nm .+ 是 它们 的 固有 增长 率 , N,N, 是 它们 的 最 
大 容量 . 于 是 对 于 种 群 甲 有 


Xi (1) =7, (- 全 - ) 
其 中 因子 (- 各 ) 反映 由 于 甲 对 有 限 资源 的 消耗 导致 的 对 它 


本 身 增 长 的 阻 滞 作 用 . 站 可 解释 为 相对 于 N, 而 过 单位 数量 的 甲 
1 


消耗 的 供养 甲 的 食物 量 ( 设 食物 总 量 为 1). 
当 两 个 种 群 在 同一 自然 环境 中 上 生存 时 , 考察 由 于 乙 消 耗 同 一 


种 有 限 资源 对 甲 的 增长 产生 的 影响 ， 可 以 合理 地 在 因子 ( -如 ) 


中 再 减 去 一 项 , 该 项 与 种 群 乙 的 数量 x, (相对 于 N; 而 言 ) 成 正比 ， 
得 到 种 群 甲 增长 的 方程 


x (Ff) = A (项 -eo 其) (2) 


这 里 o, 的 意义 是 ,单位 数量 乙 (相对 N, 而 言 ) 消 耗 的 供养 甲 的 食 
物 量 为 单位 数量 甲 (相对 Ni ) 消 耗 的 供养 甲 的 食物 量 的 go, 倍 ， 
类 做 于 ， 甲 的 存在 也 影响 了 乙 的 增长 ， 种 群 乙 的 方程 应 该 是 
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: 世 天 
-ns(1-a 况 -总 ) (3) 
对 a, 可 作 相 应 的 解释 ， 

在 两 个 种 群 的 相互 竞争 中 ci . o, 是 两 个 关键 指标 . 从 上 面 对 
它们 的 解释 可 知 , o> 1 表示 在 消耗 供养 申 的 资源 中 , 乙 的 消耗 
多 于 甲 , 因而 对 甲 增长 的 阻 灌 作 用 乙 大 干 甲 , 即 乙 的 竞争 力 强 于 
甲 . 对 oa,>1 可 作 相 应 的 理解 . 

一 般 地 说 , oi 与 0, 之 僻 没 有 确定 的 关系 ,但 是 可 以 把 下 盏 
这 种 特殊 情况 作为 较 常见 的 - -类 实际 情况 的 典型 代表 , 即 两 个 种 
群 在 消耗 资源 中 对 中 增长 的 阻 羔 作用 与 对 乙 增 长 的 阻 庄 作 用 相同 ， 
具体 地 说 就 是 ,因为 单位 数量 的 四 和 乙 消 耗 的 供养 甲 前 食物 量 之 
比 是 1 :oa , 消耗 的 供养 已 的 食物 量 之 比 是 5，: 1 ,所谓 阻 滞 作用 
相同 即 1 :0,=o, :1 ,所 以 这 种 特殊 情形 可 以 定量 地 表示 为 

city= 1 (4) 
即 ec , 5; 互 为 倒数 . 可 以 简单 地 理解 为 , 如 果 一 个 乙 消 耗 的 食物 
是 一 个 甲 的 ao,= 大 倍 , 则 一 个 甲 消耗 的 食物 是 一 个 乙 的 go,= 1 . 

下 面 我 们 仍然 讨论 e ,wm 相互 独立 的 一 般 情况 , 而 将 条 件 
(4) 下 对 问题 的 分 析 留 给 读者 (习题 $5). 

稳定 性 分 析 为 了 研究 两 个 种 群 相 互 竞 钾 的 结局 , 妈 1 -> 
oo 时 2(0， 20) 的 趋向 ,不 必要 和 解 方 程 (2)，(3)7， 内需 对 
它 的 平衡 点 进行 稳定 性 分 析 . 

首先 根据 微分 方程 (2) 、(3 ) 解 代数 方程 组 


F(x: Xx) "(1- 交 一 )-。 


N, 
(5) 


党 A 
8 (Xl+ oj asf oa NW 一 六 )- 


*) 事实 上 也 无 法 求 出 x1 (1) x 加 ) 的 解析 表达 未 . 
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得 到 4 个 平衡 点 : 


PO PO ND PO ). 
l~—o0, li—ao, 
P(0.,0) 
因为 仅 当 平衡 点 位 于 平面 坐标 系 的 第 一 象限 时 (x, , x,> 0) 才 有 
实际 意义 , 所 以 对 P, 而 言 要 求 cl . c, 同时 小 于 1 , 或 同时 大 于 
1. 
按 敬 兰 断 平衡 点 稳定 性 的 方法 (所 6.7 节 (C18), (19) 式 ) 计 


算 
; (- 2 _ | A 
N, NN, NN 
[5 人 
Br Bs 有 ; (学 _ 竹 ) 
N, 2 N, ~ WN, 


p= — OU + go) ls, + f=1,2,3,4 
gqg=det A|, ， i=1,2.,3,4 


将 4 个 平衡 点 p . 9 的 结果 及 稳定 条 件 列 入 表 6 一 2#* ， 
表 6 一 2 种 群 竞争 模型 的 平衡 点 及 稳定 性 


平衡 点 p 9 稳定 条 慎 
ty 0 -nmll~o) -rn(l— 0) [| 
PO ,wa) —ntl—~a)+tr ~rintl—51) oil, ol 


ret+n ilo:} 
1 一 于 152 


mma{l— eM og) 
1— 5d2 


TI<1lF2<1 


“他 (0) ws tl 一 2 


1 一 fa * 1l-oo 


Pa 人 fo, 0) 


*)】 圳 中 最 后 一 列 “ 狼 定 条 件 " 除了 6.7 节 (15) 式 区 出 的 p>0,g>9 以 外 ,还 有 
其 他 原因 ， 见 下 面 的 具体 分 析 . 
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为 了 便于 对 平衡 点 已 ，P, 、 忆 的 稳定 条 件 进行 分 析 , 在 相 
平面 上 讨论 它们 . 
在 代数 方程 组 (5S) 中 记 


=|— 2 rr -xa 
bi (x 于 Xa) 1 N 0] N, 


XL 
NN, NN, 
对 于 el 、cz 的 不 同 取 值 范围 , 直线 p=0 和 区 =0 在 相 平 面 上 的 
相对 位 置 不 同 , 图 6 一 5 给 出 了 它们 的 4 种 情况 . 


xi Xs)=1— 0, 


| 
四 CU 10 >1 (2) o> 1 1 
Ps 


~ 
bu 
We 
"| 交 z 
Mig l,l tal lv ml 
了 稳定 了 ;不 稳定 


Nad 


0 f Jr Ea 


疼 6-5 平衡 点 稳定 性 的 相 平 面 分 析 


D0 


下 面 分 别 对 这 4 种 情况 进行 分 析 . 
1,. go<1, o>1. 由 用 6 一 2 知 对 于 P(N ,0) 有 p>0， 
4>0 ,PP 稳定 * .PP, 的 稳定 性 还 可 以 从 1 一 co 时 相 轨 线 的 趋向 


来 分 析 .图 6 一 5(1) 中 w=0 和 由 = 0 两 条 直线 将 相 平面 (% 关 0 ， 
aa 艺 0) 划 分 为 3 个 区 域 : 


Si 0 (6) 
S$, : Ki>0, x < {7) 
S,: XI<0, 2X<0 (8) 


可 以 证 明 , 不论 轨 线 从 哪个 区 域 出 发 , 1 一 oo 时 都 将 趋同 
P,(N,,0). 

若 轨 线 从 5 出 发 , 由 16) 可 知 随 着 ! 的 增加 雪线 向 右上 方 运 
动 , 必然 进 人 5S,: 

若 轨 线 从 品 出 发 , 由 (7) 可 知 轨 线 启 右 下 方 运动 , 那么 它 或 
者 趋向 P 点 , 或 者 进入 8 . 但 是 进入 5, 是 不 可 能 的 , 因为 ,如 
果 设 轨 线 在 某 时 刻 t 经 直线 w=0 进 入 5,, 则 (1)=0, 由 方 
程 (2) 不 难 算出 


{ni)=— 个 xi CH) x (41) 


由 (7)、(8) 知 元 (411)<0, 改 放 (11]>0, 表明 x,() 在 1 达到 极 
小 值 , 而 这 是 不 可 能 的 , 因为 在 驴 中 坟 >0, 即 x (7f) 一 直 是 塔 
加 的 : 

若 轨 线 从 5S, 出 发 , 由 (8 ) 可 知 和 轴线 向 左下 方 运动 ， 那么 它 或 
者 趋向 已 点 , 或 者 进入 品 . 而 进 人 品 后 , 根据 上 面 的 分 析 最 终 
也 将 趋 启 Pi. 

综 上 分 析 可 以 画 出 轨 线 示意 图 (图 6--5(1)). 因为 直线 
b=0 上 dxr=0, 所 以 在 w=0 上 轨 线 方向 往 直 于 x 轴 ; 在 业 =0 
上 dx,=0, 轨 线 方向 平行 于 x 轴 


+ 实际 土 具 须 cy> 1 就 可 保证 p>0,g>0，, 加 上 条 件 51<1 的 原因 见 纪 . 
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2 ,05>1,0;<1 .类似 的 分 析 可 知 P, (0 , Ni) 稳定 

3.0<1 ,0<1. 由 表 6--2 知 对 于 PP 点 p>0,g>0, 故 P， 
稳定 . 对 雪线 趋势 的 分 析 留 给 读者 {习题 6). 

4.60>1,0,>1, 由 表 6 一 2 知 对 于 了 PP 点 9g<0, 二 P, 不 稳 
定 { 蒂 点 ), 轨 线 或 者 趋向 P, , 或 者 趋向 P,, 向 雪线 的 初始 性 时 
决定 , 示意 图 见 图 5 一 5(4). 在 这 种 情 襄 下 P 和 P, 都 不 能 说 
是 稳定 的 , 正 因 为 这 样 ， 所 以 已 稳定 {与 初始 条 件 无 关 ) 的 条 件 需 
要 加 上 og,<1. PP, 稳定 的 条 件 加 上 #6,<1， 

结果 解释 ”根据 建 异 过 程 中 、 og, 的 含义 ,说明 P,P,、 
了 P; 点 稳定 在 生 杰 学 上 的 意 闵 . 

1.0<1,0>1.g<1 意味 着 在 对 供养 甲 的 资源 的 竞争 中 
乙 弱 于 四 ,5;>1 意味 着 在 对 供养 乙 的 资源 的 竞争 中 甲 强 - 了 乙 ， 
二 是 种 群 乙 终 将 灭绝 ,种群 申 趋 问 最 大 容量 , 即 x, (7) ,x, (0 赵 
向 平衡 点 己 {N ,0}). 

2.6<1,o>1. 情况 与 1 正好 相反 . 

3. or<l.os<1l. 因 为 在 党 争 由 的 资源 中 志 较 如 , 而 在 竞 
革 己 的 资源 中 甲 较 磁 ， 上 是 可 以 达到 一 个 双方 共存 的 稳定 的 平衡 状 
态 P,. 这 是 种 群 竞 争 中 很 少 出 现 的 情况 . 

4.0i>1，9>1. 请 读者 作出 解释 

生态 学 中 有 -- 个 竞争 排斥 原理 : 若 两 个 种 群 的 单个 成 员 消 耗 
的 资源 差不多 相同 ,而 环境 能 承受 的 种 群 四 的 最 天 容量 比 种 群 
己 大 , 那么 种 群 乙 终 将 灭 广 . 用 本 节 的 模型 很 容易 解释 这 个 原理 . 

将 方程 42)] (3 ) 改 写 为 


ro ， 
onanll = 】 


Xa (1) = rx 0- 一 一 一 一 一 一 | 
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原理 的 两 个 条 件 相 当 于 


2 


N, _ 
1 Ni>N, 

从 这 3 个 式 子 显然 可 得 oj<1,o,>1 ,这 正 是 P 稳定 , 即 种 群 
乙 灭 绝 的 条 件 . 


6.5 种 群 的 相互 依存 


自然 界 中 处 于 同 - "环境 下 两 个 种 群 相互 依存 而 共生 的 现象 是 
很 普遍 的 . 植物 可 以 独立 生存 , 昆虫 的 授粉 作用 允 可 以 提高 植物 
的 增长 率 , 而 以 花粉 为 食物 的 昆虫 却 不 能 离开 植物 单独 存活 . 人 
类 与 人 工 饲养 的 性 冀 之 问 也 有 类 伺 的 关系 . 这 种 共生 现象 可 以 锚 
述 如 下 区 . 

设 种 群 申 可 以 独立 存在 , 按 Logistic 规律 增长 , 种 群 乙 为 甲 
提供 食物 , 有 助 于 甲 的 增长 . 类 似 于 6.4 节 的 方程 (2) , 种 群 甲 
的 数量 演变 规律 可 以 写作 (r, 、N, ,NN, 的 意义 同 前 ) 


0-nw(1- 况 ta 着 ) (1) 
6.4 节 中 c 前 面 的 一 号 这 里 变 成 + 号 ,表示 乙 不 是 消耗 甲 的 资 
源 而 是 为 甲 提供 食物 . e 的 含 又 是 ， 单 位 数量 乙 【 相 对 于 N,) 提 
供 的 供养 甲 的 食物 量 为 单位 数量 引 (相对 于 入 ,) 消 耗 的 供养 甲 食 
物 量 的 c, 倍 
种 群 乙 没 有 甲 的 存在 会 灭亡 , 设 其 死亡 率 为 r, , 则 乙 单独 存 
在 时 有 
xX (1)= — rx (2) 
甲 为 乙 提供 食物 , 于 是 (2) 式 右 端 应 加 上 甲 对 乙 增 长 的 促进 作用 、 
有 
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nn (1tm 六 ) (3) 


1 


显然 仪 当 -人 > 工时 种 群 乙 的 数量 才 会 增长 . 与 此 同时 忆 的 


增长 又 会 受到 自身 的 阻 请 作用 , 所 以 (3 ) 式 右 喘 还 雪 洪 加 Logistic 
项 , 方程 变 为 


50-as(-ttm 基 -各 4) 
方程 (1) 、(4) 构 成 相互 依 奔 现 象 的 数学 模型 . 下 面 利用 平 
衡 点 的 稳定 性 分 析 , 讨 诊 时 间 足 够 长 以 后 两 个 种 群 的 变化 趋向 . 
类 似 于 6.4 节 的 作法 将 方程 (1 ) . (4) 的 平衡 点 及 其 稳定 性 分 
析 的 结果 列 人 表 6 一 3 . 


表 6-- 3 种 群 依存 楼 型 的 平衡 点 及 稳定 性 


稳定 条 件 


p 4 


n—migr—1} —rim{s—1} F111 ,or l1 


PIN .0) 
| 一 一 
ps NL (1— a) Ni lr tr Oe)tmilo—mi) nn(ti— mH-1) m1 el 
“ ] 一 ota 1— oo 1 一 gr 


Pt 0) 一 所 各 不 稳定 


显然 , P, 点 稳定 才 表 明 下 个 种 群 在 同一 环境 里 租 互 依存 而 
共生 , 我 们 着 重 分 析 P, 稳定 的 条 件 . 

由 P, 点 的 表达 式 容 易 看 出 ,要 使 平衡 点 P; 有 实际 意义 ， 
即位 -上 相 平面 第 -一 象限 (x , x,> 0), 必须 福 足 下 面 两 个 条 件 中 
的 一 个 : 


4 Gi<1 ,>T1 cd< 1l 
4 o>1, 0,<1,.00>1 
而 由 天 6 一 3 中 忆 点 的 p、g 可知 , 仅 在 条 件 4 下 PP, 才 龙 稳定 
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的 (而 在 4, 下 P, 是 鞍点 ,不 稳定 ) .图 6 一 6 画 出 了 条 件 4, 下 

相 轨 线 的 示意 图 , 其 中 4=1- 如 ta 训 - y=—1+0 计 - 

- 直线 p=0 和 y=0 
2 


将 相 平 面 (x , x, 宕 0) 划 分 成 4 
个 区 域 ,， 5 :>0,X,<0， 
S20, L209, :<0, 
b>0: 5 <0,X,<0. 从 4 
个 区 域 中 x , %, 的 正人 负 不 难 痢 
出 其 郁 轨 线 的 趋 癌 如 图 所 示 ， 口 Nio 刀 加 

分 析 条 件 4 的 实际 意 又 ， 
其 关键 部 分 是 5,>1 . 考虑 到 
da 的 含义 ,这 袁 示 种 群 甲 要 为 乙 提 供 足 够 的 食物 维持 其 生长 .而 
G0; 二 1 则 是 在 q,> 1 条 件 下 为 使 P, 位 于 相 平面 第 一 象限 所 必需 
的 , 当然 这 要 求 go 很 小 (o,<1 是 必要 条 件 ) . 注意 到 c 的 含义 ， 
这 实际 上 是 对 乙 向 甲 提供 食物 加 以 限制 ,以 防止 甲 的 过 份 增长 . 

在 种 群 依存 模型 (1) 、(4 ) 中 如 果 平 衡 点 P(N , 0) 稳定, 那 
么 种 群 乙 灭绝 , 没有 种 群 的 共存 . 请 读者 分 析 导 致 P, 稳定 的 条 
忻 及 在 生态 党 上 的 意义 {习题 7) . 

评注 ”模型 (1)、(4) 是 种 群 相 互 依存 的 一 种 类 型 , 即 种 群 甲 
可 独立 生存 , 而 种 群 乙 不 能 . 依存 模型 还 有 其 它 类 型 , 如 两 个 种 
群 均 能 独立 生存 , 及 均 不 能 独立 生存 的 情况 . 这 些 情 况 的 稳 态 结 
果 如 何 , 留 作 习 题 8.9 ， 


图 6-6 Pa2 稳定 的 相 雪线 图 


6.6 种 群 的 弱肉强食 


处 于 同 - -自然 环境 中 两 个 种 群 之 间 的 关系 除了 相互 竞争 和 相 
互 依存 之 外 , 还 有 一 种 更 为 有 趣 的 生存 方式 : 种 群 甲 千 丰富 的 天 
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然 资源 生长 ， 而 种 群 乙 巾 靠 掠 食 甲 为 生 . 地 中 海里 的 食用 色 与 旋 
鱼 , 加 拿 大 森林 中 的 美 渊 锡 与 下 猫 ， 阿尔 息 斯 山中 的 落叶 松 与 
证 虫 等 都 是 这 种 生存 方式 的 典型 . 生态 学 上 种 群 甲 称 为 食 饵 
(Prey ) , 种群 乙 称 为 捕食 者 (Predator), 二 者 上 共处 组 成 食 钮 
一 捕食 者 系统 (简称 P 一 P 系统 ) .二 十 世纪 初 以 来 一 些 生态 学 
家 . 数学 家 对 这 个 夭 统 的 数学 模型 和 它 的 解 的 性 质 的 研究 ，-- 
直 哥 持 着 被 厚 的 兴趣 . 本 节 只 能 介绍 它 的 最 初 的 、 节 简单 的 模 
型 ， 这 个 模型 的 由 来 还 有 - 段 历 史 背 景 . 

意大利 生物 学 家 口 “Ancona 曾 致力 于 鱼 类 种 群 相互 制 纪 关 
系 的 研究 , 从 第 一 次 世界 大 哉 期 间 地 中 海 各 港口 捕获 的 儿 种 鱼 类 
占 捕 获 总 晤 自分 比 的 资料 中 ，, 发现 举 鱼 等 {捕食 者 } 的 比例 有 其 
显 的 增加 { 见 表 6 一 4) . 他 知道 , 捕获 的 各 种 鱼 的 比例 基本 上 代 
表 了 地 中 海 徇 场 中 各 种 鱼 的 比例 . 战争 中 捕 张 量 大 幅 论 下 降 ， 
当然 使 你 场 中 食用 旬 ( 食 邹 ) 增 加 , 以 此 为 生 的 革 旬 也 随 之 增加 . 但 
是 捕获 量 的 下 降 为 什么 会 使 路 鱼 的 比例 增加 , 即 对 捕食 者 而 不 二 
对 食 分 更 有 利 呢 ?他 无 法 解释 这 个 现象 , 于 是 求助 于 著名 的 意 大 
利 数 学 家 V , Volterra , 希望 建立 一 个 食 饵 一 捕食 者 系统 的 数 
学 模型 , 定量 地 回答 这 个 问题 92 5 . 

表 6 一 4 一 次 大 战 期 间 地 中 海 某 港 口 捕获 共 鱼 的 比例 


年 人 懂 1914 1915 1916 1917 1918 
记分 比 (%) 11.9 21,4 22.1 21.2 36.4 
年 民 1919 1920 1921 1922 1923 
百分比 ( 蝗 】 27.3 16.0 15.9 14.8 10.7 


Volterra 模型 ” 食 饵 和 捕食 者 在 时 刻 :的 数量 分 别 记 作 x, (7) 
和 x, (+) . 因为 大 海中 资源 丰富 , 可 以 假设 如 果 食 徊 独立 生存 则 
将 以 增长 率 n 按 指数 规律 增长 , 时 布 关 = mxl ,捕食 者 的 存在 使 
食 饵 的 增长 紊 降低, 设 降 低 的 程度 与 犹 食 者 数量 成 正比 , 于 是 
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xi(f) 福 足 方程 
x (tf)= x (7 — 4) x,) (1) 
比例 系数 2 反映 辅食 者 掠 取 食 饵 的 能 力 ， 
辅食 者 离开 食 馆 无 法 生存 , 若 设 它 独自 存在 时 死亡 率 为 靖 ， 
路 Xx,= 一 六 > , 而 食 包 为 它 提 供 食 物 的 必用 相当 于 使 死亡 率 降 低 ， 
或 使 之 增长 ， 设 这 个 作用 与 食 饵 数量 成 正比 , 于 是 x, (1 ) 满 足 
C=x, (p+ Ax) (2) 
比例 系数 i, 反映 食 饵 对 捕食 者 的 供养 能 力 ， 
方程 (1) 、 (2 ) 是 在 没有 人 工 捕获 情况 下 自然 环境 中 食 饥 与 
捕食 者 之 间 的 制约 关系 , 是 Yoletrra 提出 的 最 简单 的 模型 . 可 以 
看 出 这 个 模型 没有 考虑 自身 的 阻 澡 作 用 , 即 未 引入 Logistic 项 ， 
模型 分 析 “仍然 通过 平衡 点 的 稳定 性 分 析 , 研究 x (1) 、 x, (1) 
的 变化 规律 . 
容易 得 到 方程 (1) 、(2 ) 的 平衡 点 为 


(全 .于 ) P,(0,0) {3) 
计算 它们 的 p ,9 发现 ,对 于 Po', 9<0, P,' 不 稳定 ;对 于 PP,， 
p=0,g>0 ,处 于 临界 状态 , 不 能 用 判断 线 福 方 程 平衡 点 稳定 性 
的 准则 ( 见 6.7 节 (15)、 (15) 式 ) 讨 论 非 线性 方程 (1) 、(2) 的 平 
衡 点 Po 的 情况 ,下面 用 分 析 相 胃 线 的 方法 解决 这 个 问题 . 

为 确定 相 轴线 . 从 (1) . (2 ) 中 消去 df 得 


dxr Xn x,) 


dx, Xi{ p+ 2 Xx) 
将 变量 分 离 后 作 积分 得 到 
一 nx 二 7 X=7 In Xi 一 + 
上 式 可 以 写成 


{xie 2 (xe ic 一 (4) 
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< 是 任意 常数 , 为 了 研究 由 (4) 式 人 确定 的 相 胃 线 的 图 形 , 记 
Pp {x)= Xe en (5) 
V(X) = Xe "1 (6) 
利用 数学 分 析 方 法 可 以 作出 w 和 水 的 图 形 (图 6~7)，, 若 它 们 的 
根 大 值 分 别 记 作 wp, 和 四, , 则 不 难 确定 x? 、xs 满足 


9 (x0)= pn ,xf= 二 (7) 
2 


V(x) = X= 
显然 仅 当 (4) 式 右 端 常数 cg gg 时 相 轴 线 才 有 定义 ， 


Ary 


(8) 


余 6 一 7 yp 利沙 的 示意 图 


当 e=opoyn 时 ,xi=xa, xz=x， 将 (7)、(8) 与 (3j3 式 比 
较 可 知 (xf, x?) 正 是 平衡 ”= 
虚 Po， 所 以 PP 是 相 轨 线 的 
和 退化 点 . 

为 了 考察 c< gw, 时 
(ec>0) 思 线 的 形状 , 首先 设 
c= ay (0<a<p,). 若 令 
加 = 二 xX, 则 由 {4) 一 (8) 式 
可 得 tc)=x, 而 从 图 出 6-8 Py 点 和 一 条 牛 雪线 “ 
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6 一 7 知道 , 必 存 在 x 和 x 使 g(x = 人 =w， 且 x 
<x! < 之 xi1”. 于 是 这 条 轨 线 应 通过 CCx ,x07 和 OQ,(x "X39) 点 
{图 6 一 8). 接着 ,分 析 区 闻 (x, ,x 个 内 的 任 一 点 .因为 
p (x)>e, 代 人 gg (x)¥ (Cx) =op, TO ry iy (x) 
=B(<yY,) ,从 图 6 一 7 知道 ,存在 x 和 x 人 管 交 {x)= 下 Cr) 
=B, 且 x <X?<xI” .于 是 这 条 轴线 又 通过 QO;(x, x 个 和 
Oo (x x 点 (图 6 一 8), 注意 到 x 点 是 (x 和 x 内 的 任意 点 ,让 
即 可 知 这 条 轨 线 必 是 如 图 所 示 的 封闭 曲线 , 同时 它 决 不 会 越 出 区 
间 [x ,xi7] ， 

这 样 , 对 于 不 同 的 c 值 (0<cg py,) .方程 (1)、(2) 的 解 
(4 ) 式 确定 的 轨 线 是 -… 族 以 平衡 点 P, 为 中 心 的 封闭 曲线 , 称 闭 轨 
线 族 . 当 c 由 gw 池 , 变 小 时 闲 轨 线 向 外 扩展 ， 


闲 轨 线 的 方向 很 容易 确定 . 。 
考察 相 平 面 上 被 x,=x? 和 0 为 < 
=x9 两 条 直线 分 成 的 4 个 > 二 > 
区 域内 x; .总 的 正 负 . 由 方程 中 
{1),(2) 可 得 如 图 5- 9 所 示 
的 结果 , 因而 决定 了 闭 轨 线 如 0 ti 
篇 头 表示 的 方向 . | >0 

闲 轨 线 对 应 着 方程 的 周期 “ 屠 加 
解 x (1), x, (1) ， 记 周期 为 了 ， 图 6-9 拷 轨 线 族 及 其 睛 向 


图 6 一 10 画 出 了 周期 解 的 示意 图 , 其 增 减 性 是 由 图 6 一 9 闭 轨 线 
的 方向 决定 的 . 可 以 看 出 , 食 饰 (的 变化 比 捕食 者 x, (1) 提 


前 了 二 了 


闭 轨 线 (局 期 解 ) 的 存在 说 明 Pu (x? ,x?) 点 不 是 ( 渐 近 ) 稳 定 
的 ,xi(f) 和 和 xx; (7) 分 别 在 x? 和 x 上 下 振动 . 我 们 只 能 用 x (nD 
和 x, (六 在 一 周期 工 内 的 平均 秆 作为 食 乌 和 捅 食 考 数量 的 近似 度 
量 . 记 这 两 个 平均 值 分 别 为 x， 和 x, . 因为 方程 (2) 可 写作 


213 


Tl 


人 0 了 人 了 1 
6 一 10 xi (7 和 xz 刀 ) 的 周期 变化 
所 以 容易 由 此 算出 x, (4) 在 工 内 的 平均 值 (利用 x tT)=x, (0)) 


x = 到 | x (1) di= 将 
类 似 地 可 得 x, = 站 . 于 是 
二 (9) 


这 表明 食 饵 和 捕食 者 在 平衡 点 P, 的 值 正好 代表 了 它们 的 (平均 ) 
数量 ， 

模型 解释 (9 ) 式 表明 , 食 饪 的 数量 取决 于 撒 食 者 方程 (2) 中 
的 两 个 参数 x, 和 ,而 捕食 者 的 数量 取决 于 食 甸 方程 (1 ) 中 的 两 
个 参数 + 和 . 当 食 饰 的 自然 增长 率 " 下 降 时 捕食 者 的 数量 将 
减少 , 这 就 是 说 , 在 弱肉强食 情况 下 降低 弄 者 的 繁 将 率 可 以 使 强 
者 减少 . 而 当 捅 食 者 掠 取 食 饵 的 能 力 提高 时 也 会 使 捕食 者 减 
少 . 另 - -方面 ,捕食 者 死亡 率 疡 的 下 降 , 或 者 食 饵 对 捕食 者 供养 
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能 为 4, 的 提高 . 都 将 导致 食 饰 的 减少 

为 了 用 Yolterra 模型 解释 本 节 升 头 提 出 的 战争 期 间 捕 获 量 
下 降 对 党 鱼 (捕食 者 ) 比 对 食用 鱼 { 食 饪 ) 更 有 利 的 问题 , 需要 在 上 
述 自 然 环 境 下 所 得 结果 的 基础 上 考虑 人 工 捕 裴 的 影响 (图 6~ 
11). 

设 表 示 捕 获 能 力 的 系数 为 于 
e， 相当 于 食 饵 的 自然 增长 率 
由 隆 为 nn 一 e, 捕食 省 的 死 
亡 率 由 忆 增 为 +e. 用 yt{1) 
和 y,{1) 表 示 这 种 情况 下 食 链 
和 辅食 者 的 数量 , 平衡 点 由 P。 
变 为 Po 可 以 利用 (9 ) 式 的 结 
果 得 到 y,(7?) 和 y,(1) 的 平均 图 5 一 t1 捕获 系数 的 改变 对 食 司 、 


慎 为 捕食 者 数量 的 影响 
一 天 十 已 ”一 _ Ne 
1 元 3 元 (10) 


战争 期 间 捕 获 系数 由 e 下 降 为 e: ， 食 饰 z, (1 ) 和 捕食 者 z ( 训 ) 
的 平均 值 为 


人 2 三 如 4 £7 一 于 {11) 
因为 e1<e :所 以 显然 有 


21 < > 
平衡 点 又 变 为 P,”. 这 就 是 说 , 战争 时 期 捕获 能 力 的 下 降 使 食 
用 鱼 ( 食 乌 ) 数 量 减 光 , 而 闭 鱼 (捕食 者 ) 数 重 增 加 ., Volterra 用 
他 的 模型 解释 了 D “Ancona 提出 的 问题 . 
用 Volterra 模型 还 可 以 对 使 用 杀 虫 旗 的 影响 作出 似乎 出 人 意 
料 的 解释 . 自然 界 里 不 少 以 农作物 为 永 的 害虫 都 有 人 它 的 天 
敌 一 症 虫 , 益 由 不 屹 农作物 只 吃 害 虫 , 是 捕食 者 , 害虫 是 它 的 食 
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饵 . 于 是 构成 一 个 食 饵 - 捕食 者 系统 . 如 果 革 种 杀 虫 剂 不 仅 杀 
死 害 虫 , 也 能 杀 死 益 虫 , 那么 使 用 这 种 杀 虫 剂 就 相当 于 前 面 讨论 
的 人 工 捕获 鱼 类 ， 而 比较 19] (10) 二 式 知 

PI > XI 
这 说 明 从 长 期 效果 看 (平均 意 疼 下 ), 使 用 这 种 杀 虫 剂 将 使 害虫 
增多 , 益 虫 减少 , 与 使 用 者 的 愿望 正好 相反 . 

尽管 Volterra 模型 可 以 解释 一 些 现象 ,但 是 它 作为 近 亿 反映 
现实 对 象 的 一 个 数学 模型 , 必然 有 许多 局 限 性 . 

首先 ，-… 般 认为 自然 办 里 长 期 存在 的 呈 局 期 变化 的 生态 平衡 
系统 都 应 该 是 结构 稳定 的 , 即 系统 受到 不 可 避免 的 干扰 而 偏离 原 
来 的 周期 轨道 后 , 共 内 部 制约 作用 会 使 系统 自动 恢复 原状 , 如 恢 
复原 有 的 局 期 和 振幅 . 而 Volterra 模型 的 周期 变化 状态 却 不 是 结 
构 稳 定 的 , 因为 一 旦 离开 某 一 条 闵 雪 线 ， 就 进入 另 一 条 闭 轨 线 
{不同 闲 轨 线 的 周期 和 振幅 互 不 相同 ), 不 可 能 恢复 原状 . 

其 次 , 许多 生态 学 家 指出 ， 多 数 食 仓 一 捕食 者 系统 都 观察 
不 到 Volterra 模型 显示 的 那 种 周期 振荡 , 而 是 趋向 杆 某 个 平衡 状 
杰 , 即 系 统 存 在 稳定 平衡 点 . 

为 了 得 到 能 反映 周期 变化 的 结构 稳定 的 模型 , 需要 利用 极限 
环 的 概念 . 而 要 使 食 饵 ~ 捕食 者 系统 趋向 稳定 平衡 点 ,供需 在 
Volterra 模型 巾 加 入 考虑 自身 阴 沾 作用 的 Logistic 项 即 可 .下面 
简单 介绍 这 种 楼 型 . 

另 一 个 食 饵 - 捕 会 者 模型 ”为 了 便 直 与 种 群 相 忆 竞 争 模型 
(6.4 节 ) 和 种 群 租 互 依存 模型 {6.5 节 ) 比 较 , 仍 引用 那里 的 符号 ， 
于 是 Volterra 方程 (1) 、(2) 中 山上 Logistic 项 以 后 可 以 写成 


. x x 
-na (1 其 -和 (12) 
yp ， 
xX, (1) | 1 二 os， N. N ) (13) 
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这 组 方程 的 平衡 点 为 


PN 0 PC+L ， Hl) 1,P(0,0) 
: li+oo; l+ oo : 


显然 P, 点 应 该 荐 在 现实 中 观察 到 的 食 包 一 捕食 者 系统 的 稳定 平衡 
点 . 可 以 验证 P, 点 的 稳定 条 件 是 o,> 1 (习题 11 ) . 因为 o, 表示 的 
是 食 饵 对 捕食 者 的 供养 能 力 , 所 以 只 要 它 足够 大 , 系统 就 会 趋向 二 
者 共存 的 稳定 状态 . 不 过 有 兴趣 的 读者 只 要 分 析 这 个 模型 的 相 雪线 ， 
可 以 发 现 其 趋向 平衡 点 的 方式 与 种 群 竞争 和 依存 模型 是 完全 不 同 的 ， 

评注 用 数学 模型 描述 、 分 析 食 饵 - 捕食 者 系统 的 动态 
过 程 和 稳定 状态 , 不 仅 对 生态 学 的 研究 有 重要 意义 ,而且 因 为 它 
与 微分 方程 定性 理论 有 着 密切 联系 , 所 以 也 引起 了 许多 数学 家 的 
关注 , 对 这 个 题目 有 兴趣 的 读者 可 参看 进一步 的 文献 . 

在 6.4 ~ 6.6 三 节 中 讨论 了 两 个 种 群 在 同一 自然 环境 征 生 存 
时 相互 关系 的 三 种 模型 . 可 以 看 出 , 这 些 模型 的 结构 相似 , 只 是 
相互 作用 项 、 自身 规律 项 (繁殖 或 死亡 ) 的 正 负 号 不 同 . 从 统 “的 
角度 研究 两 个 种 群 相 互 关系 的 模型 可 参看 文献 5”. 


6.7 微分 方程 稳定 性 理论 简介 


本 节 的 介绍 仅 限 于 前 面 几 节 用 到 的 有 关内 容 ， 


一 阶 方程 的 平衡 点 及 稳定 性 
设 有 微分 方程 
xX(1)=f (x) (1) 
右 端 不 显 含 自 变量 1 ,代数 方程 
flx)=0 (2) 


的 实 根 x 一 x 称 为 方程 (1 ) 的 平衡 点 (或 奇 点 ) . 它 也 是 方程 (1) 
的 解 ( 奇 解 ) ， 
如 果 从 所 有 可 能 的 初始 条 件 出 发 ,方程 (1) 的 解 x (站) 都 满足 
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lim x (A) = xo (3) 


则 称 平衡 点 x, 是 稳定 的 {稳定 性 理论 中 称 渐 近 稳定 ) ; 否则 , 称 x 
是 水 稳 定 的 (不 渐 近 稳定 ) . 
判断 平衡 点 如 是 否 稳 定 通 常 有 两 种 方法 . 利用 定 头 即 (3 ) 式 
称 间接 法 . 不 求 方程 (1 ) 的 解 x (1) , 因而 不 利 下 (3 ) 式 的 方法 称 
直接 法 . 直面 介绍 直接 法 . 
将 (x) 在 x 点 作 人 台 劳 展开 , 只 取 -次 项 , 方程 (1) 和 近似 为 
| X= (xo Hx x,) {4) 
(4) 称 为 (1) 的 近似 线性 方程 .xo 也 是 方程 (4 ) 的 平衡 点 . 关于 z 
点 稳定 性 有 如 下 的 结论 ， 
车 《x60)<0, 则 x 对 于 方程 (4) 和 (1) 都 是 稳定 的 ; 
车 1 (x6)>0, 则 x 对 于 方程 (4) 和 (1 ) 都 是 不 稳定 的 ， 
xo 对 于 方程 44) 的 稳定 性 很 容易 由 定义 (3 证明 , 因为 (4) 
的 一 - 般 解 是 
XI)= ee! “+ xo (5) 
其 中 ce 是 由 初始 条 件 决 定 的 常数 . 
二 阶 {平面 ) 方 程 的 平衡 点 和 稳定 性 
方程 的 - - 般 形 式 可 用 两 个 一 阶 方程 表 为 


{0 (6) 
X(t) =8 (x 3 x) 
右 端 不 显 含 +. 代数 方程 组 
Tr F(x, xX)=0 
1 、 (7) 
6 (x Xs)=0 


的 实 根 x,=x? ,x 一 Xx? 称 为 方程 (6) 的 平 入 点 , 记 作 P,(x?， 
x). 

如 果 从 所 有 可 能 的 初始 条 件 出 发 ,方程 (6 ) 的 解 x (7) 、 x, (7) 
都 满足 
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lim X11)= x?, lim x (ft) =x? (8) 
则 称 平衡 点 P, 是 稳定 的 ( 渐 近 稳定 ) ; 否则 , 称 P, 是 不 稳定 的 
(不 浙 近 稳定 ) ， 


为 了 用 直接 法 讨论 方程 (6) 的 平衡 点 的 稳定 性 , 先 看 线性 党 


系数 方程 
Xi C1) = a Xt ty Xs 
» 


(1)=b, xt b, x, 


又 数 扎 阵 记 作 
CI da 
4 -| pb | (10) 


detA¥0 (11) 
于 是 原点 Po (0 , 0 ) 是 方程 (9 ) 的 唯一 平衡 点 , 它 的 稳定 性 由 (9 ) 
的 特征 方程 


并 假定 4 的 行列 式 


det (4—47)=0 {12) 
的 根 4 (特征 根 ) 决 定 . 方程 (12) 可 以 写成 更 加 明确 的 形式 
Ltpitg=0 
| 于- (13) 
gq= detA 


将 特征 根 记 作 履 、 妨 , 则 
。 ] 一 一 一 -- 
thi, d= 7 (p+tVp dg ) (14) 


方程 (97 的 一 般 解 具有 形式 cei+cyeY{( 机 关 加 ) 或 ciel 
二 Cfe 4 (41=4,) ,os ec 为 任意 常数 , 按照 稳定 性 的 定义 (8 ) 
式 可 知 , 当 4 、 4, 为 负数 或 有 人 负 实 部 时 Pu (0 , 0 ) 是 稳定 平衡 点 ; 
而 当 加 ,和 有 一 个 为 正 数 或 有 正 实 部 时 P,(0 , 0) 是 不 稳定 平衡 
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点 . (在 条 件 {411) 下 4 .各 不 可 能 为 零 ) . 

微分 方程 稳定 性 理论 将 平衡 点 分 为 结 点 . 焦点 . 鞍 成 .中心 
等 类 型 , 完全 由 特征 根 4 、 ,或 相应 的 p,q 了 到 值 决定 . 表 6-5 
简明 地 给 出 了 这 些 结果 , 表 中 最 后 一 列 指 按照 定义 (8 ) 式 得 到 的 


表 6-5 由 特征 方程 决定 的 平衡 点 的 类 型 和 稳定 性 


4 1 42 


XEAr < p>0,g9>0.p.>4g 

站 > 和 > <0,g>0，P>49 | 不 稳定 结 点 | 不 稳定 
A 9<0 通 点 不 稳定 
l=2a<0 | >0.g>0 ; 严 二 和 | 陷 定 过 化 结 点 稳定 


A1l=A2>0 p<0,.g9>0,p=4g 不 稳定 退化 结 点 不 稳定 
1 ,2=m 土 所,a<0 | p>0.9>0,p:<4g ] 稳定 能 点 亿 定 


41.2=x+t Bi a>D | p<0,.g>0,.p .<4g 


1 ,2 二 二 病 ,= 人 0 p=0,g>0 


由 表 6-- 5 可 以 看 出 , 根据 特征 方程 的 系数 p ,yg 的 正 负 很 容 
易 若 断 平衡 点 的 稳定 性 , 准则 如 下 :车 
p>0,g>0 (15) 
则 平衡 点 稳定 ; 车 
P<0 或 9g<0 (16) 
则 平衡 点 不 稳定 . 
以 上 是 对 线性 方程 (9 ) 的 平衡 点 P, (0 , 0 ) 稳 定性 的 结论 , 对 
于 一 般 的 非 线性 方程 (6) , 可 以 用 近似 线性 方法 判断 其 下 衡 点 
PP (x? ,xo) 的 稳定 性 . 在 已 点 将 f(x, ,x;) 和 g(x, , x;) 必 人 台 劳 展开 ， 
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sa 


只 取 一 次 项 ,得 (6) 的 近似 线性 方程 
人 TD XP ,AK XP + fo (xt, Xf ) xs — x2) 


(1)=g&, (x ,XI YX 一 XU) 十 8 (x? , x (x, — Xx?) 
系数 矩阵 记 作 


(18) 


| 
Br Br 


— Ut gr) » 9=detA (19) 
显然 ，Pv 训 对 于 方 各 (017) 的 稳 宅 作出 天 6 5 或 准则 (15) (16) 
决定 . 而 且 已 经 证 明了 如 下 结论 . 
若 方 程 (17) 的 特征 根 不 为 零 或 实 部 不 为 零 , 则 Pp。 点 对 于 方 
程 (6 ) 的 稳定 性 与 对 于 近似 方程 (17 ) 的 稳定 性 相间 . 
这 样 ，Pu 点 对 于 方程 1.6) 的 稳定 性 也 由 准则 (15), (16) 决 
定 ， 


By {xp ， x 


特征 方程 系数 为 


习 题 

1 .在 6.1 市 平衡 状态 的 交通 流 横 型 中 , 从 对 于 制 动 力 ( 或 驱动 力 ) 的 假 
设 (10) 式 及 2 人 0)= 出 发 , 推导 平衡 状态 下 的 速度 和 流量 函数 012) 和 (13 ) 
式 ， 

2 . 在 交通 流 模型 中 和 如 果 假 定制 动力 (或 虹 动 力 ) 与 两 车 距离 无 关 , 推导 
平衡 状态 的 速度 和 流量 函数 , 这 个 结果 符合 实际 吗 ? 

3 .在 5,2 节 捕 鱼 模型 中 . 如 果 渔 场 鱼 其 的 自然 增长 仍 服 反 Logistic 规 
律 ， TO 上 


企 分 别 就 ih< -一 、 b> 全 和 = 二 


入 于 作 上 及 其 各 定居 六 . 
久 如 何 获得 最 天 持续 产量 , 上 其 结果 与 56.2 节 的 产量 模型 有 何不 同 . 
4 . 与 Lopistic 横 型 不 同 的 另 一 种 描述 种 群 增长 规律 的 是 Gompertz 模 


221 


fmxm 之 
于 


其 中 + 入 的 意义 与 Logistic 模型 相同 . 

设 渔 场 鱼 盟 的 自然 增长 服从 这 个 伐 型 ,又 单位 时 间 捕 捞 量 为 上 = Ex , 计 
论 渔场 鱼 量 的 平衡 点 及 其 稳定 性 , 求 最 大 持续 产量 用, 及 获得 最 大 产量 的 捐 
捞 强 度 五 , 和 诠 场 鱼 最 水 平 x ， 

5 ,在 6.4 节 种 群 竟 凶 模型 中 设 ajo; 二 1 (gy 关 02)， 求 平衡 点 并 分 析 其 稳 
定性 ， 

6 .对 于 6.4 节 种 群 竞争 模型 的 第 3 种 情况 : el<l,om<1l( 图 6 一 50G])， 
分 析 相 轨 线 的 趋势 并 疝 出 示意 图 , 解释 平衡 点 P; 稳定 的 意义 . 

7 .在 6.5 节 种 群 相互 依存 模型 中 , 按 以 下 4 种 情况 作 相 轨 线 示 意 疼 , 天 
解释 平衡 点 稳定 的 意义 ， 

Tm] mol 

n>1, 521 

o>!, gq] 0103 1 

3 ol, rl ,ool 
(其 中 全 已 经 自 图 6 一 6 给 出 ,可 作为 参考 ) 

8 ,与 6.5 节约 模型 稍 有 不 同 , 如 旭 两 个 种 群 郑 能 独立 生存 ,上 共处 时 又 
能 相互 提供 食物 , 试 建立 种 群 依存 模型 并 讨论 平衡 点 的 稳定 性 , 解释 稳定 的 

9 .对 于 第 8 题 , 如果 两 个 种 群 邦 不 能 独立 生存 , 但 共处 时 可 以 相 鼎 提 
供 食物 , 试 建 模 以 讨论 此 处 的 可 能 性 ， 

10 .在 6.5 节食 饵 - 捕食 者 系统 中 ,如果 在 食 僻 方 竹 (1 ) 中 增加 自身 仁 
周作 用 的 Logistic 项 ,方程 (2 ) 不 变 ,讨论 平衡 点 及 稳定 性 ,解释 其 意 艾 ， 

11 . 如 归 在 6.6 节 的 食 饵 和 捕食 者 方程 中 都 增加 Logistic 项 , 即 方程 
(12), (13), 讨论 平衡 点 及 稳定 性 . 

12 . 如 果 在 食 钙 - 博 食 者 系统 中 , 捕食 者 掠 食 的 对 象 只 是 成 生 的 食 书 ， 
而 未 成 年 的 食性 固体 积 太 小 免 遭 捕获 . 在 适当 的 假充 下 建立 这 并 者 之 间 关 
系 的 会 型 . 求 平 衡 点 8 . 

#13 .- -个 岛 出 上 栖 居 着 食肉 息 行 动物 和 哺乳 动物 , 又 长 着 虚 败 的 植物 . 
假 行 动物 以 哺乳 动物 为 食物 , 哺乳 动物 又 依赖 植物 生存 , 在 适当 假设 上 建立 
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之 关系 的 模型 . 求 平 笑 点 中， 

*]4 ,大陆 上 上 物种 数 日 是 常数 , 各 物种 独 六 地 从 大 陆 向 附近 一 岛屿 迁移 . 
包 上 物种 数量 的 增加 与 尚未 迁 穆 的 物种 数目 有 关 , 而 随 着 迁移 物种 数 的 增 
加 灵 导 致 各 上 物种 的 减少 . 在 适当 假设 下 建立 岛 上 物种 数 的 模型 ,并 讨论 稳 
定 状 沉 习 ]， 

x15 . 人体 注射 前 将 糖 溶液 时 , 血液 中 葡萄 楼 铺 度 g 0) 的 增长 率 王 注射 
速率 成 正比 , 与 人 人 体 血 液体 积 v 成 反比 , 而 由 于 人 体 组 织 的 吸收 作用 , g (x) 
的 减少 率 与 g (1) 本 身 成 正比 .分别 在 以 下 刀 种 假设 下 建立 模型 ,并 讨论 稳 
定 情况 . 

人 大 体 血 液体 积 + 不 变 . 

咏 y 随 着 注 人 溶液 而 增加 . 

多 由 于 排泄 等 因素 "的 增加 有 极限 值 . 

您 注射 是 间断 进行 的 [3 . 

*16 , 讨论 资金 积累 , 国民 收入 与 人 口 增长 的 关系 . 

人 车 国民 平均 收入 x 与 接 人 口 平 均 资 金 积 黑 ? 成 正比 ,说 明 仅 当 总 资 
人 金 积 累 的 相对 增长 率 天 大 于 人 口 的 相对 增长 率 > 时 , 国民 平均 收入 才 是 增长 
的 

划 作出 5x ) 和 + (x) 的 示意 图 , 说明 二 曲线 交点 是 平衡 点 , 讨论 它 的 稳 
定性 ， 

已 分 析 人 口 汝 增 会 引起 什么 后 果 匡 ， 

* 上 .讨论 另 一 种 捕 鱼 业 持 续 收 菊 的 效益 模型 , 设 兆 场 鱼 量 疗 程 仍 为 6.2 
节 (3) 式 ,但 捕捞 强度 为 变量 巨人 f) , 其 变化 躯 律 是 , 当 单 位 时 间 收 入 了 大 于 
支出 S$ 时 ( 见 6.2 节 9) 式 )E 增 负 ,了 小 于 S 时 瑟 减 消 ,天 的 变化 率 与 了 -8 
成 正比 . 

建立 关于 EQND) 的 方程 , 求 x 世 ) ,上 E(t) 的 平衡 点 并 讨论 其 稳定 性 . 

全 将 所 得 结果 与 6.2 节 的 效益 模型 和 捕捞 过 度 模 型 进行 比较 B6 ， 
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第 7 章 变 分 法 建 模 (动态 优化 模型 ) 


我 们 已 经 看 到 ,动态 过 程 常常 用 微分 方程 模型 拱 述 , 基 于 动 
态 过 程 的 优化 问题 一 般 要 归结 为 求 最 优 榨 制 函数 使 某 个 证 函 达 到 
极 值 . 当 控 制 函 数 可 以 事先 确定 为 菜 种 特殊 的 函数 形式 时 , 问题 
又 简化 为 求 普通 函数 的 和 极 值 . 本 章 将 从 具体 的 研究 对 象 出 发 给 出 
几 个 动态 优化 模型 的 实例 . 

求解 诈 函 被 盾 通 常 有 了 机 种 方法 ; 古典 变 分 法 和 最 优 控 制 论 ， 
因为 后 者 需 归 较 多 的 现代 控制 理论 , 本 书 无 意 涉 及 ， 所 以 这 里 选 
择 的 都 是 可 议 用 变 分 法 解雇 的 问题 . 不 熟悉 变 分 法 的 读者 可 参阅 
7.8 节 . 


7 .1 生产 计划 的 制订 


工厂 与 客户 签订 了 - :项 在 某 时 刻 提 交 一 定数 攻 产 品 的 合同 ， 
在 制订 生产 计划 时 要 葵 虑 生产 和 贮存 两 种 费用 . 生产 费用 通常 取 
决 于 生产 率 {单位 时 间 的 产量 ), 生 产 举 越 高 费用 越 大 ; 贮存 费用 
自然 由 已 经 生产 出 来 的 产品 数量 决定 , 数量 越 多 费用 越 大 . 所 谓 
生产 计划 这 时 简单 则 看 作 是 到 每 一 时 刻 为 止 的 聚积 产量 ， 它 与 每 
单位 时 间 ( 如 每 天 ) 的 产量 可 以 互相 推算 . 建 异 目的 是 寻求 最 优 的 
生产 计划 ,使 完成 合同 所 项 的 总 袁 用 (生产 与 喧 在 费用 之 和 ] 最 小 加 

假设 ”开始 生产 时 刻 记 为 上 0, 按照 台 同 应 在 上 *= 了 提交 数 
量 为 口 的 产品 .到 时 刻 # 为 止 的 产量 记 作 x(1),x(f) 即 生产 计划 . 
因为 时 刻 + 的 生产 来 表示 为 x{7), 所 以 单位 时 间 的 生产 费用 可 以 
一 般 好 记 作 了 (x (1)), 和 音 位 时 间 的 贮存 费 寺 则 应 记 为 g(x (7)). 
十 是 从 1=0 到 := 了 的 总 费用 C(x(r) ) 是 
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cu-| [fCxCD)+g (x (Ndr (1) 


为 了 确定 了 和 = 的 具体 彤 式 作 如 下 假设 ， 

1 .单位 时 间 内 生产 率 提高 一 个 单位 所 需 的 生产 费用 与 这 时 
的 生产 率 成 正比 . 在 需求 饱满 、 生产率 很 高 的 工厂 里 这 个 假设 是 
合理 的 ， 

2 , 及 存 费 与 贮存 其 ( 即 累 积 产 量 ) 成 正比 . 这 是 关于 贮存 费 
的 最 常用 的 假设 . 

假设 1 表明 , 生产 费 / 对 生产 率 工 的 变化 率 与 x 成 正比 , 即 


df 


一 人 CX 


dx 
于 是 
FIX)=E (1) (2) 
Kk 是 比例 系数 . 由 假设 2 则 可 以 直接 写 出 
gtx(1))=k, x(t) (3) 


是 单位 数量 产品 单位 时 间 的 贮存 费 . 
建 模 将 (2).(3) 代 入 (1) 式 并 注意 到 x{) 在 :=0 和 /= 了 
时 的 慎 ,我 们 有 


cw)-| {RX CF) + kx (dr (4) 


XxX(0)=0,x(T)}=Q (51 
制订 最 优生 产 计 划 归 结 为 在 周 定 端点 条 件 (5) 下 , 求 x (7) 使 (4) 
式 定义 的 泛 国 C (x (1) ) 取 得 最 小 值 . 
用 变 分 法 求解 . 记 下 (x, 区)= 记 十 Xx, 根据 欧 拉 方 程 ( 见 
7.8 节 (11 ) 式 ) 
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FEF, (1,x,X)— 二 Fi{t,x ,X=0 


可 得 关于 x(7) 的 二 阶 微分 方程 


ks— 2kX (1)=0 (6) 
方程 (6 ) 在 端点 条 件 (5 ) 下 的 解 为 
xO0=- 座 c+ 全 和 (7) 


这 就 是 使 总 费用 C(x (1) ) 达 到 最 小 的 生产 计划 ， 

由 (7 ) 式 不 难 咽 出 x (4) 的 示 
意图 (图 7 一 1), 它 是 过 x (0)=0， 
xX)= 两 点 的 抛物 线 ， 且 央 
站 (>>0 而 呈 下 由 状 . 随 着 参数 
kK 工 ,Q 的 不 同 ， 曲线 x (1) 
可 能 有 SS， 和 S$， 两 种 形状 . 但 是 
对 于 生产 计划 x 人 3) 应该 有 明显 
的 限制 条 件 图 ?7- 1 x 4 的 两 种 形式 


| 


XI)20,0ag1<T (8) 


这 就 是 说 , 只 有 当 x (1) 呈 5, 形状 时 才 有 实际 意义 ， 
容易 看 出 ,对 于 (7) 式 表示 的 x (1) 条件 (8 ) 等 价 于 


x{0)=0 {9) 
- 由 (7 ) 式 算出 x (0), 可 知 (9) 式 丸 表 示 为 


kT 
一 3- 
0> 4 后 (10) 


干 是 仅 当 (10) 式 成 立时 (7) 式 确定 的 x (1) 才 是 最 优生 产 计 划 ， 
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当 此 ,kk, 固定 时 条 件 (10 ) 表 明 ,在 一 定 交 货 期 了 内 要 完成 的 产量 
Q 相当 大 , 需要 从 :=0 就 开始 生产 ， 如 图 中 曲线 $ . 

但 是 , 当 

2< -入 (GD 

即 在 了 内 要 完成 的 产量 如 较 小 时 最 优生 产 计划 是 什么 呢 ? 

直观 的 想法 是 为 了 节省 入 丰 费 
用 ,到 t=t 才 开始 生产 , 如 图 7 一 
2 的 曲线 S 所 示 . 5, 是 否 就 是 如 (7) aq 
式 所 示 , 图 7 一 1 中 曲线 与 在 x0 
的 那 一 部 分 呢 ?如果 不 是 ,时 蓝 4 
和 曲线 5 又 如 何 确定 (习题 1 ). 

解释 为 了 对 最 优生 产 计 划 作 
出 解释 ,考察 它 注 足 的 方程 (6) 式 ， 图 7-2 条 件 (LT 的 x 0 
(6) 式 可 以 表示 为 


-dd df gr 
= (喜多 )- 由 (于 ) (12) 


式 中 和 是 单位 时 间 内 生产 率 提 高 一 个 单位 所 需 的 生产 费用 ,经济 


理论 中 称 为 边际 成 本 . 而 (单位 时 间 单 位 数量 产品 的 贮存 费 ) 称 
为 边际 姓 存 . 于 是 (12 ) 式 表明 , 使 边际 成 本 的 变化 率 等 于 边际 贮 
存 的 生产 计划 是 最 优 的 . 

评注 优化 模型 通常 包括 目标 函数 和 约束 条 件 (或 妇 优 范围 ) 
两 部 分 . 在 这 个 模型 中 目标 函数 只 芳 虑 了 两 种 最 基本 的 费用 , 并 
对 它们 作 了 相当 简化 的 假设 . 至 于 约束 条 件 , 由 于 我 们 要 用 古典 
变 分 法 求解 ， 押 以 * (i) 除 了 要 满足 端点 条 件 (5 ) 以 外 , 还 需 假 定 
它 是 二 阶 可 微 函 数 . 这 个 条 件 并 不 影响 (7) 式 的 最 优 意义 ,因为 
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(2) 


1 
| 
| 
| 
oO E 了 


- 般 说 来 不 会 存在 -个 不 满足 二 阶 可 微 条 件 的 、 比 (7 ) 式 更 优 的 
解 , 但 是 在 另 -- 些 约束 条 件 下 问题 就 较 难 处 理 了 . 如 这 个 模型 应 
读 雪 求 x (7) 0 ,我 们 看 到 当 参 数 满足 条 件 (11 ) 时 最 优 解 已 经 需 
要 仔细 考虑 . 若 还 要 对 生产 率 加 以 限制 , 璧 如 规定 一 个 范围 即 
站 ) 二 8B, 则 问题 的 求解 更 加 困难. 实际 上 , 对 控制 销 数 施 
加 的 这 类 闭 集 约 东 ,可 能 导致 十 典 变 分 法 的 失败 . 


7.2 生产 与 贮存 的 控制 


-个 集 生 产 , 销 焦 千 一 体 的 公司 , 希望 生产 率 和 贮存 量 都 尽 
旺 稳 定 在 预先 设 定 的 水 平 上 . 如 果 销 焦 量 可 以 准确 地 预测 ,公司 
需要 制订 一 个 根据 贮 :存量 控制 生产 率 的 策略 ， 
下 面 先 建立 这 个 问题 的 一 般 模型 , 再 在 简单 的 特殊 情况 下 讨论 
求解 过 程 及 对 结果 的 解释 . 
一 般 模 型 ” 记 时 刻 的 贮存 芝 为 xff), 单 位 时 间 的 产量 和 销 
景 分 别 为 xD 和 Yo, 则 它们 满足 
xf 一 Et 一 Pt) (1) 
其 中 v (是 已 知 国 数 ， 
预先 设 定 的 生产 率 ( 即 单位 时 间 产 量 ) 和 贮存 量 分 别 记 为 mm 
和 za ,使 生产 率 x(f) 和 贮存 量 x (1) 尽量 分 别 稳定 在 tw 和 x 的 水 
平 上 ,这 人 笨 话 用 数学 式 子 可 以 表示 为 , 求 控制 函数 wu (1) 使 


r=) [3 (~ woF+ -dt (2) 


达到 最 小 值 , 其 中 本 是 任 党 给 定 的 时 间 ,x 是 加 权 因 子 , 用 来 调 
节 (7) 稳定 和 x (稳定 二 者 之 间 的 重要 程度 , 井 应 具有 时 间 倒 
数 的 量 纲 . (2) 式 称 为 二 次 型 生 标 沁 函 . 在 (1).(2) 中 贮存 是 x (1) 
是 状态 函数 , 为 确定 起 见 不 姑 设 :=0 和 1= 了 工时 凡 存 量 为 等 , 即 
国定 端点 条 件 
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xf0)=0xfT)=0 . (3 ) 
另外 , 实际 上 对 生产 率 和 贮存 量 部 会 有 所 限制 , 不妨 记 作 
OSu(lD) Su Ox (ex, (4) 
问题 归结 为 在 约 东 条 件 (1) . (3 ). (4) 下 求 w() 使 (2 ) 臣 之 泛 国 J 
还 到 最 小 值 ， 
碎 [1) 式 中 解 出 #0 站 代入 (2) 式 ,并 将 其 写成 x Cf) 的 省 倘 


也 


roto-| 二 (x vO) w+ 伍 co- 上 
0 
(5) 


暂 不 考虑 条 件 (4), 则 (3 ).(5] 构 成 一 个 男 有 请 点 的 证 国 极 和 值 问题 ， 
可 用 变 分 法 求解 . 得 到 最 优 解 x( 昌 后 再 伐 癌 方 竹 (1)， 即 可 得 

到 最 优 控制 函数 . 
销量 为 常数 的 情况 ”为 简化 求解 过 程 , 设 销 基 为 已 知 常数 即 
Tt 一 (6 ) 


以 (6 ) 代 入 (5 ) 式 ,根据 欧 拉 方程 可 得 最 优 解 x (7) 应 满足 方程 


0 (xm x0)— -d {x+ 一 1) 一 0 


di 
叶 
xX- {x—xo)=0 (7) 
方程 (7 ) 在 问 点 条 件 (3} 下 的 解 为 
2 (le” )e +t(e 1)e” 
Xt) = x0— Xi pT pt (8) 
将 (8 ) 代 入 (1 ) 式 得 
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(1 —e "er _ (er 1 Ye Wb 


u (Ff) = 00— xo TT (9 } 


(9 和 (8) 分 别 为 最 优 控 制 函 数 和 最 优 状 态 国 数 . 


为 了 研究 最 优 解 uw (7) 和 x (1 之 间 的 美 系 ,由 (8). 09) 两 式 
可 以 得 到 


入 (一 To 二 ET 一 区 上 一 2 er {10) 
令 了 一 oz, 则 对 任 闪 有 限 的 *， 上 式 右 端 最 后 一 项 趋 干 零 , 干 是 
有 


uu 一 DoTafxo 一 2) (11) 


此 式 表 明 , 根据 状态 x ( 贮 :存量 ) 可 以 直接 确定 控制 函数 4 (生产 
率 ), 而 木 涉及 自 变量 1{ 时 间 ) ,并 且 当 x 增加 时 威 少 ,这 种 控 
制 方式 称 为 状态 负 反 馈 , 它 比 形 如 (9 ) 式 的 显 含 1 的 控制 函数 应 用 
起 来 方便 得 多 , 因为 只 才 根 据 易 干 观测 的 状态 x 就 可 以 决定 控制 
量 上 4&4. 

最 后 考 罕 约束 条 件 (4). 利用 双 曲 消 数 可 将 (8). (9 ) 两 式 重 
新 表示 为 


x | 1- She (Tt sn | (12) 


cha(T—t)} chat 
sh xT (13) 


ut{t)= mt dxo 


根据 (12) 、(13) 式 图 7 一 3 加 出 了 最 优 解 x (1) 和 w(t) 的 示意 图 . 
可 以 看 出 ,只 又 亏 ,之 训 : 就 有 0<xX(1) 二 x: 即 x(1) 满 足 条 件 
(4). 而 给 出 的 参数 x,, 和 x, 自然 应 该 有 x,>%. 另 一 方面 , 因 
为 
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chox 了 一 1 
max u(t)=u(0)= 8+ ox sh 


. chaT—1 
in ut) 一 po par 
所 以 只 要 0) <usu(lT) "| 
之 0, 就 有 0&u(r)g. 在 。， 


这 样 的 条 件 下 (8). (9 两 式 。 | 一 ~ 
给 出 的 x(1) ,nu(1) 也 是 考 I 
虚 到 约 东 条 件 (4 ) 的 原 问题 | 


的 最 优 解 , 因为 在 约束 条 件  “ "2 ”1 
的 边界 上 证 国 棋 值 问题 (3 )、 
(5 ) 不 可 能 得 到 优 于 (8 )、(9 ) 
的 解 . 

但 是 , 如 果 (8)、(9) 表 
示 的 x (1) ,a(f) 越 出 了 条 件 
(4) 的 限制 , 就 会 出 现 类 似 
7.1 节 条 件 (11) 下 的 问题 ， 图 7-3 最 优 解 x (J) 和 wl) 的 图 形 
模型 求解 将 变 得 非常 复杂 , 查分 法 会 无 能 为 力 . 


人 了 7 


7 .3 国民 收入 的 增长 


国民 经 济 收入 主要 用 于 两 个 方面 : 扩大 再 生产 的 积 黑 资金 和 
满足 人 民生 活 需要 的 消费 资金 . 如 何 安排 积累 和 消费 资金 的 比例 
使 国民 收入 得 到 最 快 的 增长 ， 是 一 个 重大 的 理论 和 实践 问题 本 
节 仅 从 暴 优 控制 的 角度 介绍 一 个 十 分 简化 的 模型 

一 般 模型 “将 时 刻 :的 国民 经 济 收 入 记 作 x (四 ,其 中 开 于 积 
累 资金 的 部 分 记 作 y (1), 积 累 资金 在 国民 经 济 收入 中 占 的 比例 
世人 称 为 积累 率 . 建 模 的 目的 是 寻求 最 优 积累 率 & (1) 
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u {1)= 


使 国民 收入 x (1) 增 长 最 快 ,下面 给 出 模型 的 一 般 形式 . 
国民 鸭 入 的 增长 率 总 门 取 雇 于 当时 的 由 入 总 值 x (1) 和 积累 
率 2a 0) 可 以 表示 为 
xf 人 一 ca) (1) 
考虑 一 段 时 间 了 (一 全 五 年 或 十 年 计划 ) ,使 x (1) 从 初 值 x 达到 
尽 可 能 大 的 xtT), 即 
x(0)= x, (2) 
max x(T) (3) 
问题 归结 为 在 条 件 (1 ) . (2} 下 求 wt7) 满 中 (3). 而 这 浆 等 价 于 它 
的 对 偶 问 题 : 在 固定 端点 条 件 x(T)= x; 下 使 荆 最 小 . 于 是 若 记 
x{0)=xo ,X(T)= x (4) 


zeeo=| di (5) 
则 模型 的 一 般 提 法 是 在 条 件 (1 ).(4) 下 求 u (71) 使 (5}) 式 的 了 达到 
最 小 ,这 是 我 们 熟 苍 的 沁 隔 极 值 问题 的 形式 . 
按照 泛 函 的 条 件 极 值 问题 的 解法 ( 兄 7.8 节 (24 )~ (30) 式 ) 板 
造 哈密 尔 顿 国 数 
H =1l+Af(i,x.u) (6) 
并 得 到 方程 组 
fA)= i (t,x) 
fi (tx su)=0 
X= ,xu) 
oe 


(7) 


由 此 求解 最 优 控制 函数 xD 和 最 优 状 态 ( 即 最 优 轨 线 )x (4). 
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简化 模型 为 了 确定 图 数 了 有 具体 的 、 简 化 的 形式 我 们 粗略 地 
考虑 这 样 的 经 济 规律 : 当 积累 率 x 较 小 时 , 国民 收入 的 相对 增长 


率 三 随 着 的 增加 而 增加 , 这 是 因为 积累 资金 的 扩大 再 生产 


起 着 促进 作用 ; 随 着 4 的 变 大 入 增加 得 越 来 越 慢 ; 当 4 增 到 
-… 定 程度 后 二 反而 会 减 小 ,这 是 由 于 消费 资金 比例 太 小 , 各 


种 制约 因素 导致 国民 收入 下 降 . 描述 这 种 规律 的 最 简单 的 模型 
是 


abu) (8 ) 
x 


其 中 a4、 为 常数 ,可 以 根据 统计 数据 或 经 验 估 计 . 
比较 (1 )、{(8 ) 式 得 到 f=w (a 一 bu)x, 代 入 方程 (7 ) 得 


i= — ula—bu) 

ita—2bu)x=0 
x=u abu}x (9) 

XO0)=xo0 :X(T) = 
方程 (9 ) 的 解 为 

a 
CD 3F (10) 
x xe (11) 


即 最 优 积累 率 是 常数 -和 ,这 时 国民 收入 以 指数 形式 (11) 增 长 ， 


用 最 短 时 间 


T=- 和 in 三 (12) 
A Xo 
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从 元 上 天 到 x,. 

评注 - - 般 情 况 下 国民 收入 依赖 地 积 累 率 的 最 优 增长 是 旧型 
的 快速 控制 问题 (1) 、(4) .05 最 优 解 要 从 非 线 性 方程 组 (7) 得 
到 . 而 在 我 们 对 国民 收入 的 简化 假设 (8) 下 ,得 到 的 是 平 几 


解 一 一 常数 访 .实际 上 , 对 于 这 种 简单 情况 不 必 求 解 泛 函 极 信 


问题 .由 (8 ) 式 可 以 直接 看 出 , 当 w= -3 时 x 最 大 ,所 以 wu(1) 
= 下 必定 是 模型 的 最 优 控制 函数 . 


7 .4 林木 砍伐 的 最 佳 时 机 


栋 业 起 一 -项 投资 大 、 周 期 长 的 经 营 活 动 . 设想 茶 公司 从 银行 
贷款 租 地 、 雇工 ,购买 幼苗 , 种 树 成 林 ，, 几 年 、 儿 于 年 后 升 始 伐 
林 出 上 售 木 材 , 向 银行 还 本 付 息 . 显然 , 经 营 者 面临 着 一 个 什么 时 
候 和 砍伐 林木 才能 获得 最 大 经 济 效 益 的 问题 . 伐 林 太 早 , 树 尚 未 成 材 ， 
出 售 得 到 的 收入 自然 较 少 ; 伐 林 太 晚 , 树林 生长 已 经 减缓 ,木材 
县 增加 换 采 的 收入 可 能 尚 不 足 插 消 贷款 利息 的 村 出 . 

要 建立 一 个 模型 块 定 林 林 砍 伐 的 最 侍 时 机 , 除了 需要 对 树木 
生长 规律 、 砍 伐 方 式 作出 适当 的 简化 假设 外 , 还 要 就 木材 售 价 ， 
种 村 和 砍伐 的 费用 , 银行 贷款 利率 , 通货 膨胀 率 等 给 出 合理 的 措 
述 人 33, 

模型 假设 

1 . 一 棵 树 的 生长 遵从 Logistic 规律 , 即 


| X (ft 一 (1- 六 ) 


\ (1) 
| x 0)= x 
x【( 纪 是 时 刻 上 树木 的 成 材 量 ,了 是 固有 增长 率 ,x 是 晤 大 成 材 早 . 
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经 党 老 共 种 植 N 棵 村 ,每 棵 树 都 按 相 同 的 规律 (1 ) 生 长 . 

2 .六 棵 树 一 次 砍 佬 . 由 于 砍伐 时 间 ( 几 天 或 几 周 ) 与 树木 生 
长 时 间 相 比 很 短 , 可 认为 砍伐 在 瞬时 完成 . 

3 . 单位 体积 木 科 的 华 价 为 语 (f) ,砍伐 林木 .种植 幼 昔 等 费 骨 
为 ef) 经 营 者 时 刻 上 伐 林 所 得 利润 为 


R(AD)=Nx (rp (i) — et) (2 ) 
4 . 通货 膨胀 率 为 y 记 p=p(0),c =c(0), 则 ”" 
pli)=pe’',c (1) = ce” (31 


5 . 银行 贫 款 利率 为 4 , 即 若 1=0 时 贷款 M, , 则 时 世 + 应 归 
还 本 息 共 
M (1) = Moe” (4) 
建 模 与 求解 ”模型 的 自 标 函 数 显然 应 该 是 经 营 者 的 利润 ,但 
是 不 能 简单 地 取 作 (2) 式 的 R (站 ,因为 经 营 者 货款 后 要 按照 (4) 
式 的 关系 还 本 付 息 , 所 以 要 将 时 刻 ;的 利润 R (1) 折 算 到 := 0 时 
的 价值 , 才 是 合理 的 日 标 函 数 , 记 为 (1), 有 


F(1)=e "RR() (5) 
特 (2) 、 (3 ) 代 入 {5 ) 式 得 
Fli)}=e “er[ Npx{t)— a (6) 
记 
Vi)=Npx(t)-—e (7) 
6 一 中 一 ? (8) 
则 
FlI)=e 了 人 (9) 
* ) 通货 膨胀 率 即使 币 贬 值 率 , 定义 为 价格 的 相对 上 涨 率 7 = 2 = C0) 出 
此 可 得 3 让 2 
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这 里 六 (4) 是 除去 通货 脱 胀 因 毒 以 后 木材 的 实际 价值 (折合 到 上 = 0 
时 的 价值 》. 5 是 贷款 利率 与 通货 膨胀 率 之 差 , 称 折扣 因子 .是 经 
营 卷 付 给 银行 的 实际 利率 , 通常 5>0.” 

以 天 (0 为 日 标 函 数 确 定 砍 做 林 木 的 最 佳 时 刻 , 归结 为 求 :使 
(1) 达 到 最 大 . 因为 


FO)=eMV (0) -dr 0)) (10) 
Fs=e "P2676 VO BV (1) 
所 以 在 1==+" ,FF(7") 取 得 极 大 值 的 充分 条 件 为 
V(r)=6V (7) (12) 
VI) Br () (13) 
为 了 得 到 具体 的 结果 需要 将 方程 (1 ) 的 解 x (1) 代 入 (7) 式 ， 
我 们 曾经 给 出 过 (1.4 节 (7 ) 式 ) 


X= 一 一 一 一 一 
1+ (和 一 De 
Xp 
于 是 
Nx Xn 
V (7) Tbe cs,1+b x (14) 


因为 足够 小 , x。 幢 够 大 , 所 以 可 以 人 台 理 地 假定 
V0)=Npxw0—e<0 (15) 
Vl)=V,=Npx,—c>0 {16) 


由 (7 ) 式 可 知 六 (7) 的 图 形 与 x (站 ) 的 图 形 相似 ,只 是 下 移 了 距离 


+ 】 即 >y. 因 为 如 黑 只 ( 苇 就 利 率 )<y (通货 膨胀 率 )， 那 么 人 们 只 要 靠 货 款 买 进 
货物 ,过 一段 时 间 出 人 就 可 以 发 财 ,十 是 不 再 会 有 任何 投资 经 营 产 业 (如 林业 } 的 活动 
T. 
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pe 


c. 在 图 7 一 4 中 画 出 了 广 (1) 的 示意 图 ,其 中 4= 下 In 一 


据 这 个 图 形 如 果 知 道 了 严 (), 恒 可 以 按 稍 头 方向 得 到 上 


vl 


. 根 


FF 一 一 一 一 一 一 一 — 


VEO") 


| i 1 i 
图 了 -4 由 FV{r 确定: 
为 了 利用 (12 ) 式 确定 Vl(1"), 由 (14) 式 计算 
; _ Npxbre “| 
! (95 Ti+ hey 


一 w (V Otro, — VD)) 
Di, 


代入 (12) 式 得 
VV VD ME pr) (0D) 
(17) 武 是 关于 (7) 的 二 次 方程 ,VY (7) 应 该 是 这 个 方程 的 正 根 . 
正 根 的 存在 和 唯一 性 可 以 从 方程 的 图 解法 看 出 (图 7 5), 它 是 狗 
物 线 y= (+cj(F。 天 ) 和 直线 y= Mt 普 的 交点 的 槛 举 
标 . . 

这 样 , 通过 图 7 一 4, 图 7-5( 或 (14]- (17) 式 ) 唯 -确定 
了 满足 112 ) 式 的 六 ， 
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—r [| Vly VV, VV 
改 了 7 一 5 VO 的 图 解法 


将 验证 满 是 条 件 (13 ) 的 工作 留 给 读者 (习题 3). 

檬 型 解释 ”从 经 济 学 角度 可 以 对 由 (12) 式 确定 的 林木 最 仁政 
伐 时 刻 六 作出 解释 . 设 折 扣 因子 5 一 yg 一 > 很 小 , 时间 以 年 为 单 
位 ， 

比较 经 营 考 在 第 :年 砍伐 林木 与 第 !+ 1 年 砍伐 林木 时 的 损失 
与 得 益 . 损失 显然 为 实际 利润 (折合 到 1=0) 的 减少 (1+1) 
一 了 (站 二 六 (注意 A1=1); 得 益 相 当 于 将 第 上 年 砍伐 所 得 的 
实际 利润 (1) 存 入 银行 ,1 年 后 得 到 的 实际 利息 (利率 扣除 贬值 
束 ), 即 了 (Des 一 (DECH( 因 为 es 1+5). 若 乡 ( 缮 > 
5F(D), 则 砍伐 得 太 早 ， 因 为 让 林木 少 生 长 1 年 带 来 的 损失 大 于 这 1 
咎 的 得 益 ; 若 5V(1) > (1), 则 砍伐 术 晚 , 因为 早 1 年 砍伐 存 人 
银行 的 收益 超过 了 没有 让 林木 多 生长 1 年 的 损失 . 于 是 只 有 使 
广 (7)=6V(i) 成 立 的 1=f' 才 是 砍伐 的 最 佳 时 刻 , 这 正 是 (12 ) 式 所 
表明 的 . 

经 济 学 上 广 (1) 称 边际 损失 , 6 {7) 称 边际 得 益 .于 是 ,最 
值守 刻 应 在 边际 损失 被 边际 得 北平 衡 时 取得 . 称 为 边际 解释 . 

评注 ”这 个 模 异 中 首次 5 入 了 折扣 因子 6 的 概念 , 在 考察 一 
向 时 间 欧 .动态 的 经 济 效益 问题 时 这 是 必需 的 . 试想 , 如果 不 考 
虑 折扣 因子 ,其 5=0 .那么 越 晚 砍 伐 越 好 , 因为 (1) - 直 是 增 
加 的 , 这 当然 不 符合 实际 情况 . 正如 本 节 所 述 ， 折扣 因 子 来 自 利 
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率 和 虹 值 率 ,今后 我 们 将 直接 引用 折扣 因子 , 不 再 解释 它 . 

这 个 动态 优化 回 题 疫 有 归结 为 求 谤 国 极 值 , 只 甩 求 函数 屎 ( 
的 极 值 就 解决 了 , 是 因为 选 科 了 特殊 形式 的 控制 孙 数 , 即 模 型 假 
设 2 的 “砍伐 在 瞬 闻 完成 ” ,实际 上 ,如果 将 控制 函数 ww (i) 定义 
为 单位 时 间 竟 砍伐 比例 (相对 于 林木 总 数 Nw 而 言 ), 则 日 标 泛 野 应 
表 为 

rt)-| eV {ru {rd (18) 

假设 2 的 “瞬间 完 成 ”相当 于 w(t) 取 为 脉 训 函数 5{7- 丫 ,根据 
脉 神 晤 数 的 狂 质 不 难看 出 , (18 ) 式 的 了 (ut1) ) 将 化 为 本 模型 的 目 
标 畏 数 FF(1). 


7 .5 渔业 资源 的 开发 


渔业 和 林业 一 样 都 属于 再 生 资 源 , 收获 后 可 以 再 生 , 循环 不 
止 . 资源 ( 鱼 . 树木 ) 的 自然 增长 都 可 以 认为 服从 Logistic 规律 ， 
开发 这 两 种 再 生 资源 的 最 优 经 济 效益 模型 基本 上 是 相间 的 . 但 是 
江 者 也有 差别 . 璧 如 泡 业 希望 保持 泡 场 鱼 量 的 稳定 (6.2 节 ); 在 
捕捞 强度 …- 定 时 捕捞 量 与 渔场 鱼 量 有 关 (6.2 节 中 假设 二 者 成 正 
比 ); 单 位 捕捞 量 的 费用 也 与 渔场 鱼 量 有 关 , 因为 渔场 鱼 量 越 少 ， 
捕捞 越 困 难 , 费用 越 高 , 而 林业 就 基本 上 没有 这 些 特 生 , 可 以 … 
次 将 林木 伐 光 , 费用 通常 也 只 取决 -砍伐 量 , 与 林场 中 的 林木 量 
无 关 ， 

本 市 将 在 考 虚 折扣 因子 的 情 帝 下 ( 见 7.4 节 汶 针对 捕 鱼 业 的 
特点 讨论 渔业 资源 开发 的 最 大 效益 模型 , 并 再 次 分 析 捕 找 过 讼 
{ 见 6.2 节 ) 可 能 3 起 的 资源 枯竭 问题 .1 

模型 假设 

1 . 渔场 鱼 量 x (1) 的 自然 增长 服从 Logistic 规律 , 单位 时 间 
捕捞 其 取决 于 渔场 鱼 量 x (7) 的 大 小 , 记 作 月 (x (1)), 于 是 在 捕捞 
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条 忻 下 x (i) 满足 


xX{1)=f{x) -h(x) (1) 


100-m(1- 冀 ) (2) 


x 、N 仍 是 固有 增长 率 和 最 大 容量 . 

2 , 折扣 因子 为 5 . 鱼 的 单价 为 p .在 渔场 鱼 量 为 x 的 水 平 下 ， 
单位 捕捞 量 的 费用 是 c {x )”,c (x) 是 减 隐 数 . 

模型 建立 ”模型 的 目标 函数 应 该 是 开发 渔业 资源 的 长 期 效益 . 
因为 草 位 时 间 捕 拭 量 是 (x), 在 折扣 因子 5 下 单位 时 间 的 利润 为 
ep 一 cx) 有 h(x), 所 以 长 期 效益 可 以 表示 为 x (1 的 省 畏 


0)=| 。 [Pp—c{x)] h(x)di (3) 
站 


将 方程 (1) 代 和 人 (3 ) 式 得 


沪 


rc) elp—c(xNIF (x)— x (dr (4) 


在 


问题 归结 为 求 x (0) 使 了 (x tt)) 达 到 最 大 ,并 由 此 可 确定 单位 时 间 最 
优 捕 捞 量 严 (x (1)). 
最 优 解 x ( 幻 应 福 足 欧 拉 方程 ， 即 


ep—e(x I) Fx) — Fx)—x)c tx) 


十 二 [ep—c(x))] =0 


* } 因为 已 考 讶 弄 拆 操 因子 , 所 以 p 和 ec (x} 痢 是 折算 到 1=0 时 的 值 . 
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化 简 后 可 得 ” 


fx) LDL) -6 (5) 
p-etx) 
当 给 定 费 用 函数 c (x ) 并 将 (2) 式 的 fx) 代入 (5) 以 后 , 15) 式 是 
关于 x 的 代数 方程 , 故 由 此 来 得 的 最 优 解 x (由 是 一 个 当 数 (与 : 
无 关 )， 从 而 单位 时 间 捕捞 号 下 (xf ft] 也 为 常 值 , 即 我 们 寓 到 的 
是 持续 最 优 产量 . 
为 了 对 {5 ) 式 确定 的 最 优 解 给 出 经 济 学 上 的 边际 解释 , 记 


g(x}=[p—e (tx) x) (6) 
则 (5 ) 式 可 以 表 为 
3 8 (x)=p-c(x) 07) 
又 因为 
a 1  ， 
| eg (x)jdi—= 8 (x) 
所 以 (5 ) 式 等 价 于 


| eae {xdr=p—c(x) {8) 
0D 


可 以 看 出 , 当 最 优 解 x (1) 为 常数 时 x=0 ,f(x)= 有 h(x),(6) 式 
定义 的 g (x) 是 单位 时 间 利润 , 而 g 《x) 则 是 和 渔场 鱼 量 x 增加 一 
个 单位 (相当 于 捕 拷 量 减 少 一 个 单位 ) 引 起 的 损失 . 故 (8 ) 式 去 端 
是 按 折扣 因子 折算 到 f+=0 后 的 边际 损失 . (8 ) 式 布 办 显然 是 单位 
捕捞 量 所 得 利润 (1=0 时 )， 即 边际 得 益 . (8 ) 式 表明 ,最 优 解 在 


* ) 欧 拉 方 程 [一般 蚌 二 阶 微分 方程 ) 在 这 里 赔 化 为 代数 方程 ,对 此 不 能 提出 端 
点 条 性 ,否则 通常 将 无 解 - 
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边际 损失 被 边际 得 益 平 衡 时 取得 . 

捕捞 过 度 模型 ”过度 开 发 造成 资源 枯竭 是 再 生 资 源 面 临 的 
严重 问题 . 6.2 节 曾 讨论 过 渔业 的 捕捞 过 讼 模型 , 那 是 由 于 众多 
的 宵 目 捕捞 者 追求 利润 (即使 是 微薄 的 ) 造 成 的 . 本 节 研 究 的 是 
长 期 效益 , 引入 了 折扣 因子 , 这 就 从 另 一 个 角度 提出 了 捕捞 过 度 
带 来 的 资源 枯竭 问题 . 

下 面 给 出 费用 函数 c(x) 的 具体 形式 , 来 讨论 达到 基 优 持续 
产 时 的 渔场 鱼 量 水 平 x (满足 (5) 式 } 及 可 能 出 现 的 资源 桂 竭 .在 
模型 中 ,假设 

单位 捕捞 量 的 费用 与 汐 场 鱼 量 水 平 x 成 反比 , 记 作 


c(x)= (9) 


即 渔场 鱼 量 越 少 , 捕捞 越 困 难 , 费用 越 高 . 在 捕捞 量 (x) 与 x 
成 正比 的 情况 下 c, 恰 是 6.2 节 给 出 的 单位 捕 链 强度 的 费用 ” 
将 (9 ) 和 (2) 代 入 (5 ) 式 ,化 简 后 得 到 关于 x 的 二 次 方程 


+ 】 因 为 单位 时 问 的 畏 措 装 用 是 C(x 六 (x)= 马 Ex= clF ,上 是 捕 模 强度 ,与 6.2 节 


大 


(9) 式 单位 时 间 支 出 98= cE 比较 ,可 知 c1=c< ， a 是 单位 捕捞 强度 的 费用 . 
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7 是 渔场 鱼 量 最 优 水 平 (相对 十 总 量 入 的 比例 ) ,4 是 费用 一 价 
格 比 (相对 丁 入), 可 设 4<1,s 是 折扣 因子 与 鱼 的 固 右 增 长 率 之 
比 , 称 生物 经 济 增长 率 , 它们 都 是 无 量 岗 量 .(11) 式 可 记 作 


: 1 
y= [th ety (tame +S ] (13) 
考察 几 全 特殊 情况 . 


1 . 当 8 一 0, 即 s 一 0 时 ,y -二 (CI+p), 以 (12) 式 代入 
知 x 一 方 + 向 ,这 正 是 6.2 节 (13 ) 臣 的 结果 . 

2 .5 变 大 时 六 递减 , 当 6 -oo 时 产 一 上 (习题 5), 与 6.2 
节 的 (17) 式 一 致 . 


3. 若 a 一 0, 即 1 一 0, 则 y" 一 也 (1-2). 如 果 又 有 s 一 


1.: 即 5 一 +, 则 y* 一 0. 表明 当 捕 搁 费 用 极 低 而 贷款 实际 利率 
{ 即 折扣 因子 ) 妈 很 高 时 (与 + 相 比 ), 将 诱 使 经 营 首 “ 疯 洋 而 泡 ”， 
转 而 投资 其 他 产业 或 存 人 银行 生息 . 

捕捞 过 度 模型 I 实际 上 , 费用 c, 不 会 趋向 零 . 同时 ,关于 
c{x) 的 假设 (9 ) 式 也 不 尽 台 理 ， 因 为 按照 这 个 假设 , 当 x 一 0 时 特 
导致 c (x) cc. 击 将 它 修 正 为 

c 
clx)= ET (14) 

其 中 c,=c (0), 表 示 资 源 将 机 枯竭 时 单位 捕 措 基 的 费用 . 在 这 个 假 
设 下 不 必 像 模型 1 那样 , 将 f(x) 代 人 方程 (5 ) 以 求 出 解 的 表达 式 
(11), 而 可 以 直接 证 明和 如 下 的 结论 . 

1 .车 p<c,; 即 鱼 的 售 价 小 于 最 高 成 本 , 则 在 最 大 效益 下 不 
会 导致 资源 枯竭. 

[ 证 明 】 只 需 证 明 方 程 (5) 有 x>0 的 解 . 记 
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G (x)=8f x) (15) 


HO je tx) (16) 
p—clx) 
将 (2 ) 式 表示 的 f(x) 代入 (15 ) 得 
Gx)=(6—r}+ x {17) 


G(x) 是 一条 斜率 大 于 零 且 5G (N)=5+r>0 的 直线 ( 峰 7 一 6). 
由 条 件 p<c 及 clx) 的 Gn 


表述 式 (14) 知 c(o0)=0<p | iH x) 

之 忆 二 C(0), 玖 存在 hn Cry 
使 P=cfxo), 且 当 x> xn 时 | 一 一 

Pp 一 cC(x)>0; 又 因为 cx) | 

<0 ,A(N})=0 ,由 (16) 式 可 | | 

所 ] ep] 上 上 NN ee 


H(X)>0 (x>%); 图 ?6 局, 玉 的 示意 图 及 x* 的 图 解 著 


lim H (x)= 0; H(N)=0 (18) 
Ty 


由 此 可 晤 出 玉 (x ) 的 示 包 图 (图 7 一 6). 

直线 G (x1 与 曲线 地 (x) 必 相 区 ,交点 的 横 坐 标 x" 为 方程 (5 ) 
的 根 而 x'> x6>0, 所 以 在 最 大 效益 下 渔场 的 稳定 鱼 基 恒 大 于 
过, 即 资 源 不 会 枯竭 . 

2 .在 pP> 吕 是 5>27r:, 则 最 大 效益 将 导致 资源 枯 疯 ， 

证 明 留 给 读 青 {z] 题 6) ， 

这 个 结果 表明 , 当 鱼 的 售 价 较 高 (相对 于 成 本 ) ,货款 实际 利 
率 较 高 {相对 于 鱼 的 周 有 增 长 素 ) 肝 ,将 诱 使 经 营 省 肆意 捕捞 , 导 


* 五 1v) 不 一 定单 调 碱 ,个 三 在 的 变 点 可 能 多 于 一 个 ,但 共 中 必 有 一 个 最 优 解 . 
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致 资源 枯竭 . 

评注 本 节 提 出 的 最 大 经 济 效 益 模型 ,以 (4 ) 式 表示 的 (x (1) ) 
为 目标 证 函 . 由 于 这 个 泛 国 极 值 问题 的 欧 拉 方 程 娆 作成 代数 方程 ， 
最 优 解 x (1) 为 常数， 由 (5 ) 式 确定 ,于 是 捕捞 量 也 是 常数 . 但 是 
模型 并 未 讨论 过 到 最 大 效益 的 捕捞 策略 . 

捕捞 过 度 引 起 的 资源 枯竭 问题 与 价格 . 成 本 、 折 扣 因子 等 有 
其 .本 节 在 不 同形 式 成 本 时 数 c(x ) 的 假设 下 得 到 了 相当 简明 角 
定量 结果 , 与 实际 情况 的 定性 分 析 也 是 - 致 的 ， 


7.6 渔船 出 海 的 数量 与 时 机 


这 一 节 仍 然 讨 论 开 发 他 业 资 产 的 最 大 经 济 效益 模型 ， 与 以 前 
的 模型 不同 的 是 ,这 里 用 出 海 渔 船 的 数量 作为 控制 销 数 ,实际 上 ， 
捕 鱼 业 的 具体 作法 是 等 渔场 中 鱼 量 增长 到 相当 大 以 后 , 才 派 出 一 
定数 量 的 渔船 进行 捕捞 . 于 是 我 们 的 控制 哨 数 可 以 取 与 这 种 作 芒 
相应 的 特殊 形式 , 从 而 将 原来 属于 动态 优化 模型 的 泥 函 极 值 问题 
简化 为 普通 的 函数 极 俊 问题 .53 

模型 假设 

1 .渔场 鱼 量 x (所 的 自然 增长 服从 Logistic 规律 , 单位 时 间 
捕捞 量 与 渔船 数量 # (1) 和 渔场 鱼 量 x (1] 城 正比 ,在 捕捞 条 件 下 汪 
是 


RO) =F) hx) (1) 


reo-m 人 (六 (2) 


hlu ,x)=qutt)x(t) (3) 
rN 同 前 ,gq 是 每 只 渔船 单位 时 间 ( 如 每 天 ) 的 捕捞 率 (相对 于 x). 
w(t) 视 为 连续 变量 , 非 整数 部 分 理解 为 在 部 分 时 间 内 进行 捕捞 . 
2 .初始 时 刻 渔场 鱼 量 
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xz(0)= 全 .K>>1 (4) 


xX(0) 很 小 . 在 时 间 0< 17 内 不 派 渔船 出 交 .1>7t 以 后 出 海 渔 
艇 的 数 其 保 持 常 数 0, 即 (i) 的 形式 为 


0, Ogitat 
“=-1 (5) 
t,t>7 


而 Tt, U 为 待定 参数 . 捕 找 期 闻 {1>7t) 泡 场 鱼 莉 x 保持 稳定 . 

3 .折扣 因子 为 5, 鱼 的 出 售 单价 为 p ,每 只 渔船 单位 时 间 (天 】 
的 费用 为 c. 

建 模 与 求解 在 假设 1. 3 下 计 求 以 u(1) 为 控制 渭 数 的 
长 期 最 大 效益 归纳 为 如 下 的 证 国 极 值 问 题 . 


be 


rc)=| e sph x cuti) dr 


-| eS [pgx{t)— dul)dr (6) 


#00)= 训 (1! 一 毅 )-au 人 ox (7) 


因为 假设 2 给 出 了 控制 孙 数 w (的 形式 (5) ,所 以 (6) .47) 可 
转化 为 函数 极 慎 问题 . 

当 0 系 经 T 寻 2=0.xfb 容 易 由 方程 (7] 在 初始 条 件 (4) 下 
解 出 ; 当 1>ft 时 4= ,x (1) 要 保持 在 某 -当量 不 变 , 这 个 常 主 
可 由 (7) 式 令 X=0 得 到 . 于 是 有 
5 N 
| 1+(K—1)e 


(8) 
| x (1 和) {> 
Fr 


人 入 了 入 


“由 x {1) 在 1=+ 时 的 连续 性 可 以 写 出 


1 
1 十 《下 一 1 je r 


i r 
一 nx- 叶 襄 -四 9) 


即 zx (0 中 的 两 个 参数 *， 忆 中 只 有 一 个 是 独立 的 , 以 下 取 已 为 独 
立 变量 ,fr(Z ) 四 (9) 式 确定 ， 

将 (5) 、(8) 代 入 (6) 式 ,目标 兴 孙 J(u(7)) 变 为 U 的 函数 ， 
记 作 下 (CD) , 则 


F(U )= | Ue™s oan (- 了 )-eh 


_ PINU ce 人 (1 aU -让 ,b= 一 人 
6 r paN 


由 此 解 得 


注意 到 c ,p 、g ,WN 的 含义 ,可知 无 量 岗 量 4 了 是 费用 一 价格 比 的 
下 界 (因为 渔场 鱼 量 取 最 大 值 N). 显 然 应 该 有 5< 1 否则 成 本 高 
于 售 价 ， TS 并 且 由 (10 ) 式 可 知 , 效益 ED ) 为 正 值 


的 条 件 是 1 一 b>0 ,或 记 作 


0<U< 


Pr 一) (11) 
4 


用 微分 法 求 出 在 条 件 (11) 下 (0 ) 的 最 大 值 点 六 为 


-二 | -4 一 (ce 9 六 一 300 a» 
4g r 了 
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特 (12 ) 的 结果 代入 (3) 式 即 得 
t=t(0") (13) 
U" 、T ”为 泡 船 出 海 的 最 住 数量 与 时刻， 
模型 解释 ”最 大 经 济 效益 模型 的 最 优 解 U” 应 读 符 合 经 济 学 
上 的 边际 解释 { 见 7,4 和 7.5 节 )， 为 了 得 到 这 种 解释 的 表达 式 ， 
考察 单位 时 间 的 利润 
RIu(tt)})=[ pqgx (tt) —clulit) (14) 
当 > 时 以 (5) .181 代 人 (14) 式 得 


Rl v pen (1- 2 )-d| {15) 


与 (10) 式 比较 可 知 了 (UU) 又 可 表 为 


en=| e* RU )dt (16) 
Le 
容易 算出 
F (Were I -RD (| 
对 F 最 优 解 U* 有 《CU") 一 0 , 故 UU" 必 满 中 


RU) _ 
3 一 


R{U') 《UU') (17) 


由 此 可 对 UU “作出 如 下 的 边际 解释 : 
从 (9 ) 式 知道 派出 渔船 的 时 刻 是 渔船 数量 5 的 减 国 数 ,多 
派出 一 具 船 (从 也 到 忌 + 1) 短 期 利 涧 的 增加 是 


ROU rt(U+1)=- RU) AU) (18) 
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面 长 期 效益 的 减少 是 


| ew ERCU)— RCVU+1)dt= — RD (19) 
J 


比较 (18), (19) 与 7) 式 可 知 , 派出 渔船 的 最 佳 数量 U 应 使 短 
期 的 边际 得 益 愉 好 被 氏 期 的 边际 损失 所 平衡 . 

评注 “本 节 提 出 的 以 渔船 数量 wu (1) 为 控制 函数 和 的 最 大 效益 
模型 (6) 、(7 ) 式 , 与 7.5 节 的 模型 (] }~ (4) 式 本 质 上 是 一 样 的 . 
这 里 的 特点 是 对 w (1) 规 定 了 特殊 形式 (5). 这 种 规定 的 合理 性 如 
何 呢 ?事实 上 ,如果 去 消 对 w(1) 的 约束 , 求解 泛 国 极 值 16).(7) 
的 话 , 则 (0) 的 最 优 解 必然 取 (5 ) 的 形式 . 我 们 不 去 详细 推导 求 
解 过 程 , 而 只 指出 7.5 节 的 欧 拉 方 程 的 结果 (5) 式 在 这 里 仍然 适 
用 (表达 符号 有 所 变化 ) . 读者 可 以 验证 ,车 从 {12) 式 的 上 "计算 


出 澳 声 鱼 量 水 再 x 一 入 (139) , 则 它 与 7.5 市 (1 ) 式 表示 


的 x' 本质 上 是 - - 伊 的 ( 习 二 7}. 勇 外 ,utf 在 0g1gT 内 取 零 
展 是 为 了 让 渔场 鱼 量 水 平 尽快 地 从 初 值 x (0) 运 到 稳定 值 六 于 
是 , 在 形 如 (5) 式 的 最 人 矶 蝎 
数控 制 下 , 达到 长 期 最 大 效 
益 的 最 值 渔场 鱼 量 水 平 x (1) 
如 图 7 一 了 所 示 . 

从 7.4 节 到 7.6 节 我 们 
都 对 最 优 结 果 人 必 了 经 济 学 上 — - 
的 迪 际 解释 . 在 若 虑 带 拆 担 图 7-7 岂 最 优 的 gf 控制 的 * 人) 
因子 的 长 期 效益 问题 时 , 基 优 结果 的 边际 解释 本 质 上 是 相同 的 ， 
即 从 正 反 两 方面 使 短期 利益 与 长 期 利益 取得 折 表 . 起- 一 想 人 们 在 
常 活动 中 对 相当 广泛 的 优化 问题 作 决 策 时 的 思维 过 程 , 沾 难 发 
现 常常 毫 是 这 类 折 表 办 法 的 具体 体现 . 
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7.7 赛跑 速度 的 安排 


参加 赛跑 的 运动 员 要 根据 自己 的 生理 状况 对 赛程 中 各 阶段 的 
速度 作出 最 价 当 的 安排 , | 以 期 获得 最 好 的 成绩 , 寻求 速度 安排 的 
研 作 策略 是 “个 涉及 生 束 力学 的 复杂 问题 .了 T. B .Keller 提出 了 
一 个 简单 模型 , 根据 4 个 生理 参数 从 最 优 控制 的 角度 确定 赛程 中 
的 速度 国 数 ,并 可 以 预测 比赛 成 绩 . 

按照 Kaller 的 模型 ,短跑 比赛 应 谈 用 最 大 证 力 踢 完全 鹅 ,对 
于 中 长 跑 则 要 特 中 离 分 为 3 段 , 先 用 最 大 神力 起 跪 , 然后 匀速 中 
过 大 部 分 赛程 , 芒 后 把 贮 在 在 体内 的 能 最 用 兴 ,， 靠 惯性 训 过 终 
点 1239 

问题 分 析 ”运动员 在 赛跑 过 程 中 克服 体内 外 的 阻力 以 达到 或 保 
持 一 定 速 度 ,需要 发 挥 出 向 前 的 冲力 ,为 冲力 作 世 提供 能 量 有 上 师 个 
来 源 ， -是 呈 吸 和 循环 系统 遂 过 氧 的 新 陈 代 谢 作 用 产生 的 与 吸 
入 氧 嚼 等 价 的 能 量 ,二 是 赛跑 前 由 存在 身体 内 的 供 赛跑 用 的 能 基 ， 
对 于 前 者 可 以 合 任 屯 假设 在 赛跑 过 程 中 保持 常数 , 而 后 者 则 有 - - 
个 如 何 和 将 贮存 能 量 分 想到 赛程 的 各 个 阶段 , 并 怡 在 到 达 终 点 前 将 
其 用 完 的 问题 . 

异型 需要 确定 三 个 关系 .一 是 冲力 与 速度 的 关系 ， 是 冲力 
作 功 与 上 述 两 个 能 量 来 源 的 美 系 ,三 是 速度 与 比赛 成 绩 的 关系 . 
虽然 比赛 成 绩 指 的 是 一 定 赛程 所 用 的 时 间 , 但 是 在 用 数学 工具 处 
理 时 可 以 等 价 为 一 定时 间 所 忠 的 趾 离 .十 是 最 住 成 绩 将 归结 为 以 
距离 为 日 标 证 族 的 , 与 速度 . 冲力 . 贮存 能 量 等 随 数 有 关 的 执导 
问题 . 这 个 问题 的 一 般 解 过 于 复杂 , Kaller 把 它 简 化 了 

上 以 上 分 析 还 可 以 看 出 异型 需 昌 4 个 生理 参数 ; 运动 员 能 发 
挥 的 最 太 溃 力 : 体内 外 的 阻力 系数 ; 氧 的 新 陈 代 谢 作 用 单位 肝癌 
所 查 供 的 能 量 ; 体内 贮存 能 芋 的 初 值 . 在 Keller 的 模型 中 这 些 参 
数 是 用 世界 记录 创造 考 的 成 绩 佑 计 出 来 的 ， 
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模型 假设 ”需要 对 赛跑 中 的 于 力作 出 假设 ,以 确定 冲力 与 速度 
的 关系 , 还 要 对 氧 的 代谢 作出 提供 的 能 量 作 出 假设 以 建立 能 量 供 
给 与 消耗 问 的 平衡 . 

1 . 赛跑 时 体内 外 的 阻力 与 速度 成 企 比 ,比例 系数 z 运动员 
能 发 挥 的 最 大 冲力 为 刁 ,初速 为 零 

2 .呼吸 和 循环 系统 在 氢 的 代谢 作用 下 单位 时 间 坦 供 的 能 量 
是 当 数 go ,初始 时 刻 体 内 号 存 的 供 赛跑 用 的 能 基 瓦 ， 

实际 |: 上述 参 数 因 人 而 异 ,特别 是 与 运动 员 的 体重 有 关 ， 
为 了 消除 这 个 因素 的 影响 , 我 们 对 运动 员 的 单位 质量 建 模 , 即 在 
下 面 各 式 中 均 设 质量 w= 1 . 

一 船 模型 ” 设 运动 员 以 速 诬 立 数 "fr) 跑 完 赛 程 D 的 时 间 为 
工 , 则 


| v (Tdz (1) 


DD 已 知 时 求 v C7) 使 了 达到 最 小 ,等 价 于 工 固定 求 6 (9 使 万 达到 
最 大 , 后 一 问题 较 恒 于 研究 . 
运动 员 的 训 力 记 作 上 六 二 ,由 假设 1 根据 牛顿 第 .定律 可 以 得 


到 
i (D+ 一 = (2) 
:{0)=0 (3) 
0 所 EF (4) 


运动 员 体 内 贮存 的 能 车 记 作 (2) , 则 单位 时 间 提 供给 赛跑 用 
的 为 -E(n)( 贮 存 能 量 的 减少 率 ) .因为 赛跑 中 单位 时 间 消 耗 的 能 
其 是 了 (i) v (1), 由 假设 2 这 个 能 量 被 和 一 ECi) 所 平衡 ,所 以 


oa- ElDN-fy {5) 
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下 【0) = 五。 (6) 
E(t)z0 (7) 


这 样 构 成 了 在 条 伴 (2) 一 (7) FEC) 式 DCw (0 ) 为 日 标号 数 
的 渗 隙 极 值 问题 , 其 中 下、7 .6 、 五 视 为 已 知 参 数 . 

这 个 一 般 模 型 的 求解 是 困难 的 ,因为 一 日 最 优 解 出 现在 条 件 
(4)】. (7) 的 边界 上 (从 下 面 和 的 分 析 可 知 实际 情 视 下 是 这 样 ). 变 
分 法 就 不 再 适用 , 此 外 ,将 (1).{(2).(5) 式 合并 后 得 到 的 证 二 
表达 式 


了 1 1 

D(E(DN)=Y2 | || (o— Elr) er a | dr 

(8) 

过 丁 复 杂 , 盎 使 用 其 他 方法 求解 也 二分 不 便 . 

下 面 将 Keller 提出 的 简化 方 甘 分 成 两 个 模型 用 述 ， 

短跑 模型 ” 当 赛 程 较 短 Hf 可 以 用 最 大 证 力 下 跑 完全 程 , 这 必 
然 会 取得 最 住 成 绩 . 全 于 多 长 的 赛程 才能 用 这 种 方法 忠 , 谍 以 贮 
存 于 体内 的 能 景 (1) 不 小 于 零 为 标准 . 由 参数 下 .rc .可 识 
定 


将 了 (7) = 下 代入 方程 12), 在 初始 条 件 (3 ) 下 的 解 为 


p(t)=Fr(l—-e-*) (0) 
可 知 速 度 是 递增 的 ,将 (9) 及 f= 玉 代入 (5 ) 式 得 
El =o— Fr(l— e+) (10) 


方程 (110) 在 初始 条 件 (5) 下 的 解 为 


} 


ED)=E-(F ro)+rrr(ime 7) (11) 


由 (10).(11) 式 可 以 茄 出 (DD) 的 示意 图 (图 ?一 8), 上 起跑 后 在 很 
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短 的 时 间 0 芝 攻 寺内 ,由 于 速度 bp 很 小 , 6 的 一 部 分 补充 给 

EC ) 式 ) ,所 以 EQ) 增 

加 ; 稍 后 , 随 着 4 的 迅速 变 

大 ,E(1) 下 降 , 当 1=+t 了 时 

E(1)=0. 容 易 得 到 E. 
t= t| ewe (12) 

Fr 

Fro 0 


| 
| 
| 
1 


te=tliuys0= Tn t wr 


- 
(13) 7 一 8 体内 能 量 E t) 的 示意 图 


并 且 , 在 这 种 情况 下 所 能 跑 的 最 远 距离 为 


5-| Our 全 十 = 一 1) (14) 
Lt 


利用 各 个 参数 的 估计 值 ( 见 本 节 参 数 估计 - 段 ) 可 以 算出 
1 二 27.63( 秒 )， 1=0.33( 秒 ) ,D.=291( 米 ). 这 就 是 说 ， 当 赛 
程 小 于 291 米 时 用 最 大 冲力 跑 完全 程 是 可 行 的 ， 并且 能 够 取得 最 
佳 成 绪 … 

中 长 跑 模型 ” 当 赛 程 大 于 D, 时 ,将 全 程 分 为 3 段 ; 初始 阶 
段 0< 1g<4 以 最 大 溃 力 f(?)=F 跑 ,以 便 在 短 时 间 内 族 得 尽 可 
能 的 高 速度 ; 最 后 阶段 ,<1< 了 把 体内 贮存 能 量 用 完 , 则 5 (1)=0，; 
中 间 阶 段 <1 志 4 保持 匀速. 可 以 看 出 ， 巾 于 在 第 工 、 3 自分 别 
把 控制 函数 六 站 、E (7) 确 定 在 约束 条 件 (4). (3) 的 边界 上 ，, 昌 . 
取 常 值 , 从 而 这 两 阶段 的 速度 v01) 电 被 决定 ， 出 此 即 不 难 进 一 
步 求 出 中 间 阶 段 和 的 v (2) . 


* ) 全 为 参数 是 用 世界 记录 创造 者 的 成 线 估 计 出 来 的 ， 所 以 算出 fm 六 对 于 
一 般 运 动员 不 一 定 全 着 . 
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第 1 成 0s7 < (0 氛 后 确定 ) v (1) 由 (9 ) 式 表示 ， 
第 3 段 sts7 (1, 以 后 确定 ) 将 E00)=0 代 人 人 (5). (2) 
式 得 到 


子 全 (15) 
方程 (17 ) 的 解 为 


2 一 1 上 
oD To)-orje- 二 全 站 er] (16) 


v(1) 是 单调 减 和 下 帮 的 (5(1) <0, 501)>0). 
第 2 段 ft<t 9(1) 由 目标 汉 函 (1) 式 D (5(1)) 达 到 最 大 
来 确定 . 将 (9), (16) 式 人 {1 ) 式 得 到 
经 


peto)= | 严 rfl1 一 er | v (1)dr 


0 轩 


4 一 1 


+| [ (vA) oar) ee ror]T ar {17) 
"2 


其 中 v(1,) 可 由 EE(4)=0 确定 .而 EG) 满足 方程 (2),(5), 即 


, vp 
E=o-v0— (18) 


(18 ) 在 初始 条 件 (6) 下 的 解 为 


2O=a+o- -二 | v(tydt (19) 


令 t= 并 将 (9) 式 代 和 人 得 
E(t)= E+ot— 二 


254 


1 
-二 | ee 
0 


Getyar-+t | Bf rd (20 ) 
则 问题 归结 为 在 条 件 
E(t,}=0 (21) 


下 求 vi2D(i 拟 [的 志 ,b 自 由 ) 使 17) 式 表 示 的 D(v (由) 最 大 . 

因为 (17) . (20) 中 均 不 含 以 站 ,引信 人 拉 格 朗 日 溢 子 化 为 无 条 
件 极 悄 问 题 后 的 欧 拉 方程 将 虹 化 为 代数 方程 , 晤 优 解 on() 是 常数 ， 
所 以 可 以 用 待定 常数 4 构造 函数 


Te(D 1)=D (vO SF EC) (22) 
不 妨 将 (22 ) 右 端 与 v( 丧 和 + 无关 的 项 略 去 ,写成 


eee- 地 wl 


工 
1 一 上 2 
+| [ee-eoe- - E tor dr 各 二 一 4 rt ) 
[4 


re. -| 


1 


-| Fw(t) dt Go Ci,) (23) 
1 
v(f). 上 5 为 最 优 解 的 必要 条 件 是 


* )】 [23 ) 式 的 变 分 为 
-| Fol own) it 6 ln+ vd) 
| 


= 人 0 可 以 推出 (24) 式 [类 伺 于 7.3 节 (19) 式 ) 
[H 
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F,=0, (F+G)|,,=0 (24- 
以 (23) 代 人 (24 ) 式 可 得 


v(t)= 元 (25) 


- -了 
.2 ?a 

2 《p2 (1 一 Or)e +oar edi=4 (26) 
0 


至 此 , 3 个 阶段 的 20 分别 由 (9)、(16).(25) 式 给 出 ,其 中 
Vi )= p01) (I 所! 所 4). 剩 下 的 问题 是 确定 ,t, 和. 

t,t, 4 的 确定 利用 #(1) 在 1= 4 的 连续 性 ,由 9) 和 (25) 
式 得 


iF{l-e-+)=1 (27) 
将 (25) 代 人 人 (20) . (21) 式 得 
Et+ob— -5 -Fro 六 二 Are- 二 一 至 e 兰 】 


- 二 (0O=0 (28 ; 


将 (25 ) 式 之 of 代入 (26) 式 的 op) 作出 积分 得 到 


2(T=12) 


LL 
21 (7 — iar)e- + Aot] *— 2r=A0—T (29) 


让 ,出 (27 ) 一 (29 ) 确 定 ， 

参数 估计 ”为 了 估计 4 个 生理 参数 下 .rr .ca ,Eo,Keller 先 用 
若干 个 短跑 (赛程 D< D,) 世 界 记录 氢 合 由 (1)、(9) 式 计算 的 型 
论 结果 , 用 最 小 二 乘法 得 到 ,+ 的 估计 值 . 再 用 一 些 中 长 忠 { 赛 
程 D> D,) 世 界 记录 拟 合 (9).(16).(25).(27)~ (29) 和 (1 ) 计 算 


256 


的 理论 结果 ,用 最 小 一 乘法 得 到 和 玉 的 估计 值 ,他 得 到 的 结果 
是 (对 质量 m= | 千克 币 言 ): 上 = 12.2 米 各 2r=0.892 种 ， 
I=41.5 米 2/ 秒 1, 忆 =2403.5 炒 27 秒 2， 


图 7 了- 中 长 跑 模 型 的 最 佳 速度 示意 图 


模型 解释 ”中 长 跑 模 型 的 速度 函数 由 3 段 组 成 ,示意 图 如 图 
7 一 9 .对 于 最 后 一 段 (通常 有 一 两 种 钟 ) 速 订 的 下 降 , Reller 的 解 
释 是 ; 像 汽 车 比赛 到 终点 前 帮 隐 糙 用 完 ， 靠 民 性 冲 过 终点 -- 样 ， 
赛跑 的 最 佳 策 赂 应 该 是 把 财 存 在 体内 供 赛 跑 骨 的 能 量 全 部 耗 尽 ， 
借助 惯性 冲刺 ， 这 必 导 致 短暂 的 速度 下 降 . 单 从 赛跑 所 用 的 时 间 
来 看 , 警 恕 一 名 运动 员 测 验 自 己 的 成 绩 , 这 样 散 是 最 优 的 .而 在 
实际 比赛 中 当 运 动员 与 对 手势 均 力 敌 时 ,从 击败 对 手 取得 好 名 次 
的 目的 出 发 ,需要 按照 实际 情况 巧妙 地 安排 自己 的 速度 , 这 已 不 
是 本 模型 讨论 的 范围 了 . 

最 后 , 将 22 个 赛程 (其 中 & 个 属于 短跑 ,14 个 属于 中 上 长跑 ) 
的 当时 的 世界 记录 了 ,用 天 elier 模型 计算 的 理论 成 绩 T，、 相 对 
误差 , 以 及 中 长 跑 模 型 中 最 初 阶段 时 间 1 、 最 后 阶段 时 间 下 一 六 
到 入 表 7 一 1 ,以 供 比 较 . 

评注 ”Keller 对 赛 吃 的 一 般 模型 (1 ) 一 (7) 提出 了 分 段 解 法 ， 
虽然 流 有 严格 证 明 它 的 解 就 是 (1 ) 一 {7) 的 最 优 和 解 , 但 是 从 分 析 
过 程 和 实际 检验 可 以 看 出 这 种 简化 方法 是 合理 的 . 另 一 方面 . 模 
型 本 身 也 存在 着 一 些 不 合适 的 地 方 , 例如 对 短跑 和 中 长 跑 的 所 有 
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表 ?~1 赛跑 成 绩 理论 值 与 实际 值 的 比较 


理论 成 绩 相对 误差 
| (种 ) 2 (种 ) (1 
50 码 5.1 5.09 一 .2 
50 米 5.5 5.48 一 六. 二 
60 从 5.9 5.93 0.5 
60 米 6.5 6.40 一 1.5 
100 双 9.1 9.29 2.1 
100 米 9 .多 10.07 1.7 
200 米 19.5 19.25 一 1.3 
220 型 19.5 19.36 —0.7 
400 米 44.5 43,27 一 2.8 1.78 0.86 
440 玛 44.9 43.62 一 2.9 1.77 0.86 
800 米 1 344.3 1 45.95 1.6 1.07 1 .08 
8380 码 1 :44.9 1 :46.69 1.7 1.06 1.08 
1000 米 2 516.2 2 :18.16 1.4 D0.98 1.16 
1500 米 3 233.1 3 249.44 .0 0.88 1.31 
1 英里 3 351.1 3 和 7.28 2.7 0.87 1.34 
2.000 米 4 :256.2 5 加 1.14 1.7 0.84 1.43 
3:000 米 了 39.2 7 44.96 1.2 0.80 1.60 
2 英里 4 19.8 8 220.82 0.2 D0.80 1.63 
3 英里 12 :50.4 12 4.%9 一 0.7 0.77 1.80 
5,000 米 13 $16.6 13 :13.11 “0.4 0.77 1.82 
6 英里 6 7.0 25 :37 ,向 一 3 0.75 2.10 
10.000 米 | 23 :39.4 26 :54.10 —2,7 0.75 2.12 


赛 穆 甩 了 同 -组 生理 参数 , 而 短跑 和 中 长 跑 运动 员 的 这 些 参 数 可 
能 有 较 大 差别 .还 有 , 运动 员 达 到 一 定 的 高 速度 后 不 可 能 持续 地 
发 挥 自己 的 最 大 冲力 , 短跑 模型 和 中 长 跑 模 型 中 最 初 阶段 的 速度 
(9 ) 式 需要 修正 (习题 8). 尽 管 如 此 , 这 个 模型 在 把 动力 学 与 生理 
学 相 结合 ， 用 建 模 方法 讨论 体育 运动 问题 上 ,为 人 们 提供 了 示范 . 
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7.8 变 分 法 简介 


变 分 法 是 研究 泛 国 极 值 问题 的 数学 方法 . 早 在 上 七 世纪 末 ， 
几何 学 、 力学 等 领域 相继 提出 了 一 - 些 诈 函 的 极 值 问题 , 导致 了 变 
分 法 的 形成 和 发 展 . 近 几 十 年 来 作为 现代 控制 理论 组 成 部 分 之 
一 的 最 优 控 制 理论 , 在 工程 技术 (特别 是 航空 、 航 天 技术 ) 和 经 济 
管理 等 领域 得 到 了 重要 而 广泛 的 应 用 . 本 质 上 ,最 优 控 制 理论 仍 属 
于 证 函 航 值 问题 ,虽然 其 解决 方法 已 经 超出 了 现在 称 为 古典 变 分 
法 的 范围 , 但 是 变 分 法 的 基本 思想 仍 是 解决 最 优 控 制 问题 的 基础 ， 
而 有 在 某 些 情况 下 变 分 法 还 可 以 直接 应 用 ， 

本 节 只 对 前 面 几 人 及 第 12 章 个 别 模型 中 有 关 的 变 分 法 知识 

作 简单 介绍 . 

1 . 变 分 法 基本 概念 

泛 函 ” 设 5 为 一 函数 集合 , 若 对 于 短 一 个 函数 x (1)e S 有 一 
个 实数 J 与 之 对 应 , 则 称 J 是 定义 在 S 上 的 泛 函 , 记 作 J (x (1)),5 
称 为 了 的 容许 葬 数 集 . 

例 1 对 于 xy 平面 上 过 定点 4 (xz 和 B(x,, 疡 的 每 一 条 光 
滑 曲 线 y {x), 绕 x 轴 旋 转 得 一 旋转 体 , 如 图 7--10. 旋转 体 的 
侧面 积 是 曲线 了 (x) 的 花 国 JU (x)). 由 微 积 分 知识 不 难 写 出 


AX 


ro0n-| 2ry(x)VUTYsCRPdx Ul) 


容许 函数 集 可 表示 为 
S={y (x)y Cr)e CTx sx] 7 (1) = (x)=) (2) 
最 简 泛 函 的 形式 ”最 简单 的 一 类 泛 函 表 为 


ze- Flt,x ,Xdt {3) 
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图 ?-10 曲线 4 号 生成 的 旋转 体 


被 积 蚂 数 下 包含 自 变量 1 ,未 知 冰 数 x 及 导数 x.( 1 ) 式 是 最 简 放 
隔 . 

泛 函 的 极 值 ” 泛 畏 J(x{1)) 在 避 (1) ES 取得 极 小 值 
是 指 , 对 了 于 任意 一 个 与 x,(t) 接 近 的 x(1) eS, 都 有 J(xtt)) 
宇 J(xo(7)). 所 请 接近 , 可 以 用 距离 d{x (1),xo (1)) <s 论 匡 ， 
而 距离 定义 为 

d(x (x (1))= max{|x (7)— x (COX xo)!} 

1 所 全 

汉 隔 的 极 大 倩 可 以 业 伺 地 定 关 ,x (1f) 称 为 泛 函 的 极 值 隙 数 或 
极 慎 曲线 . 例 1 中 使 旋转 体 侧 面积 取 极 小 值 的 曲线 就 是 泛 负 (1) 
的 极 值 明 线 . 

泛 函 的 变 分 ”如同 苦 数 的 微分 是 增 量 的 线性 主 部 一 样 , 兴 函 
的 变 分 是 泛 国 增 量 的 线性 主 部 . 作为 证 国 的 自 变量 ,因数 xx 人) 
在 xl 站 的 增 基 记 作 


x(t)=x{(1)— xo(t) {4) 
也 称 明 数 的 变 分 ,由 它 引起 的 汉 函 的 增 量 记 作 
AT=J (x (t+ ox(t)) -7 (x(t)) 
邵 果 A&J 可 以 表 为 
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AJ—L(x,(t), x(t))+r(x(t), 5ox(D) 


其 中 工 是 5x 的 线性 项 , 而 + 是 5x 的 高 阶 项 , 则 工 称 为 泛 孙 在 
x 了) 的 变 分 , 记 作 6J (x(10)). 用 变动 的 x(1) 代 替 xo (1), 就 有 
dT (x Cf}). : 

泛 函 变 分 的 一 个 重要 形式 是 它 可 以 表 为 对 参数 4 的 导数 : 


37 (x (D0)= T(x (+ad (0) | (5) 


本 二 用 
这 是 因为 当 变 分 存在 时 , 增 量 
AT=JT (x{t) + dx)— Tx)= L(x (ax 二 PCOCC ax6x] 


根据 上 和 + 的 性 质 有 
L(xX{) a6x)=aL(x (1),Sx) 


Lim r(x(t),mox) = jim Mx (lr),xdx) 5x0 
AEX 


Cm 这 sO 
所 以 


(e+ x) = lim Tt rd) Tx 


en 下 


fim Lilx tr ,OX ) 
站 


=L{(x ,x)=6(x) 


极 值 与 变 分 ”利用 变 分 的 表达 式 (5) 可 以 得 到 渗 函 极 镇 与 变 
分 的 关系 : 
若 7GCx (7)) 在 x (达到 极 值 ( 极 大 或 极 小 ), 则 


dT (x(t))=0 (6) 
这 是 因为 对 任意 给 定 的 5x ,了 (x+w6x) 是 变量 wx 的 函数 , 读 范 
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数 在 x=0 处 达到 极 值 ,根据 国 数 极 导 的 必要 条件 知 


=0 


二 妆 


A 
可 T(xot oodx) 


干 是 由 {5 ) 式 直接 得 到 (6 ) 式 . 
2 . 泛 函 极 值 的 必要 条 件 - 一 欧 拉 方程 


讨论 最 简 泛 尔 在 回 定 端点 条 件 下 取得 极 值 的 必要 条 件 . 泛 状 
和 端点 条 件 表 为 


re Fli, x(t),x (td (7) 


X(t)=x, XU) = (8) 
其 中 下 具有 二 阶 连 续 偏 导数 . 容许 图 数 集 5 为 庙 足 (8 ) 式 的 二 阶 
可 微 销 数 集合 . 
引 理 设 g(1) 是 14 ;4 内 的 连续 落 数 ,车 对 十 任意 的 充分 
光 请 函数 op (71) (满足 g (4.)=p (6)=0) 有 


| gtrfjp rjdt= 0 


则 在 1 ,ty 内 g(t 二 0. 
证 明 用 反 证 法 (从 略 ) ， 


欧 拉 方 程 的 推导 设 泛 苹 (7) 在 x (0 取得 极 值 ,xf ) 满 足 (8 ). 

记 g (和 =6x (0), 满 足 g (5) 一 9p (1)=0 .按照 泛 邱 极 值 与 变 分 
的 美 系 (5) 、(6) 式 有 

训 T Orag(ON =0 (9) 


对 于 (7) 式 表示 的 J 了 (x (0) 二 ptt) ) 计 算 
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加 


2 
; a 。 。 
一 到 一 ， > 着 十 1 
Be J (x+ op | | Fm F(t, xX+op x+ap) ad 


'3 
-| [F(x Xt F(x, xX) pdt (10) 
1 


对 厂 端 第 二 项 作 分 部 积分 并 利用 p (0)=pto)=0 得 


to 入 d 
| rsar= -| di Fpdt 


1 1 


代 人 (10 ) 式 并 根据 (9 ) 式 有 


人 d 
| (e- 坦 玉 jar- 
1 


因为 p 是 任意 的 ,由 引 理 立刻 得 到 
d Fr- 
F.~ 7 Fi=0 (11) 
{11) 称 为 欧 拉 方 程 , 是 (x (1) ) 在 x (1) 取 得 极 慎 的 必要 条 件 、 
(11) 双 可 记 作 
FF—Fa- Fex=0 (12) 


通常 这 是 x (7) 的 二 阶 微 分 方程 , 其 通 解 的 两 个 任意 常数 由 (8 ) 式 中 
的 两 个 端点 条 件 依 定 . 

例 2 最 速 降 线 问题 ” 求 连接 定点 4 ,BB 的 光滑 曲线 ,使 质点 
在 重 为 作用 下 沿 读 曲 线 以 最 知 时 间 从 4 点 请 到 五 点 ( 摩 捧 力 不 
计 )， 

将 4 点 取 为 举 标 原点 , 在 图 7 一 11 所 示 毕 标 系 中 B 点 为 
B(x, ,pi). 概 据 能 量 守 恒定 律 ,质点 在 曲线 y (x) 上 任 一 点 处 的 速 


263 


度 -时 满足 (s 为 弧 长 ) o 


fs 
2 di | EY 


将 ds=V 1+y ?x) dxz 代 人 
上 上 式 得 
2 


| l+y” 
di= 2gy dx 图 7-11 最 速 降 线 


下 是 里 点 请 行 寻 间 应 表 为 y (x ) 的 泛 消 


re)-| | 2 dx (13) 


(0)=0,y {x)= (14) 


Blix v1) 


端点 条 件 为 


最 速 降 线 满足 欧 拉 方 程 . 因为 

rovy0=- /二 一 

不 含 自 变 量 x ,所 以 方程 (12 ) 可 写作 
FFyy 一 下 0 

等 价 于 


dd ，， 一 
dx (F—y ‘F,:)=0 


作 … 次 积分 得 
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天 Fe 


< 为 任意 常数 . 将 已 代入 得 


t+y 了 
了 vy(llt+y 
即 
yll+y 2)= 方 
化 为 参数 方程 可 表 为 


f =c (ft— Sn 1}+e, 


15 
y= {1l—cost) (15) 


这 是 贺 深 线 方 程 ,， 由 y(0)=0 可 知 c,=0,c, 由 另 -- 端 点 条 件 
F(X1) 二 yi 确定 ， 

虽然 欧 拉 方程 的 解 (15) 只 是 旋 鸭 (13 ) 达 到 极 值 的 必要 条 件 ， 
但 是 正如 求解 函数 极 值 一 样 ， 对 于 实际 问题 通常 不 用 检验 它 是 否 
满 是 泛 卫 达到 极 小 值 的 充分 条 件 . 因为 极 小 值 曲 线 { 即 最 速 降 
线 一定 存在 , 它 满足 欧 拉 方程 , 所 以 解 (15 ) 就 是 极 小 书 曲 线 ( 极 
大 值 曲线 不 存在 ) . | 解 毕 ] 

泛 东 极 值 的 必要 条 件 可 以 推广 到 含有 两 个 及 两 个 以 上 未 知 函 
数 的 情况 , 如 


Ff 


TO. w= | Pes ss tui) (16) 
的 欧 拉 方程 是 
1 本 人 (17) 
-ir Fi=0 
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3 . 横 截 条 性 

如 果 容 许 国 数 x (C7) 的 一 个 沁 点 如 1= 4, 不 国定 , 而 是 在 一 条 
给 定 的 曲线 x 一 必 ( 昌 上 变动 , 如 图 7 了 7- 12 ,于 是 端点 条 件 表 示 
为 


x{(t)= Xx, x(b)= 由 (二) (可 变 ) {1%}) 


讨论 滩 函 (7 ) 在 条 件 (18) 下 极 值 曲线 的 求法 . 

首先 , 部 果 x (1!) 使 (7)， 
(18 ) 取 得 极 性 ,那么 半 固 定 
是 x (71) 也 使 (7 ) (8 ) 到 得 极 值 ， 
因为 前 者 的 容许 函数 集 和 包含 了 
后 者 . 这 意味 着 使 (7).(18 ) 取 
得 极 值 的 x(0) 也 满足 欧 拉 方 | 
程 (11) 2 “Ted 

其 次 , 欧 拉 方 程 的 另 一 个 图 7 一 12 左 六 点 在 x=y (上 
定 解 条 件 要 由 (18 ) 中 的 x(1,)= 汪 (4) 确定 . 其 推导 与 欧 拉 方 程 的 
推导 过 程 类 似 , 不 过 因为 六 可 变 , 所 以 容许 曲线 x (7) 的 末端 时 
刻 可 表 为 1,+ odi, ,于 是 从 (9 ) 式 开始 的 推导 过 程 为 


了 tot diy 
(二 | F(t, x+ap sagldo | 
Ox 在 二 站 
t] 


+odiy 
-| (F .q+ Fp)dt 


{1 


工 


By 


a 
| 
| 
| 1 
1 | 
| 


+ Flhtadt ,xx 十 wp :天 十 CN dt 
=0 2 二 
I!=17 


fp ; 


| 


+F | di (19) 
{= 


t= 


因为 x (7) 注 是 获 近 方程 ,所 | 以 上 式 省 庙 第 1 项 为 零 . 为 得 到 
PD (6) 与 dt 的 关系 考 罕 末端 时 刻 十 xd5 ,应 有 
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区 《十 wd ) 十 Cg( 记 二 wd 加 ) = yt+ oad,) 
对 > 求 时 并 令 x=0 得 
xdp+e (6)=¥ (de 
即 
p(t) =[ yy (1) Xd (20) 
将 (20) 代 入 {19) 式 并 利用 dt, 的 任意 性 , 我 们 得 到 


| 
[P+ (YX)F:] | =0 (21) 


i 


(21 ) 就 是 确定 欧 拉 方程 通 解 中 另 一 常数 的 定 解 条 件 , 称 为 横 截 条 
件 . 

机 截 条 件 有 两 种 常用 的 特殊 情况 : 

当 x=y(t ) 垂直 于 横 轴 和 时, t, 固定 但 x (1,) 自 由 , 称 4 为 
自由 端点 . 因为 在 (19) 中 dt,=0 并 注意 到 gp 的 任意 性 得 


F:| =0 (22) 


i= 
这 是 自由 端点 的 定 解 条 件 . 
当 x= 少 (7 平行 于 横 办 时 ,光一 0 ,(21) 式 变 为 


CD =0 {23) 


(一 1 


4 .条 件 极 值 ” 险 密 尔 顿 (Hamilton ) 函 数 
前 面 讨论 的 是 无 条 件 泛 歇 极 值 问 题 . 最 优 控制 涉及 的 通常 是 
条 件 极 值 , 典型 形式 为 


吕 
reo)-| 下 人 人) (24) 


XI)=7 1, x ,4 (1)) (25) 
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其 中 (7) 是 控制 函数 , x (站 是 状态 函数 或 称 轨 线 . 问题 的 提 认 
是 求 u(t) e U 使 泛 隙 (24) 在 条 件 (25) 下 达到 极 值 ,并且 x (7) 
e5. 这 里 和 5 分 别 是 u(t) 和 x (Ui) 的 容许 集 ， 
用 拉客 朗 晶 彝 子 法 化 条 件 极 值 为 无条件 极 值 问题 , 引入 生子 
车 数 (1) 构造 泛 晤 | 
‘2 


Ice [F(XAuUt A FE, x uu) — Xx)d 


| (26) 
记 
HixsH)=FO x uta t,x) (27) 
吾 称 哈密 尔 顿 峡 数 ,(26) 式 可 写作 


ra)=| (FH— ix)dt (28) 
条 件 极 值 (24 ) 、 (25 ) 与 含有 两 个 装 数 x(1) 、2 (7?) 的 无 条 件 航 值 
向 题 (28 ) 等 价 ,根据 (17) 式 , (28 ) 的 欧 拉 方程 为 


,i ,ad 
| (FH-Ax),— -dr (HBH—AaAx):=0 


(29) 
[er 二 Ca 


将 {27 } 给 出 的 五 的 表达 式 代 人 (29 ) 可 得 


rH 0 
| Ox . 

oH 
Or =0 
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于 是 条 件 极 值 问题 归结 为 求解 未 知 国 数 x (1) ,440) 、24{1) 的 微 


”分 方程 组 
ji 8 
| A(1)= Bi 
OH -0 (30) 


Ou 
| X=f (t,x ,mu) 


最 优 控 制 商 数 4 (1) 和 景 优 状态 函数 (最 优 胃 线 )x(1) 由 方程 组 
(30) 在 x [的 端点 条 件 下 解 出 、. 


习 症 


1 .在 7.!1 节制 订 上 生产 计划 模型 中 , 当 o< 时 求 最 优 解 . 图 7 一 2 


中 三 的 确定 可 视 为 曲线 5 始 端 在 直线 x=0 上 变动 的 汪 国 极 值 问题 . 

2 .对 于 3 了 .2 节 生 产 与 贮存 的 控制 问题 , 用 条 件 极 值 和 哈密 尔 顿 国 数 方 
法 直接 求人 1 }. (2)、G) 16) 的 解 

3 .在 7.4 节 林木 砍 伐 模 型 中 验证 最 优 解 满足 (13 ) 式 . 

了 4 .正面 是 某 林 业 会 司 林木 实际 价值 子 (的 一 组 数据 (Fr( 门 的 含义 见 
3.4 节 好) 式 ): 


1 (年 ) 
Vi 元) 


30 和 槐 0 0 0 0 10 110 120 


D 4 和 3 143 303 497 65650 805 93 1000 1075 


古人 和 作 出 1~ (图形 .由 此 分 析 7.4 节 所 作 的 假设 是 否 合理 . 

人 入 尽 可 能 精确 地 得 到 广 (1). 设 折扣 因子 5=0.05 ,确定 砍伐 林木 的 最 侍 
上 时刻 # ,中 3 

5 ,在 ,7,5 节 渔 业 资 源 捕捞 过 度 模 型 了 中 ,验证 5=0 时 的 最 优 解 x 与 6.2 
节 的 结果 (13 | 式 一 致 ;5 一 %w 时 的 x 与 6.2 节 的 (17) 式 一 致 . 解释 一 致 的 
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原因 . 

6 .在 7.5 节 捕捞 过 度 模 型 T 中 

卫 当 p>tag>2 了 肘 证 明 不 等 式 关 系 : Hlx)<7 《ENM0<E<x), Gt{x) 
> 五 (x) .作出 五 (x 和 5 tx) 的 示意 图 ,证 明 最 大 效益 将 导致 资源 枯竭 . 

沁 证 明 只 要 5<7, 则 不 论 p 如 何 都 不 会 导致 资源 枯竭 . 

7 .在 7.6 节 诠 船 模型 市 ,将 最 优 解 ”下 逻 场 鱼 量 水 平 x "(>t) 与 7,5 
节 的 (11) 式 比较 ,说明 其 一 致 性 . 

“& .经 研究 发 现在 短跑 比赛 中 , 运动 吕 由 于 生理 笨 件 的 限制 在 达到 一 定 

的 高 速度 后 不 可 能 持续 发 挥 息 己 的 最 大 冲 力 . 假设 运动 员 殴 最 生 悍 限 制 后 


能 发 挥 的 冲力 71) 满足 A = 一 下 ,是 冲力 限制 系数 ,f(0) 一 F 为 最 


大 冲 方 . 

特 上 述 关 系 代 入 7.8 节 赛 跑 模 型 的 (2 ) 式 , 准 出 短跑 比赛 上 时速 座 wt} 和 
四 离 s (1) 的 表达 式 , 及 达到 最 高 速度 的 时 间 ,作出 2(7) 的 示意 图 . 

汉城 奥运 会 男子 百 米 决 赛 前 6 名 在 比赛 中 ,到达 距 离 ;处 所 用 的 了 时间 1 
和 当时 揭 速 度 = 如 趟 者 所 示 ( 平 均值 ) . 
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45 55 45 25 $5 95 


太 米 种 0 S24 9.54 10.52 11.19 11.62 11.76 1.49 11.47 11.36 11.22 


试 从 这 组 数据 估计 出 参数 + 、 庆 .下 .算出 utz ) 的 理论 值 与 实际 数据 比较 . 
你 对 这 个 模型 有 什么 解释 和 评价 5 
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第 三 篇 ”确定 性 离散 模型 


在 第 一 篇 讨论 的 模型 中 我 们 都 是 用 连续 变量 来 描述 研究 对 象 
的 变化 规律 , 而 在 现实 世界 里 有 些 对 象 涉及 的 变量 本 身 就 是 离散 
的 ,自然 可 以 用 离散 模型 描述 其 数量 关系 , 例如 1 .3 节 的 商人 安 
全 过 河 问 题 . 也 有 些 对 象 虽然 涉及 的 变量 ( 如 时 间 ) 是 连续 的 ， 
但 是 从 建 模 的 目的 考虑 , 把 连续 变量 离散 化 更 为 合适 , 本 篇 第 8 
党 讨论 的 模型 大 多 是 这 种 情况 . 至 于 为 了 模型 求解 时 利用 计算 机 
的 需要 , 把 连续 模型 离散 化 , 则 不 在 本 篇 讨论 之 列 . 

一 般 地 说 ,确定 性 离散 模型 包括 的 范围 很 广 , 例如 用 规划 论 
和 网 络 流 等 方法 建立 的 模型 . 但 大 在 这 一 篇 里 我 们 将 它 的 
范围 限制 为 用 差分 方程 方法 ， 层 次 分 析 方 法 以 及 比较 简单 的 图 的 
方法 和 逻辑 方法 建立 的 模型 . 这 样 , 本 篇 所 用 的 主要 数学 工具 是 
差分 方程 和 线性 代数 方法 , 以 及 关于 图 论 和 和 集合 论 的 一 些 简单 知识 ， 


第 8 章 ”差分 方程 建 模 


在 第 5 和 第 6 章 中 我 们 看 到 ， 动态 连续 模型 用 微分 方程 方法 
建立 . 与 此 相应 ,当时 间 变 营 离 散 化 后 , 可 以 用 差分 方程 建立 动 
态 离散 模型 . 有 些 实 际 问 题 既 可 建立 连续 模型 , 又 可 建立 离散 模 
型 , 究 竞 采用 哪 种 核 型 应 视 建 模 且 的 而 定 , 为 了 说 明 这 点 , 与 5.7 
节 人 口 的 连续 异型 相对 应 , 3.4 节 将 介绍 人 口 的 离散 模型 ， 

对 差分 方程 解法 不 就 悉 的 读者 可 参看 8.6 市 . 


8.1 市 场 经 济 中 的 蛛网 模型 


在 自由 贸易 的 集 市 上 你 注意 过 这 样 的 现象 吗 : 一 个 时 期 由 
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于 猪肉 的 上 市 量 远 大 于 需求 , 销售 不 畅 导 至 价格 下 降 , 农民 觉得 
养 猪 赔钱 , 于 是 转 而 经 营 其 它 农 副 业 . 过 一 段 时 间 后 猪肉 上 市 量 
大 减 , 供不应求 导 至 价格 上 涨 . 原来 的 饲养 户 看 到 有 利 可 图 ， 
浆 重 操 旧业 . 这 样 下 -一 个 时 期 会 重 现 供 大 于 求 、 价格 下 降 的 局 面 . 
在 没有 外 界 干预 的 情况 下 , 这 种 现象 将 如 此 循环 下 去 . 

在 完全 自由 竞争 的 市 场 经 济 中 上 述 现象 通常 是 不 可 避免 的 . 
因为 商品 的 价格 是 由 消费 者 的 需求 关系 决定 的 ,商品 数量 越 多 价 
格 越 低 . 而 下 一 时 期 商品 的 数量 由 生产 者 的 供应 关系 决定 ,商品 
价格 越 低 生 产 的 数量 就 越 少 . 这 样 的 需求 和 供应 关系 决定 了 市 场 
经 济 中 商品 的 价格 和 数量 必然 是 振荡 的 . 在 现实 世界 里 这 样 的 振 
落 会 出 现 不 同 的 形式 ， 有 的 振幅 渐 小 趋向 平稳 , 有 的 则 振幅 越 来 
越 大 导 至 经 济 朋 请 . 当然 政府 会 对 后 者 采取 干预 手段 . 

这 一 节 我 们 先 用 图 形 方法 建立 所 谓 “ 蛛 山 模 型 *， 对 上 述 现 
象 进 行 分 析 ， 讨论 市 场 经 济 趋 于 稳定 的 条 件 . 再 用 差分 方程 建 模 ， 
对 结果 进行 解释 , 并 作 适 当 推 广 .中 

蛛网 模型 记 第 上 时 段 商 品 的 数量 为 x ,价格 为 j,k=1， 
2,… ,这 里 我 们 把 时 间 离 散 化 为 时 段 ,1 个 时 段 相 当 于 商品 的 1 全 
生产 周期 ,如 蔬菜 、 水果 可 以 是 1 年 ,内 类 则 是 1 个 饲养 周期 . 

同一 时 段 商品 的 价格 py 取决 于 数量 x , 设 


= (x) {1) 


它 反映 沪 费 者 对 这 各 商品 的 需求 关系 , 称 露 求 本 数 . 因为 商品 的 
数量 越 多 价格 越 长 ,所 以 在 图 8 - 1 中 用 -条 下 降 曲线 / 表示 它 ， 
f 为 需求 曲线 . 

下 一 时 段 高 品 的 数量 x,,， 由 上 一 时 自 价 格 yj 决定 , 设 


XI 一下) ;pe = CxE 1) (2) 
它 反 映 生 产 者 的 供应 关系 , 称 供应 函数 . 因为 价格 越 高 生产 量 才 
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越 大 ,所 以 在 图 中 供应 曲线 g 是 - -条 上 升 曲 线 . 

图 中 两 条 有 曲线 相交 -FF > 
P(xosm) 点 ,Po 是 平衡 点 ， 
因为 - 且 诸 某 个 下 有 =x6， HH 一 一 
则 由 (C1)、(C2) 5 知 y=y， 
Xtt 王 Xx! 二 Jo，*…， 妓 商 总 : 
的 数量 和 价格 将 永远 保持 在 >” 
Polxo ,点 .但 是 实际 生活 中 o 
的 种 种 干扰 使 得 x ,y 不 可 能 由 8 一 1 需求 曲线 和 供应 曲线 g ,Po 
停止 在 Ps 点 ,不 妒 设 x 偏离 x 是 稳定 平衡 点 
(如 图 8 一 1). 我 们 分 析 随 着 的 增加 友 . ,天 的 变化 ， 

数量 x 给 定 后 , 价格 y 由 曲线 了 上 的 Pj 点 决定 ,下 一 时 段 
的 数量 x, 由 曲线 g 上 的 P, 点 雇 定 ,和 叉 自 乒 上 的 PP 点 决定 . 这 
样 得 到 一 系列 的 点 Pi (x ;1) ,Py (X71) :P(X :p27), Ps (Xi :yp2), 
… ,在 图 8 一 1 上 这 些 点 将 按 箭头 所 示 方 向 趋向 Pukx ,y0) ,表明 Po 是 
稳定 平衡 点 , 意味 着 市 场 经 济 (商品 的 数量 和 价 略 ) 将 趋向 稳定 . 

但 是 如 果 露 求 藻 数 和 供应 函数 由 图 8 一 2 的 曲线 所 示 , 则 类 
似 的 分 析 发 现 , 市场 经 济 将 按照 Pp, , P, , P; .P, ,… 的 规律 变化 
而 远离 P, , 即 P, 是 不 稳定 平衡 点 ,市 场 经 济 趋同 不 稳定 . 

图 8 一 1 和 图 8 一 2 中 折线 
PPsPyPr… 形似 蛛网 , 干 是 
这 种 用 需求 曲线 和 供应 曲线 分 
析 市 场 经 济 稳定 性 的 图 示 法 在 
经 济 堂 中 称 蛛网 模型 . 实际 上 ， 
需求 曲线 了 和 供应 曲线 g 的 县 

0 = ”体形 式 通 常 是 根据 各 个 时 段 商 

图 8 一 2 Po 是 不 稳定 下 衔 点 品 的 数量 和 价格 的 -… 系 列 统计 
资料 rn ,x SH 得 到 的 ，-- 般 地 说 ;了 取决 十 消费 者 对 这 
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种 商品 的 需要 程度 和 他 们 的 消费 水 平 ,5 由 与 生产 者 的 生产 能 力 ， 
经 营 水 平等 因素 有 关 . 

一 旦 需求 曲线 和 供应 曲线 被 确定 下 来 , 如 何 判断 它们 的 交 
点 一 平衡 点 P, 的 稳定 性 呢 ? 从 图 8 一 1 和 图 8 一 2 不 难看 出 ， 
当 市 场 经 济 偏离 Po 点 不 大 ( 即 | x 一 xol 较 小 ) 时 , P 点 的 稳定 
性 取决 于 曲线 和 g 在 P, 点 的 笑 率 . 记 f 在 忆 点 筑 率 的 绝对 值 
(因为 它 是 下 降 的 ) 为 天 ,8 在 号 点 的 斜率 为 天 , 则 当 


K,<K, (3) 
时 Pu 点 是 稳定 的 (图 8 一 1) ,而 当 
Ki>K, (4) 
时 P, 点 是 不 稳定 的 (图 8 一 2), 由 此 可 见 ,需求 曲线 越 平 , 供应 曲 
线 越 陡 ， 越 有 利于 经 济 稳定 . 在 对 这 种 现象 作出 解释 之 前 ,我们 
先 看 看 模型 的 差分 方程 形式 . 
差分 方程 形式 ”利用 差分 方程 可 以 将 蛛网 模型 的 结果 用 公式 


表示 出 来 . 在 P 点 附近 取 国 数 了 和 的 线性 近似 , 设 (1)、(2) 
式 分 别 近 似 为 


Pi~— po= — {Xi— Xo) :>0 (5) 
Xir— Xe—= Bp —y) :b>0 (6) 

消去 及， (5)、(6) 可 合并 为 
x = — afxt (I+ ap) k=1 ,2,... (7) 


(7 ) 是 一 阶 线性 差分 方程 ,对 上 递 推 不 难得 到 
xees=(—ap Yt [l(ap fF) x (8) 
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鼎 此 可 得 , 当天 一 oo 时 x 一 x , 即 P。 丰 稳 定 的 条 件 是 


xp<1i 或 x< 地 (9) 


和 而 天 一 oo 了 时 一 吕 ;, 即 PP, 点 不 稳定 的 条 件 是 


xp> 1 或 a> 六 (10) 
注意 到 (5) ,(6) 式 中 、B 的 定义 ， 有 Ka ,Ki 二 ,所 以 条 


件 (9). (10) 与 蛛网 模型 中 的 (3) 、(4 ) 式 是 一 致 的 . 

模型 解释 ”首先 考察 参数 x ,的 含义 . 需求 国 数 /的 斜率 “ 
{ 取 绝对 值 ) 表 示 商 品 供应 量 减 少 1 个 单位 时 价格 的 上 误 幅 度 ; 供 
应 函数 A 的 斜率 8 表示 价格 上 涨 1 个 单位 时 (下 一 时 期 ) 商 品 供 
应 的 增加 量 , 所 以 % 的 数值 反映 消费 者 对 商品 需求 的 敏感 程度， 
如 果 这 种 商品 是 生活 必 希 品 ， 消 费 者 处 于 持 币 待 购 状态 , 商品 数 
量 稍 缺 ,人们 立即 蜂拥 抢购 , 那么 & 会 比较 大 ; 反之 , 若 这 种 商 
品 非 必 需 品 ， 销 费 者 购物 心理 稳定 ,或 老 消 费 水 平 低 下 , 则 x 较 
小 .外 的 数值 反 上 申 生 产 经 营 者 对 商品 价格 的 敏感 程度 , 如 果 他 们 
晶 光 短线 , 热 囊 于 追逐 一 时 的 高 利润 , 价格 稍 有 上 误 立 即 大量 增 
加 生产 ,那么 中 会 比较 天 ; 反之 , 若 他 们 素质 较 高 , 有 长 还 的 计 
划 , 则 器 较 小 . 

根据 %、B 的 意 交 很 容易 对 市 场 经 济 稳定 与 否 的 条 件 (9)、 
(10 ) 作 出 解释 . 当 供应 函数 g ， 凤 8 固定 时 ,a 越 小 , 需求 曲线 
越 平 , 表明 消费 者 对 商品 需求 的 敏感 程度 越 小 (使 (9 ) 式 成 立 )， 
越 利 干 经 济 稳定 . 当 需 求 函 数 了, 即 x 固定 时 ,8 越 小 , 供应 曲 
线 越 陡 , 表明 生产 者 对 价格 的 敏感 程度 越 小 ( 鸽 (9 ) 式 成 立 )， 
越 利于 经 济 稳定 . 反之 , 当 & .及 较 大 ,表明 消费 者 对 商品 的 
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露 汕 和 生产 者 对 商品 的 价格 都 很 敏感 , 则 会 导致 经 济 不 稳 
定 . 

基于 上 述 分 析 我 们 还 可 以 看 到 , 当 市 场 经 济 趋 向 不 稳定 时 政 
府 有 了 商 种 十 预 办 法 .一 种 办 法 是 使 x 尽量 小 , 极端 情况 是 令 x=0 ， 
即 需 求 曲 线 水 平 ， 这 时 不 论 供应 曲线 如 何 ( 即 人 不管 多 大 ) ,总 是 
稳定 的 .这 相当 -政府 控制 物价 , 无 论 商 品 数量 多 少 , 命令 价格 
不 得 改变 . 另 一 种 办 法 是 使 8 尽量 小 , 极端 情况 是 令 8=0 , 即 供 
应 曲线 坚 直 ,于 是 不 论 需求 曲线 如 何 (不 管 上 多大) ,也 总 是 稳定 
的 . 这 相当 于 控制 市 场 上 的 商品 数量 , 当 供 应 量 少 于 需求 时 , 政 
府 从 外 地 收购 或 调拨 , 投 人 市 场 ; 当 供过于求 时 ,政府 收购 过 剩 
部 分 ,维持 商品 上 市 量 不 变 . 

模型 的 推广 ”如 果 生 产 者 的 管理 水 平 更 高 一 些 , 他 们 在 决定 
商品 生产 数量 x,,, 时 ,不 是 仅 根据 前 一 时 期 的 价格 六 ,而 是 根据 
前 两 个 时 期 的 价格 和 y_, .为 简单 起 见 不 妨 设 根据 - :者 的 平均 


值 方 O + 六 小 于 是 供应 函数 (2 ) 式 表 为 


ors( 2 ) (11) 
在 PP 点 附近 取 线 性 近似 时 (6 ) 式 表 为 
x 一 %o= 丰 et 12) (12) 


P 含义 不 变 , 又 设 需求 函数 仍 由 (1 ) 、(5) 式 表示 . 则 由 (5) (12) 
式 得 到 


2xrrat px t opBx = {1+ ap)xo k=1 2, (13) 


{13) 是 二 阶 线性 差分 方程 . 为 寻求 这 oo 有 时 Xo; 即 Po 点 稳 
定 的 条 件 , 不 必 解 方程 (13 ) ,只 顷 利 用 判断 稳定 的 条 件 一 方程 特 
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征 根 均 在 单位 圆 内 ( 见 8 .6 节 (9) 式 ) ， 
因为 方程 (13 ) 的 特征 方程 是 


242+ xBit+ aB=0 


容易 算出 其 特征 根 为 
apt VB gap 
2 (14) 
当中 >8 时 显然 有 


TV(aB -gap up 
4 4 


几 3 一 
从 而 11 > 2 ,入 在 单位 加 外 ,下面 设 opg < 8 ,可 以 算出 


al= /上 本 (15) 


由 |2 ,| 三 1 得 到 ,点 稳定 的 条 件 为 
a <2 (16) 


与 原 有 模型 中 P。 点 稳定 的 条 件 (9) 式 相 比 , 保持 经 济 稳定 的 参 
数 w ,8 的 范围 放大 了 (x 、 的 含义 未 变 】. 可 以 想到 , 这 是 生产 经 
营 者 的 生产 管理 水 平 提 高 , 对 市 场 经 济 稳 定 起 着 有 利 影响 的 必然 
结果 . 

3 .2 差分 形式 的 阻 灌 增 长 模型 


前 面 儿童 中 我 们 曾 不 止 一 次 地 用 微分 方程 


:om 人 (1 六 有 (1) 
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描述 受到 环境 约束 的 所 谓 “ 阻 滞 增 长 ” 的 规律 , 即 Logisfic 规律 ， 
这 种 约 东 随 着 对 象 本 身 数量 x 的 增加 而 增加 ,人口 或 其 它 生物 在 
有 限 资源 环境 下 的 增长 , 传染 病 在 封闭 地 区 的 传播 , 耐用 消费 品 
在 有 限 市 场 上 的 销售 等 等 现象 , 都 可 以 合理 地 . 简化 地 用 这 个 模 
型 描述 ， 

现实 对 象 有 时 用 离散 化 的 时 间 研 究 起 来 比较 方便 ,例如 有 些 
生物 每 年 在 固定 的 时 间 繁 殖 , 我们 用 繁殖 周期 作为 时 段 来 研究 其 
增长 规律 就 比 用 连续 时 间 方 便 ,于 是 需要 阻 河 增长 的 离散 模型 . 
将 方程 (1 ) 中 的 微分 用 差分 形式 表示 , 就 有 


pe 著 )011 )2 (2) 
这 里 用 六 而 不 由 x 是 为 了 下 面 记 号 的 方便 .r+ 和 NN 的 合 闵 同 前 ， 
仍 分 别 是 加 有 增长 率 和 最 大 容量 ， 
{2) 式 可 进一步 写作 
r 
strip | ty | (3) 
邻 
b=r+!1 {4) 
P 
Ar TT (5) 
如 {3 ) 式 可 化 篇 为 
Xen1= xdAl x) ,k=0,] ,2,... (6) 


(6 ) 式 是 一 阶 非 线性 差分 方程 , 在 实际 应 用 中 没有 必要 找 出 方程 
(6 ) 的 一 般 解 , 因为 给 定 初 值 x, 后 利用 计算 机 可 以 方便 地 由 (6) 
递 推 地 算出 x ,无 =1 ,2 ,…. 
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事实 上 , 在 应 用 差分 形式 的 阻 河 增 长 模型 (2 ) 或 (6 ) 时 ,人 们 最 
甘心 的 通常 是 万 立 oo 时 jy 或 % 的 收 人 就 情况 , 即 方 程 平衡 点 的 
稳定 性 问题 , 本 节 主 要 讨论 这 个 问题 0'31. 

我 们 知道 , 对 于 微分 方程 (1 ) , x"= NN 是 稳定 平 敌 点, x'=0 
是 不 稳定 平衡 点 , 即 不 论 r(>0] 和 站 (>0) 为 何 值 ,都 有 当 :+ 
一 oo 时 xf 一 六, 那么 对 于 方程 (1) 的 甘 分 形式 (2) ,是 否 也 有 
局 样 的 性 质 , 好 大 一 oo 时 六 一 上 有 昵 3? 下 面 将 会 看 到 ,回答 这 
个 问题 并 不 简单 ,而 且 将 引出 一 个 十 分 有 趣 的 现象 ， 

平衡 点 及 稳定 性 ” 代 闪 (2 ) 式 我 们 讨论 方程 (6) 的 平衡 点 及 
其 稳定 性 ( 非 线 性 差分 方程 平衡 点 稳定 性 判 据 见 8.6 节 (13 ) 式 ). 
为 rn0 ,由 (4) 知 5> 1. 为 了 求 (6 ) 的 平衡 点 , 解 代数 方程 


x=/(x)=bx(1— x) (7) 
容易 得 到 (6) 的 非 零 平衡 点 为 ”， 
* 二 1 一 区 ， (8) 


利用 (4)、(5) 式 可 以 验证 , x’ 相当 于 原 方程 (2 ) 的 非 零 平衡 点 
y= 二 入 .为 分 析 x 的 稳定 性 ,计算 


fx Y=p(i—2x’)=2-b (9) 
根据 x” 稳定 的 条 件 |F《x "<1 ,立即 得 到 
1<b<3 (10) 


由 此 人 可知, 仅 当 (10) 成 并 时 x 才 是 稳定 平衡 点 . 由 (4) 式 可 知 它 
相当 于 仪 当 r<2 时 y'= ww 才 是 方程 (2 ) 的 稳定 平衡 点 .这 与 不 论 
多 大 x"= 入 都 是 微分 方程 (1 ) 的 稳定 平衡 点 是 不 同 的 . 


*) x=0 也 是 方程 (6) 的 一 个 平 奖 点 , 但 是 容易 验证 它 是 不 稳定 的 ,以 后 不 再 讨论 
. 
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在 条 件 (10) 下 x 收 伍 于 x* 的 状况 可 以 通过 方程 (6) 的 图 解 
法 清楚 地 表示 出 来 . 以 x 为 机 坐标 作 y=f (x)= bx (1~x) 和 
y 二 x 的 图 形 (图 8 一 3), 曲线 y 二 f(x) 和 直线 y=x 交 点 的 横 华 
标 为 平衡 点 x*. 对 于 初 值 x, 由 方 积 (6) 求 x, ,x, ,… 的 过 程 表示 
为 图 上 带 箭头 的 折线 . 当 1<b<2 时 x*< ,x > x 的 过 程 基 
本 上 是 单调 的 ( 见 图 8 一 3(1)); 而 当 2<b<3 时 x'> 六 ,aa 一 
x 的 过 程 则 会 出 现 如 图 8 一 1 蛛网 模型 那样 的 衰减 振 范 (图 8-3 
(2)). 


当 b>3 时 ,虽然 方程 (6) 
仍 可 形式 地 求解 ,但 x’ 不 稳 
定 , 其 图 解法 如 图 8 一 4 所 示 ， 
嘲 现 如 图 8 一 2 蛛 圆 模型 那样 
发 散 的 振荡 (x 党 x 

事情 到 此 并 未 完结 , 作 一 
些 计算 就 会 发 现 , 当 5 比 3 大 
得 不 太 多 时 , 虽然 序列 {xc} 不 
梢 收效 于 x', 但 是 出 现 了 两 个 
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了 序列 的 收 雍 点 x 和 i; 当 上 二 0 肝癌 一 Xi 如 果 
说 原来 的 x 一 x' 是 单 周 期 收 唐 (如 生物 繁殖 的 周期 ) , 那么 这 里 
就 可 以 称 为 2 们 局 期 收 钱 了 . 

悦 周 期 收 襄 ”如 果 一 般 地 把 方程 (6) 表示 为 


Xrti=f (Xi) {11) 
那么 在 讨论 2 倍 和 思 期 收敛 时 应 考 罕 
as 了 xD 一 OO) 一 Fe {12) 


为 了 求 方程 (12 ) 的 平衡 点 , 对 于 我 们 的 模型 (6 ) 要 解 代数 方程 
x=f F(x))=b* bx(l—xHMi—-bx(l—-x)] (13) 
因为 方程 (12 ) 的 平衡 点 x* 广 足 x*= 了 Ox), 所 以 零点 和 原来 的 


Xe 下 是 它 的 平衡 点 . 此 外 ,满足 


XU 一 2 32 一 (5 (14) 
的 点 宫 , 好 也 是 (12) 的 平衡 点 . x? ， 可 由 (13 ) 解 得 


LTV 咏 20 一 3 
2 二 2 (15) 


不 难 验证 当 吕 > 3 时 


O<xi<x 二 2 区 (16) 
下 面 在 b>3 下 这 论 这 些 平衡 点 的 稳定 性 ,x' 显然 是 不 稳定 
的 【请 读者 验证 ) . 对 于 xi 和 x; ,因为 
FINN = FN CO SAK = xi)f Mx) 
* 】 这 里 上 角 数 宇 (2 ;起 示 造 代 次 数 ,下 同 . 
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故 x , 避 的 稳定 性 相同 ,由 


(fF x)) | (1 —2xi)(1 —2x;) (17) 


和 稳定 判 据 |(72(0xra | <1 ,并 将 (15) 代 入 (17) 可 得 x， 
的 稳定 条 件 为 


b<l+v6 =3.449 (18) 


由 上 述 计 算 可 知 , 当 3<b<3.4 和 9 时 嚼 然 x' 不 稳定 , 但 是 
xy7 :是 方程 112) 的 稳定 平衡 点 , 即 xx 一 或 冯 ) 上 
是 对 于 原 方 程 (6) ,x1', 是 序列 和 x, 的 两 个 子 序 列 的 极限 即 
0 B( 或 x) 这 个 
过 程 可 以 从 方程 (12) 的 图 解法 中 看 到 (图 8 一 5). 

作为 生物 数量 阻 滞 增长 的 离散 模型 , 以 上 结果 表明 , 当 固 有 
增长 率 2<r< 2.449 时 ,从 一 个 繁殖 周期 ( 即 一 代 ) 的 角度 看 ,其 
数量 增长 是 不 稳定 的 ， 即 设 有 极限 . 得 从 两 个 繁殖 周期 ( 即 两 代 ) 

的 角度 看 , 增长 却 是 稳定 的 . 这 就 是 所 谓 的 2 倍 局 期 收 辫 . 


yz 


3 49 


=f tx) 


8 一 一 一 一 


DD rr 
图 8 一 5 态 及 (12) 的 图 解法 .xx 
(图 中 只 画 出 收 雍 十 x1 的 情况 ) 


读者 不 难 想到 , 当 b>3.449 时 xi ,不 再 是 方程 (12) 的 稳定 
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平衡 点 ,从 而 对 了 方程 146) 来 说 2 们 周期 也 不 收敛 了 ,但 是 可 以 
发 现存 在 4 信和 周期 收敛 ,进一步 考察 方程 


Xi 一 Ce 《19 ) 
用 类 似 的 方法 可 得 , 当 
3.449 <b<3.544 (20) 


时 (19 ) 有 4 个 稳定 平衡 点 . 于 是 对 于 原来 的 模型 (6), 从 4 个 繁殖 
周期 (4 代 ) 的 角度 看 , 增长 是 稳定 的 . 

按照 这 样 的 规律 我 们 可 以 对 模型 (6 ) 的 增长 序列 { } 讨论 27 
倍 周 期 收 叙 问题 ,n= 0 ,1 ,2 ,…, 收 化 性 完全 由 参数 5 的 取 慎 确 
定 . 若 记 b, 为 使 2 倍 局 期 收敛 的 二 的 上 限 , 则 上 面 的 结果 给 出 : 
bo=3 ,b=3.449 ,上 b,=3.544. 更 深入 的 斌 究 表明 , 当 于 一 加 
肝 b, 一 3.57. 而 当 8>3.57 时 就 不 再 存在 任何 2 倍 周期 收 钱 ,x 
的 趋势 呈现 一 片 混乱 , 这 就 是 所 谓 浑 沌 现象 (Chaos). 

评注 本 节 虽 然 没 有 讨论 具体 的 实际 问题 ,但 是 作为 描述 阻 
小 增长 规律 的 Logistic 模型 , 无 论 是 微分 方程 形式 还 是 差分 形式 
都 是 有 着 广 证 应 用 的 ,请 读者 举 出 一 些 应 用 的 例子 . 

另外 , 从 数学 角度 看 , 方程 16) 是 非常 简单 的 非 线性 差分 方 
程 ,可 以 方便 地 递 推 求解 . 但 是 正如 我 们 所 看 到 的 , 它 的 收 伍 性 
的 研究 却 引 出 相当 复杂 和 有 趣 的 现象 ,可 以 作为 分 又 
(Bifurcation ) 理 论 和 浑 惩 现象 的 导 和 人 . 当然 这 些 问 题 已 经 超出 本 
书 的 范围 了 . 


8.3 按 年 龄 分 组 的 种 群 增长 
前 面 的 章节 中 我 们 兽 多 次 地 用 阻 谐 增长 模型 找 述 种 群 数量 的 


变化 , 这 个 模型 不 考虑 种 群 的 年 龄 结构 ,种群 的 数量 主要 由 总 量 
的 固有 增长 率 决 定 . 但 是 不 同年 龄 动物 的 繁殖 率 和 死亡 率 有 着 明 
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显 的 不 同 , 为 了 更 精细 地 预测 种 群 的 增长 , 本 节 讨 论 按 年 龄 分 组 
的 种 群 增长 预测 模型 . 这 个 向 量 形式 的 差分 方程 是 Leslie 在 本 世 
纪 四 十 年 代用 来 描述 女性 人 口 变化 规律 的 ,我 们 将 在 本 闻 最 后 说 
明 它 在 人 口 模型 中 的 应 用 . 

下 面 先 建立 差分 方程 模型 ， 接 着 讨论 稳定 状况 (即时 间 充 分 
长 ) 下 种 群 的 增长 规律 , 然后 分 析 各 年 龄 组 的 繁 落 率 和 死亡 率 对 
种 群 总 量 增 减 的 影响 - 


模型 建立 ”将 种 群 掖 年 龄 大 小 等 间隔 地 分 成 个 年 龄 组 . 孝 
最 大 年 龄 为 m 岁 , 则 这 个 年 龄 组 的 年 龄 区 间 是 [(i~ I ) -六 ， 


i 人) ,i=1,2,… 与 年 龄 的 离散 化 相对 应 ,时 间 也 离散 为 
时 段 i=0 .1,2，… ,并 且 时 段 的 间隔 与 年 龄 区 间 大 小 相等 , 即 
一 机 .1 一 到. 区 如 若 每 5 岁 为 1 个 年 龄 组 ,那么 就 以 5 华为 1 个 
时 段 . 

种 群 是 通过 帷 性 个 体 的 繁殖 而 增长 的 ， 所 以 用 峻 性 个 体 数 量 的 变 
化 为 研究 对 象 比较 方便 ,下面 提 到 的 种 群 数量 均 仅 指 其 中 的 瞿 性 

记 时 段 第 i 年 龄 组 的 种 群 数量 为 x (); 第 i 年 龄 组 的 繁 获 
素 为 5,, 即 第 i 年 龄 组 每 个 ( 肉 性 ) 个 体 在 1 个 时 段 内 平均 繁殖 的 
数量 ; 第 i 年龄 组 的 死亡 率 为 d., 即 第 i 年 龄 组 1 个 时 段 内 死亡 数 
与 总 数 之 比 . s,= 1 称 为 存活 率 . 这 里 我 们 假设 和 a (从 而 
5) 不 随时 段 4 变化 , 在 稳定 的 环境 下 这 个 假设 是 合理 的 .4， 
和 s, 可 由 统计 资料 获得 . x,() 的 变化 规律 由 以 下 的 基本 事实 得 
到 : 时 段 4 第 1 年 齿 组 种 群 数 明 是 时 段 # 各 年 龄 组 繁殖 数量 
之 和 , 即 


* 为 方 使 起 见 ， 设 是 整数 . 
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xi Ck+1) = bx,(k) (1) 


及 时 段 ,| 第 i+ 1 年龄 组 的 种 群 数量 是 时 段 4 第 i 年 龄 组 存活 
下 来 的 数量 , 即 


XI 十) 一 Si (kK) ,i=1,2,... ,nn—1 (2) 
记 时 段 种群 按 年 龄 组 的 分 布 问 量 为 
XE)=E Xx CK), x KY), esx, (KY T (3) 
bp 5b, bl bb, 
了 中 0 0 0 
3 ”0 : (4) 
0 了 0 


则 (1) 、 (2) 可 表 为 
x (k++1)=Lx(k) ,k=0,1 ,2 (5) 


当 乱 隆 上 和 按 年 龄 组 的 初始 分 布 向 量 x (0) 已 知 时 , 可 以 预测 
任意 时 段 上 种 群 按 年 龄 组 的 分 布 为 


xE)= Lx(0) ,k=1 2， (6) 


有 了 x 优 ]) 当 然 不 难 算出 时 段 4 种 群 的 总 数 . 

稳定 状况 分 析 下面 研 究 时 间 充 分 长 后 { 即 天 一 oo ) 种 群 的 
年 龄 结构 及 数量 的 变化 . 

根据 所 和 8 的 定义 , 矩阵 了 中 的 元 素 满足 
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0O<seii=1 2, .nm1" (7) 
b>0.i=1,2,… ,nn , 且 至 少 - -个 b>0 (8) 


满足 (7) 、(8 ) 的 矩阵 工 称 Leslie 给 阵 (简称 元 矩阵 ) . 容易 看 出 ， 
xtF) 的 稳定 性 态 完全 由 工 和 矩阵 决 定 . 关于 工 年 阵 我 们 不 加 证 明 
地 氢 述 两 个 定理 . | 

定理 1 汇 阵 有 了 唯 - -的 于 特征 根 , 且 它 是 单 重 的 ,4 对 应 
正 特征 向 量 


了 
RY RY SS Sh 
Le - 
六 -| 4 = En 3 m 一 1 | (9) 
了 


工 矩 阵 的 其 他 ?一 【个 特征 根 2(E= 2 ,3 ,…,n) 都 满足 


下 (10) 
该 定理 表明 工人 矩阵 的 特征 方程 
A {ba + bs bss bs ss 1)=0 
. (11) 


只 有 - -个 正 实 单 根 2 ,内容 易 验证 Lx = xz， 
定理 2 营 L 上 和 什 阵 第 一 行 有 商 项 顺 次 的 元 素 5; ,#8,,1 都 大 于 等 ， 
则 (40) 式 中 仅 不 等 号 成 并 , 邯 


ja < k=2 3, (12) 
忆 由 (6) 式 表示 的 x (Kk) 满足 
lim 4 二 EX” (13 
大 四 -I 


其 中 是 再 情 .5 及 x00) 决定 的 常数 ， 


* ) 如 果 基 个 5:=0, 那 么 第 i 年 礁 组 应 取消 . 
286 


附带 指出 ,对 于 种 群 增长 来 说 该 定理 的 条 件 通常 十 满 足 的 . 

从 上 述 定理 可 以 对 时 间 充 分 长 (k 充分 大 ) 后 种 群 榨 年龄 组 的 
分 布 x tk) 的 性 态 作 出 如 下 分 析 . (为 简便 起 拖 名 记 作 六 ) 

1) 由 (13 ) 式 直接 有 


XK ctx’ (i4) 


这 表明 大 充分 大 时 种 群 按 年 龄 组 的 分 布 x (天) 趋 铝 稳定 ,其 各 宇 
龄 组 的 数量 占 总 量 的 比例 , 与 特征 向 量 x* 中 对 应 分 量 占 总 量 的 
比例 是 一 样 的 , 即 * 就 表示 了 种 群 按 年 龄 组 的 分 布 状况 , 故 xx” 
可 称 为 稳定 分 布 , 它 与 初始 分 布 x (0 ) 无 关 .. 
2) 由 (14) 式 又 可 得 到 
x{k+ 1 )w x(k) 

或 者 更 清楚 地 写作 

Xi 天 十 二) 和 Ax KK), i=1,2,..…,n (15) 


这 表明 大 充分 大 时 种 群 的 增长 也 趋向 稳定 ,其 各 年 龄 组 的 数量 都 
是 上 一 -时段 同 -… 年 龄 组 数量 的 7 倍 , 妈 种 群 的 增长 完全 由 工 征 阵 
的 唯 -- 正 特征 根 决定 . 显然 ， 当 2> 1 时 种 群 递增 ; 4< 1 时 种 群 
递 戚 ./ 可 称 固有 增长 率 ， 

3)4= 1 时 种 群 总 量 不 变 ,由 (11) 式 可 知 这 个 条 件 等 价 于 


bit bd+ hss 8,1= I (16) 
车 将 (16 ) 式 左 姬 记 作 
. R=b + ht + Bs) (17) 


由 这 个 表达 式 可 以 知道 , R 表示 一 个 (雌性 ) 个 体 在 整个 存 锋 期 
内 繁殖 的 平均 数量 , 称 为 总 和 繁殖 率 , 显然 , R=1 时 种 群 总 量 
不 变 . 由 (9 ) 式 可 知 此 时 稳定 分 布 为 
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x = 1 8, S82 2 【18 ) 
根据 {14 ) 式 这 个 结果 表明 
x KSA), 1 ,2 en-1 (19) 


由 当 皮 充分 大 且 R=1 时 ,存活 率 等 十 相 邻 两 年 龄 组 的 种 群 数 
量 zi 下) 与 交代 ) 之 比 ( 试 将 (19 ) 与 (2 ) 式 进行 比较 ) . 

,和 s, 对 种 群 增 减 的 灵敏 性 分 析 对 于 人 工 饲养 的 种 群 , 各 
年 龄 组 的 繁殖 率 户 自然 能 够 控制 , 各 年 龄 组 的 存 医 率 ”% 也 可 以 通 
过 宁 杀 的 比例 来 调整 . 对 于 - -组 已 经 给 定 的 b,(i= 1 ,2 ,…,n) 和 
ff 上 ,2 ,… ,Kt 一 1), 人 人 和 们 希望 知道 其 中 哪些 5, 和 s, 对 种 群 增 减 
所 起 的 作用 是 显著 的 . 从 而 可 以 有 日 的 地 控制 这 些 b, 和 s,. 如 末 
把 通过 调整 5, 和 s, 能 够 使 种 群 由 增 变 减 或 由 减 变 增 视 为 作用 显著 ， 
或 称 对 种 群 增 减 的 反应 灵敏 ,那么 可 以 寺 这 种 灵敏 性 作 如 下 分 
析 . 

首先 , 在 稳定 状况 下 可 以 证 明 , 车 总 和 繁殖 率 R>1 则 种 群 
递增 , 车 尺 <1 则 种 群 违 减 ( 留 作 习 题 7) . 

下 面 对 b 及 5, 的 灵敏 性 分 别 讨论 . 

先 考察 b 的 灵敏 性 . 设 5 固定 ,将 R 记 作 


及 (太太 se sb)= P+ bs 1 Tt bgs es,1 (20) 
对 于 现 有 的 一 组 如 (= 1 ,2,… ,n), 若 
R(b, by,... bi )>1 (21) 
而 存在 某 个 5b,, 当 b= 时 有 
RB bo 0 bassb <l1 {22) 


或 者 若 
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REIDY 机， 有] (23) 

而 存在 菜 个 b, 当 Bb.= 5b,'(b 是 b, 的 最 大 容许 值 ) 肝 有 
R(BbY, ,be , bib se br )>1 (24) 
我 们 说 这 个 5(= Pb? 时 于 种 群 的 增 减 是 灵敏 的 . 实际 上 , (21)， 
(22) 式 表明 , 当 控制 第 ; 年龄 组 不 进行 繁殖 时 ,可 使 种 群 由 增 变 
减 ; (23) 、 {24 ) 式 表明 , 当 控 制 第 ;年龄 组 有 最 大 容许 繁殖 率 时 ， 


种 群 由 减 变 增 . 
类 似 地 , 对 于 s,, 设 5 固定 , 将 RR 记 作 


RES 8 8) = bt th ss (25) 
对 于 现 有 的 一 组 weG= 1 ,2 ,…,n 一 1), 车 
RI{(s? ,SB ,S01 )>1 (26) 
而 存在 某 个 5,, 当 =0 了 时 有 
RN se sp) sO oss ss SL) < (27) 
或 者 若 
Rn ,sai)<1 (28 ) 
”而 存在 某 个 5 , 当 s,=1 时 有 
R(s ,Sos ls sh se 5 > 1 (29) 


称 这 个 s (一 s") 对 十 种 群 增 减 是 灵敏 的 . 读者 不 难 对 此 作出 解释 . 

最 后 我 们 指出 ，Leslie 模型 (1 )~ (6) 及 其 稳定 状况 的 性 态 
(14) 一 (19) 完全 适用 于 人 口 模型 ,当然 指 的 是 女性 估 口 . 而 当 
性别 比 已 知 时 就 不 难得 到 全 体 人 口 的 状况 . 在 人 口 模型 中 只 称 
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总 和 生育 率 , 即 每 个 妇 妇 一 生平 均 生 育 的 女儿 数 . 不 难 理解 , 当 
中 = 1 划 每 个 妇女 “生平 均 只 生育 个 女儿 时 , 社会 总 人 人 中 不 


变 . 


8.4 人 口 的 预测 和 控制 (二 ) 


在 5,7 节 中 我 们 用 一 防 偏 徽 分 方程 彤 式 的 连续 模型 讨论 了 人 
日 的 预测 和 控制 问题 . 得 到 了 -…- 些 理论 上 的 分 析 结 果 . 但 是 在 实 
际 应 用 中 连续 模型 却 很 不 方便 , 需要 建立 相应 的 离散 模型 , 因为 
第 一 , 作为 已 知 条 件 (输入 ) 的 统计 数据 都 是 离散 的 ， 如 某 某 年 各 
个 年 龄 的 女性 生育 率 、 死 万 率 .性别 比 等 ; 第 二 , 作为 结果 (办 
出 ) 大 们 希望 得 到 的 数据 也 是 离散 的 , 如 2000 年 ,2020 年 . 2050 
年 … 的 人 口 总 数 , 各 个 人 口 指数 ,人口 的 年 龄 分 布 等 ; 第 二 ， 
连续 模型 解 的 表达 式 {5.7 节 {7 ) 式 ) 中 包含 了 未 知 图 数 (5.7 节 (12 ) 
式 ), 用 解析 方法 严 代 求解 是 韭 常 困难 的 ， 与 其 用 数值 方 法 解 连 
续 模 型 , 不 如 直接 建立 离散 模型 . 并 且 下 面 将 会 看 到 , 这 个 离散 
模型 属于 现代 控制 理论 中 的 所 谓 “ 双 线性 模型 ”, 有 现成 的 算 
法 ， 

本 节 引 用 的 一 些 参量 如 死亡 率 . 女性 生育 率 , 生育 和 模式 及 人 
口 指 数 等 的 基本 含义 与 5.7 节 连 续 模 型 相同 ,只 不 过 是 相应 的 离 
散 形 式 ， 读 者 可 以 对 照 起 来 分 析 !91 . 

人 口 发 展 方程 时 间 以 年 为 单位 , 年 龄 按 周 岁 计算 ,， 投 最 大 
年 龄 为 训 岁 . 记 x,(1) 为 第 :年 i 岁 ( 满 i 阅 岁 而 不 到 i+ 1 周岁) 
的 人 数 ,1=0 ,1,2,.… ,==0 ;1,2 ,Mm, 风 考虑 由 于 生育 ， 老 
化 和 死亡 引起 的 大 口 演变 , 而 不 计 迁 移 等 社会 因素 的 影响 . 记 
“4.() 为 第 ! 年 i 岁 人 只 的 死亡 率 , 即 


dt)= xD 一 XItL 十 二 ) 


x(1) 


于 是 
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x (tt 1) = (124 (0x (1), 
i=0,1 2, m1 ,t=0,1,2,... {1) 


. 记 p(1) 为 第 1 年 i 岁 女 性 生育 率 , 即 每 位 女性 平均 生育 婴儿 
数 , [i , 襄 为 育龄 区 间 ,上 &,(1) 为 第 1 年 i 岁 人 口 的 女性 比 , 则 第 
年 的 出 咎 人数 为 


f (0) = b(n) (2) 


j 一 此 


记 cs 人) 为 第 上 年 婴儿 死亡 率 , 即 第 了 年 出 生 但 未 活 到 人 口 统计 
叶 刻 的 婴儿 比例 六 


_ f(D)— xo ln) 
dn (1) = f(r) 


Xa)=(1— do (tH) (3) 
对 于 i=0 将 (2)、(3) 代 入 {1 ) 得 


Xtt1)={1 ~ dt) (1d) Bilt)K (TxAE) (4) 


将 5(7) 分 解 为 
b,(1) = 8 (nh,. 0) (5) 


其 中 如 (1) 是 生育 模式 ,用 以 调整 育 离 妇女 在 不 同年 龄 时 生育 率 


* ) 异 儿 死亡 率 通常 较 高 , 在 人 口 统计 和 建 模 中 一 般 都 不 能 忽 上 赂 . 每 个 国家 都 规 
定 一 年 中 的 其 时 刻 为 人 人 口 统 计时 刻 , 如 我 国 是 每 年 的 ? 月 1 日 零 时 ， 
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yA)=1 . (6) 


利用 (6 ) 式 对 (5 ) 式 求 和 得 到 


BO-Y b(t)} (7) 
了 可知 用 (表示 第 [年 每 个 育龄 妇女 平均 生育 的 出 儿 数 , 若 设 在 : 
年 后 的 一 个 育龄 时 期 内 各 个 年 跋 的 女性 生育 率 b.(1) 都 不 变 , 屠 
人 么 请 (所 又 可 表 为 


BP()=6, {tr bi (tt 1)+ -tb (tt i oi) (8) 
即 B17) 是 第 1 年 i 岁 的 每 位 妇女 一 生平 均 生 衣 的 婴儿 数 , 称 总 


和 生育 率 , 或 生育 胎 次 , 是 控制 人 口 数 量 的 主要 参数 . 
将 (5 ) 式 代入 (4) 式 ,并 记 


DAD)=(1— do tO NL-— do (DA (OK (t) (9) 
则 (4 ) 式 写作 
DAAG (10) 
引入 向 量 , 矩阵 记号 
xC)=T x 0 ,0 x (1) 
0 0 i 0 
4 i-d(t) 0 ee 1 da) 
: 1 
0 ga) 0 am 
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0 .08 5 0 0 
oo ~ | 


) - 0 
那 认 10) 式 和 {1) 式 Gi=1 ,2,… ,m 一 1) 可 以 记 作 
Xt1)= A (4 PB (x LL) (14) 
这 个 向 量 形式 的 一 阶 差分 方程 就 是 人 口 发 展 方 程 . 当初 始 人 口 分 
布 x(t0) 已 知 , 又 由 统计 资料 确定 了 4 (1) 、B(C1), 并 日 给 定 了 总 
和 和 生育 党 (1 ) 以 后 ,用 这 个 方程 不 难 预 测 大 口 的 发 展 过 程 . 

在 控制 理论 中 x ( 门 称 状 态 变 量 , 可 将 (i 作为 控制 变量 ， 
因为 对 于 8 0) 和 x fi 分别 是 线性 的 ,所 以 是 双 线 性 方程 . 其 性 
质 和 解法 的 讨论 已 超出 本 书 范 围 . 

在 稳定 的 社会 环境 下 可 以 认为 死 i 率 、 生 育 模 式 和 女性 比 不 
随时 间 变 化 . 于 是 4 (7), B80() 为 常数 算 阵 , (14 ) 化 为 

X(t+1)= Ax(t)+B(IBx tt) (15) 

人 口 指数 ” 像 连 续 横 型 一 样 , 用 离散 模型 描述 人 口 的 发 展 也 
常 引 和 一 些 人 口 指数 . 

1 ,人 中 总 数 次 [ 

N(1)=7, X(t) (16) 


2 .平均 年 龄 R (1) 
RO= HoT ix,{r) {17) 


3 . 平均 寿命 5 (7) 


SO)=Y ep| 到 2 | (18) 
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其 含义 是 , 第 1 年 出 生 的 人 不 论 活 到 哪 一 年 , 死 广 率 胡 用 第 1 年 
的 死亡 率 (1) 计算 时 , 这些 人 的 平均 存活 时 间 . 我 国人 口 的 平 
均 寿 命 在 本 世纪 三 年 代 是 35 岁 左 石 , 解放 初期 为 50 内 左 石 
(1950 年 ,北京 地 反 )， 逢 1978 年 达到 68.3 岁 . 

4 .老龄 化 指数 w(z ) 


RI{1) 


w (7) = Sr) {19) 


是 反映 人 人 口 老 险 化 程度 的 指标 . wo (1) <0.5 时 属于 青 壮年 型 社 
会 . 我 国 m=10.3835【1978 年 )， 
5 . 依赖 性 指数 p (1) 


六 (一 工人 


PE = ir 


{20) 


其 中 
L()=Y [1k (OFF Y kD (ND) (21) 
?= 由 f= 


这 里 [1 ,本 和 T1444 和] 分别 是 男性 和 女性 劳动 力 的 年 龄 区 阅 ， 

LL(N) 是 有 劳动 能 力 的 人 人口 数 ,于 是 p (7?) 表示 每 个 劳动 力 需 供养 的 

人 口 数 .我 国 p=0. 958 (1978 年 ), 世 界 平 均 水 平 为 p= 0.695 

(1981 年 )， 

我 国人 口 总 数 的 预测 ”用 绕 弄 (14) 根据 1978 年 的 统计 资料 

对 我 国人 口 总 数 作 的 预测 如 下 . 死亡 : 率 用 下 列 公 式 外 推 : 
W1978) [1— (1— 1978)10° ig5,iz50 

oo- | (22) 
Hk, (1978) ， 5<1<S0 

生育 异 式 取 了 分 布 的 离散 值 : 
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{r—i8) e- ,ry 18 
h(r) = | 王 0 (23) 
0 ,< 18 


1980 2000 2020 2040 2060 
图 3~§ ”我 国人 日 谭 袜 
性 别 比 大 (7) 取 统 计数 据 的 下 均值 0.487, 在 不 同 的 总 和 生育 率 8 
下 得 到 了 1980 一 2080 年 一 系列 结果 , 图 8 一 6 是 这 些 结 果 的 略 
图 . 计算 结果 表明 : 
1) 若 8=3( 七 十 年 代 中 期 水 平 ) , 则 2000 年 将 达 14.2 亿 
2080 年 运 43.1 亿 , 近 于 当前 全 世界 人 口 总 和 . 
2) 若 有 =2.3{ 约 为 1980 年 水 平 , 则 2000 年 将 达 12.9 亿 ， 
2080 年 为 21.2 亿 ， 
3) 蔡 8=2 {大约 是 保持 人 口 长 期 稳定 的 水 平 ), 则 2000 年 
为 12.2 全 ,72 年 后 达到 最 大 值 ,此 后 路 有 下 降 . 
4) 车 5=1.5, 则 在 2007 年 达到 最 天 值 . 到 2080 年 降 至 7.8% 
化 (1968 年 水 平 ) ， 
5) 若 厅 = 工 . 革 全国 严格 执行 “对 类 站 只 生 -- 个 孩子 的 政策 ， 
如 在 2004 年 达到 最 大 值 10.6 亿 , 50 年 后 隆 宝 9,5 亿 (1978 年 
水 平 ) . 
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8.5 交通 网 络 控制 


机 动车 辆 迅速 增加 , 城市 实 通 日 益 警 忙 ,在 一 些 没 有 立冬 桥 
的 交叉 路 口 , 车辆 排 长 队 等 候 绿 灯 的 情况 经 常 发 生 ， 如何 根据 村 
流 状况 调节 各 路 口 的 红绿灯 时 间 , 使 等 待 的 车 队长 度 尽 可 能 短 ， 
是 交通 网 络 控制 的 主要 任务 ,本 节 讨论 的 交通 网 络 是 超 饱 和 的 ， 
就 是 说 在 各 路 口 等 候 的 车 队 足 够 长 ,以 至 在 绿灯 持续 时 间 内 有 连 
续 不 断 的 车 辆 通过 上 . 


峰 8 一 7 典型 交通 网 络 


城市 爱 通 网 络 通常 军 -- 些 互 家 连接 的 路 段 和 交叉 路 口 组 成 . 
为 简单 和 确定 起 匈 我 们 计 论 一 全 和 典 型 网 络 ,如 图 $8 一 7 所 示 ,出 
卫 条 横 人 全 路 , 两 条 纵向 公路 和 4 个 变 买 路 甫 4 、B,C ,了 DD 组 成 . 
公路 部 是 单行 线 , 方向 如 图 所 永 , 旦 不 得 虑 转 过 .由 4 到 吾 .C 
的 距离 为 1 个 单位 ,DD 到 B.C 的 姑 离 为 2 个 单位 ， 
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建 模 日 的 是 调节 省 路 口 的 红绿灯 时 间 使 等 待 的 车 队 最 短 . 模 
型 的 控制 变量 应 取 各 路 口 的 绿灯 持 续 时 间 , 而 作为 研究 对 象 的 状 
态 变量 则 是 每 次 绿灯 开始 时 刻 等 候 在 各 路 口 的 车 队长 度 . 红绿灯 
是 局 期 变化 的 ,以 这 个 周期 为 单位 将 时 间 离 散 化 , 建立 离散 模型 ， 
从 建 模 和 计算 的 第 度 看 都 是 比较 方便 的 . 

模型 假设 

1 .4 个 交 及 路 口 的 红绿灯 周期 相同 , 绿灯 开始 时 刻 也 相同 ， 
将 每 次 绿灯 开始 时 刻 记 作 f=0 ,1 .2 ,…. 

2. 记 有 时 刻 上 等 候 在 8 个 单行 线路 口 的 车 队 民 度 为 xf it ， 
1.2 ,8( 见 图 8 一 7). 叶 和 刘 + 开始 的 绿灯 持续 时 间 内 道 过 单 
向 路 所 7 的 车 队长 度 为 z (7), 时 肇 1 开始 的 红绿灯 周期 内 到 达 单 
条 路 口 7 的 车 队长 度 为 py,(1) ,满足 


Xi 1)= x (+ (rt), 
i=1 2 .8,1=0,1,2.,.... (1) 


根据 超 饱 和 交通 的 假定 ， 上 述 各 量 均 是 非 负 的 . 
3 . 在 超 馆 和 交通 条件 下 , z(1) 与 绿灯 持续 时 间 成 正比 , 记 作 


2 (一 站 二 (人 (2 1) 


其 中 (1) 是 路 口 i 绿灯 持续 时 间 在 上 时刻! 开始 的 红绿灯 周期 中 占 
的 比例 (0&w (i) 和 1),% 是 在 -- 个 红绿灯 周期 时 间 内 ,在 超 饮 
和 情况 下 通过 路 口 i 的 车 队长 庶 , 称 饱 千 流 长 度 , 是 已 知 量 . 
4 . 不计 黄 灯 了 时间, 纵向 路 口 的 绿灯 时 间 恰 是 相应 的 横向 路 
口 的 红 灯 时 间 , 让 图 8 一 7 可知 

{ H(t)=1—u ti} 

uslft)}=1—w tt) 
w(t =1 (1) (3) 

us (P=1—u, (1) 
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5 . 车 队 在 交 驻 路口 之 间 行 台 1 个 单位 距离 所 需 的 时 间 怡 为 1 
个 红绿灯 周期 , 苑 1 个 单位 时 间 ,于 是 由 图 8 一 7 可知 
| =z (1) 
| ya(f)=z, (1—2) 
ye (lf)}=2, (1—1) (4) 
| 


yp3(7) ,ys (0 y; (71) 要 由 本 网 络 以 外 的 系统 提供 , 设 这 些 


外 部 变量 是 已 知 的 . 
模型 建立 在 上 述 假设 下 将 (2).(3),(4) 式 代入 {1), 则 方程 
(1) 应 表示 为 


x (tt 1)= x Ct) +p (a i (ft) 

KF =) 4 a (1) lt) 

xs (tt = x (D+ y(t) — mult) 

w(tt =x (+t tn (i — 2)— omtt) 

| xs{tt = x (tt ys (1) — a + lt) (5) 
Xe ltt 1)=xe (tt)+ as— a — x (to 1) + att) 

| wt) = + 1) 


Xs (t+ 1)= x Ci) a — ts — Ky ta (fF— 2)+ malt) 
引信 向 量 , 矩阵 记号 
Xt)= [x OX eg] 工 
FDO=0F 0D 0 70D) .0, 7500, 0.7 (2 .0] 7" 


b=[ 0,0,0,0,0,0— 60 rr 一 oa 
298 


u(t)= {0), tw (ft) ,w(t) (007 


0 0 0 — D Xs 0 0 站 汉 时 


0 &« 0 0 0 -a 0 0 华 一 行 1 
B1= 
4 


x 


Br 0 0 0 x 0 0 0 一 训 1 | (第 三 行 ) 
2 -一 


方程 组 (5 ) 可 以 写成 


X(t 1)=XxX t+ H+ Bu(tt)+ Bultt—1)+ Bu(t—2) 
(6) 


当 y(1).5. 8B ,8 、B, 及 初始 状态 向 量 x (0) 已 知 时 ,只 要 给 出 
控制 向 量 w (1) ,7= 一 2, 一 1,0,1,2,… ,就 可 以 由 方程 (6) 递 
推 求解 . 
根据 交道 网 络 的 实际 情况 , 对 于 x (7?) 各 w(t) 通常 有 如 下 
的 约束 条 件 
OX (I) Ex (7) 


ton SHE) E Wns {8) 


* ) 夭 阵 中 末 标 出 的 少 行 元 素 均 为 零 ，F 同 . 
299 


其 中 x 二 [Xim. Xow ，… xi] 工 是 各 个 单 向 略 口 对 等 待 车 队长 诬 


的 限制 ,zi 一 [2 下 和 有 =[ aaa 是 绿灯 

持续 时 间 比 例 的 下 限 和 上 泪 ， 

为 运 到 在 考察 的 时 间 范 围 风 使 整个 网 络 等 待 的 车 队长 度 最 短 

的 日 的 , 在 最 优 控制 问题 中 常用 二 次 型 男 数 作为 指标 ， 璧 如 设 指 
标 畏 数 为 


IOxft)= x (TOx() (9) 


其 中 台 是 对 角形 加 权 挺 阵 ， 对 角 匹 素 是 对 各 路 口 等 符 车 队 的 加 
权 因 子 ， 

综 上 所 述 , 这 个 超 饱 和 交通 网 络 控 制 模 型 可 以 归结 为 ,在 参 
数 x (i= 1 ,2 ,…,8). 外 部 变量 y (1), 加 权 阵 Q 及 祝 始 状态 x (0) 
给 定时 ， 弛 求 控制 卫 数 w (0)， 使 得 在 约束 条件 (7).(8) 下 ,由 (6) 
式 解 出 的 x (7) 所 确定 的 、 由 (9) 式 表示 的 J{x (由) 于 到 最 小 值 . 
这 是 线性 系统 在 -次 性 能 指标 下 的 最 优 控制 问题 . 泊 x (7) 和 ww(1) 
的 维 数 较 高 时 求解 较为 复杂 , Pearson 等 提出 和 改进 的 日 标 协 调 
法 是 这 类 问题 的 一 种 有 效 解 法 ， 


8.6 差分 方程 简介 


本 节 介 绍 的 范围 仅 限 于 前 面 风 节 用 到 药 内 容 ,十 要 是 差分 方 
程 稳定 性 的 知识 ， 

差分 方程 的 平衡 点 及 其 稳定 性 的 概念 与 微分 方程 的 有 关 概 念 
是 一 致 的 ,例如 一 阶 线性 常 系数 差分 方程 


Xrit axi=b ,k=0,] ,-: (1) 


的 平衡 点 由 x 十 qax = 上 45 解 得 x “= 


p 0 
TT 6 上 时 客 x 一 x 
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则 x" 是 稳定 的 , 否则 是 不 稳定 的 ”. 容易 看 出 ,可 以 用 变量 代 换 方 
法 将 方程 (1 ) 的 平衡 点 稳定 性 问题 转换 为 


Tax=0 (2) 
的 平 衡 点 x =0 的 稳定 性 问题 . 而 对 于 方程 (2), 因 为 其 解 显 然 
可 表 为 
Ki=(— a) k=1 ,2 (3) 
所 以 立即 可 知 当 且 仅 妆 
lal <1 (4) 


时 方程 (2 ) 的 平衡 点 (从 而 方程 (1 ) 的 平衡 点 ) 才 是 稳定 的 . 
顺便 指出 , 对 干 n 维 向量 x (KK) 和 nx n 常数 矩阵 4 构成 的 
方程 组 


xX(kK+1)+ Axtk)}=0 (5) 
其 平衡 点 稳定 的 条 件 是 4 的 特征 根 4.,(i= 1 ,2 ,…#) 均 有 
14,| <1 (6) 


即 均 在 复 平 面 上 的 单位 圆 内 . 这 个 结果 可 由 将 4 化 为 对 角 阵 (或 
车 当 阵 ) 得 到 . 
对 于 二 阶 线性 差分 方程 , 我 们 考察 


XU 二 axis X= 人 0 (7) 


的 平衡 点 (x*=0) 的 稳定 性 . 为 求 (7) 的 通 解 , 写 出 它 的 特征 方程 
姑 二 ah+ 人 = 人 0: 记 这 个 一 元 二 次 代数 方程 的 根 为 凡 ,4 ,不 难 监 


* ) 实质 上 这 电 基 指 渐 近 稳 定 利 不 渐 折 稳定 . 
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证 , (7 ) 的 通 解 可 表 为 
一 Ci 十 Cad (8) 


其 中 常数 cc 由 初始 条 件 xo ,x) 确定 ,由 (8 ) 江 即 得 到 , 当 且 仪 
当 


< 14, 1<1 {9) 
时 方程 (7 ) 的 平衡 点 才 是 稳定 的 . 
与 一 阶 线性 方程 一 样 , 非 齐 次 方程 
Kirst dN taxi =b (10) 
的 平衡 点 的 稳定 性 和 方程 7) 相同 . 


二 阶 方程 的 上 述 结果 可 以 推广 到 nn 阶 线性 方程 ， 即 稳定 平衡 的 
条 件 是 特征 方程 一 次 代数 方程 的 根 (i 1 ,2 ,… ,nn) 均 有 
| 4 |<1. 考虑 到 高 阶 方程 和 方程 组 的 相互 转化 , 这 个 条 件 与 (5 ) 、 
(6 ) 给 出 的 结论 是 完全 -… 私 的 . 

最 后 讨论 ' 阶 非 线 性 差分 方程 


Xerl=f (x) 【11) 


的 平衡 点 的 稳定 性 . 其 平衡 点 Y ”由 代数 方程 x=f{x) 解 出 .为 
分 析 x” 的 稳定 性 , 将 方程 (11) 的 右 端 在 x” 点 作 台 劳 展开 ,只 
有 取 一 次 项 , (11) 近 似 为 

Xert= {x Nx-— x +f(x) {12) 


12) 是 (11) 的 近似 线性 方程 ,x” 也 是 (12) 的 平衡 点 . 关于 线性 
方程 (12 ) 的 稳定 平衡 点 的 计 论 己 由 (1 )~ (4 疹 出 , 而 当 | 《x | 关 
1 时 方程 (11 ) 与 (12 ) 平 衡 点 的 稳定 性 相同 ,于 是 得 到 当 


{f Cx) < 1 (13) 
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时 ,对 于 砷 线性 方程 (11), x” 是 稳定 的 ; 当 


lf (x)I>1 (14) 
时 ,对 于 方程 (11 )x’ 是 不 稳定 的 ， 
习 题 


1 . 在 市 场 经 济 的 蛛网 模型 中 (8,1 节 ) 介 绍 了 政府 干预 不 稳定 经 济 的 两 
种 办 法 , 你 能 举 出 几 种 进行 干预 的 实际 措施 ,并 对 此 作出 评价 吗 ? 
2 . 与 市 场 经 济 蛛网 模型 的 推广 一 段 相 类 似 ,讨论 下 到 问题 : 
总 国 为 一 个 时 段 上 市 的 高 号 不 能 立即 此 完 , 其 数量 也 会 影 啊 到 下 一 
时 段 的 价格 ,所 以 yi 由 避 和 x; 决定 .再 设 xx41 伪 只 联 决 十 yi .给 出 稳 
定 平 衡 的 条 件 , 并 与 8.1 节 人 9 ) 式 和 (16) 式 进行 比较 ， 
仿 苦 除 了 7 由 xj 1 和 x 决定 之 外 ,xs 也 由 jy 和 了 -确定 .如 
8.1 闻 (C11 ] 式 . 试 分 析 稳 定 平衡 的 条 件 古 否 还 会 放宽 . 
3 . 监 证 阳 裤 增长 模型 人 .2 节 ) 的 (15)~ (18) 式 . 
4 .用 计算 起 解 但 汪 增 长 模型 (8 ,2 节 产 程 6 让. 令 忆 从 ( 营 如 ,5 逐渐 增 
可 ,点 赛 语 列 x 收 铝 .2 倍 属 期 收 仇 .4 人 悦 周 期 收敛 …… 直 译 一片 混乱 的 情 
涡 . 试 以 疡 为 横 华 标 , 收 伍 点 为 纵 坐 标 作 图 ， 
5 , 举 出 儿 个 了 组 滞 增 长 模型 (微分 形式 或 差分 形式 ) 的 占用 实例 . 
6 .在 接 年 龄 分 组 的 种 群 塔 长 模 狐 中心 ,3 节 ), 设 “ 群 动物 最 高 年 龄 为 15 
央 ,每 5 岁 一 组 分 成 3 了 个 后 龄 组 ， 各 组 的 繁殖 率 为 由 =0 , 访 =4， 六 =3, 存 


活 率 为 中 = 于 ,= 方 ,开始 时 3 组 各 有 1000 只 . 求 15 年 后 各 组 分 别 有 多 


消 上 内 ,以 及 时 间 充 分 民 以 后 种 群 的 增长 率 和 按 年 龄 组 的 分 布 . 

7 .在 接 年 龄 分 组 的 种 群 增长 模型 中 , 证 明 当 时 间 充 分 长 以 后 着 总 和 第 
殖 率 RR>1(8.3 此 人 7) 成 )】, 则 种 群 增长 , 基 只 <1 则 种 群 减少 . 

.在 撤 全 龄 分 组 的 种 群 赠 长 措 弄 基础 上 ,建立 种 群 的 稳定 收获 模型 . 

和 设 年 龄 组 多 间 ,时 段 长 度 都 正好 等 十 种群 的 繁殖 周期 , 种 群 的 按 

年 龄 组 分 布 ，Leslie 什 阵 及 增长 规律 仍 用 8.3 市 (3)~ 105)] 式 表示 . 如果 将 每 
了 时段 咎 党 年 龄 组 种 群 的 增加 量 作为 这 个 由 民 的 收获 量 , 令 三 全 ) 为 居 鞭 系数 ， 
表 水 时段 结束 后 第 计生 龄 组 的 收获 苹 与 总 数 之 比 , 即 
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= Et) j= 1 ,2 yn 


xi 人 二 十 1) 
所 谓 稳 定 收 区 的 含 艾 是 ,各 个 时 段 同 一 年 龄 组 的 收获 蓝 不 变 ， 即 关 居 ) 和 
和 (人 ) 与 上 无 甘 , 用 在 表示 以 皮 为 对 角 元 素 的 对 角 阵 ,证明 稳定 收藏 模型 古 
表 为 


Lx— x= HLx 


其 中 zx 是 种 群 接 年 龄 组 的 稳定 分 布 . 
伪证 明 秦 得 稳定 收获 的 充 要 条 件 是 : 有 福 足 
(1— A 并 二 十 下 3 人 一 丙 》 十 十 让 1 一 下 小 人 一 天 四 = 
x=ex fce 是 大 于 零 的 常数 ] , 其 中 
x =[1,s {ob}, So 
匀 利用 第 6 题 的 数据 给 出 末 和 xx 的 一 组 解 ,并 计算 稳定 收获 景 . 
“9 ,讨论 稳定 收获 模型 (第 8 题 ) 的 两 个 特例 ， 
有 些 种 群 最 年 幼 的 级 则 具有 较 天 的 经 济 价值 , 所 以 饲养 履 只 收获 
这 个 年 龄 组 的 种 群 ,于 是 员 = 下 ,和 =…= 几 =0. 讨 论 这 种 情况 下 的 模型 ， 稳 
定 收 获 的 充 要 条 件 , 并 在 第 5 是 数据 下 求解 . 
名 对 于 随机 捕 奖 的 种 群 ,区 分 年 龄 是 困 淮 的 . 不 妨 假 定 下 = … == 
计 论 同样 的 问题 . 
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第 9 章 层次 分 析 法 建 模 


大 位 在 日 常生 活 中 常常 磁 到 许多 决策 问题 : 买 一 件 衬 衫 ,你 要 
在 棉 的 , 经 的 , 涤纶 的 … 及 花 的 , 白 的 . 方 格 的 … 之 中 作出 
抉 拼 ; 请 朋友 吃饭 , 要 筹划 是 办 家 宴 或 去 饭店 , 是 吃 中 餐 还 是 西 
餐 或 白 助 餐 ; 假期 旅游 , 是 去 风光 绪 丽 的 苏 杭 ,还 是 去 迷人 的 北 
戴 河 海滨 , 或 者 去 山水 甲 天 下 的 桂林 ， 如 果 以 为 这 些 日 常 小 事 不 
必 作 为 决策 间 题 认真 对 待 的 话 ,那么 当 你 面临 报考 学 校 、 挑 选 专 
业 , 或 者 选择 工作 岗位 的 时 候 , 就 要 慎重 泛 虐 ,反复 比较 , 尽 可 
能 地 作出 潢 意 的 决策 了 . 

有 从事 各 种 职 亚 的 人 也 经 常 面 对 决 策 : 一 个 厂 长 要 决定 购买 哪 
种 设备 ， 上马 什么 产品 ; 科技 人 员 要 选择 研究 课题 ; 医生 要 为 疑 
难 病症 确定 治疗 方案 ; 经 理 要 从 若干 应 试 者 中 选 乒 秘书 ; 各 地 区 
各 部 门 的 官员 则 要 对 人 口 .交通 、 经 济 ,环境 等 领域 的 发 展 规划 
作出 决策 ， 

人 在 处 理 上 面 这 些 决 策 问 题 的 时 候 ,要 考虑 的 因素 有 多 有 有 
少 ,有 有 太 有 小 ,但 是 一 个 共同 的 特点 是 它们 通常 都 涉及 到 经 济 、 
社会 、 人 文 等 方面 的 因素 . 在 作 比 较 、 判 断 、 评价、 决策 时 ,这 
些 因素 的 重要 性， 影响 力 或 者 优先 程度 往往 难以 量化 , 人 的 主观 
选择 (当然 要 根据 客观 实际 ) 会 起 着 相当 主要 的 作用 , 这 就 给 用 
一 般 的 数学 方 宪 解决 问题 带 来 本 质 上 的 困难 . 

T.L.Saaty 等 人 在 七 十 后代 提出 了 一 种 能 有 兹 地 处 理 这 样 - - 
类 问题 的 实用 方法 , 称 层 次 分 析 法 (Analytic Hierarchy Pro cess， 
简 记 AHP ). 这 是 -种 定性 和 定量 相 结 合 的 、 系 统 化 , 居 次 化 的 
分 析 方 法 . 过 去 姥 帘 自然 和 社会 现象 主要 有 机 理 分 析 和 统计 分 析 
两 种 方法 ,前 者 用 经 典 的 数学 工具 分 析 现 象 的 因果 关系 , 后 者 以 


303 


随机 数学 为 工具 , 通过 大 量 观 测 数据 寻求 统计 规律 . 近 午 来 发 展 
的 系统 分 析 是 又 一 种 方法 , 而 层次 分 析 法 就 是 系统 分 析 的 数学 耳 
其 之 一 ， 

下 而 先 介 绍 屋 次 分 析 法 的 基本 步 曲 和 炭 用 实例 , 再 计 论 该 方法 
在 理论 . 计算 太 建 模 等 方面 的 若干 问题 中 闪光 和 91. 


9.1 层次 分 析 法 的 基本 步骤 


层次 分 析 法 的 基本 思路 与 人 对 -个 复杂 的 决策 问题 的 思维 ， 
判断 过 程 大 体 上 是 … 梯 的 . 不 妨 用 前 面 提 到 的 假期 旅游 为 例 , 假 
如 有 P,, P; . P， 3 个 旅游 胜地 供 你 选择 ,你 会 根据 诸如 景色 、 费 
用 和 居住 , 钦 食 、 旅途 条 件 等 -- 些 准则 去 反复 比较 出 3 个 候选 地 点 . 
首先 , 你 会 确定 这 些 谁 则 在 你 的 心 日 中 各 占 多 大 比重 , 如 果 你 经 
济 宽 红 . 醉心 旅游 ,自然 特别 看 重 避 色 条 件 , 而 平 蓄 俭朴 或 于 头 
拓 据 的 人 则 会 优先 考虑 费用 , 小 老年 旅游 者 还 会 对 居住 . 饮食 等 
条 件 寄 以 较 大 关注 . 共 次 , 你 会 就 每 一 个 淮 则 将 3 个 地 点 进行 对 
比 , 壁 如 P| 景色 展 好 , P, 次 之 ; P, 费 用 最 低 ,P; 次 之 ; P, 居住 
等 灯 件 较 好 等 等 ， 最 后 ,你 昌 将 这 两 个 层次 的 比 罗 判断 进行 综 台 ， 
在 Pl 、P;、P; 中 确定 哪个 作为 最 佳 地 总 ， 

上 面 的 思维 过 程 可 以 加 工 妾 理 成 以 下 几 个 步 又 : 

1 ,将 决策 问题 分 解 为 3 个 层次 ,最 上 层 为 口 标 层 , 即 选 样 旅 
游 地 ,最 下 屋 为 方案 层 ,有 Pi ,P,Pi3 个 供 选 择 地 点 ,中 间 屋 
为 准则 层 , 有 景色 , 费用 、 居 和 作 . 饮食 , 旅途 5 个 堆 则 , 各 尼 癌 
的 联系 出 相 连 的 直线 表示 (图 9 一 1). 

2 . 通过 相 区 比较 确定 各 准则 对 于 日 标的 权重 , 及 各 方案 对 
于 每 一 准则 的 权重 . 这 些 权 重 在 人 的 思维 过 程 中 通常 是 定性 的 ， 
而 在 层次 分 析 芒 中 则 要 给 出 得 到 权重 的 定量 方法 . 

3 . 将 方案 层 对 准则 层 的 权重 及 准则 层 对 月 标 野 的 权重 进行 
综合 , 最 终 确定 方案 层 村 日 标 层 的 权重 . 在 层 次 分 析 法 中 要 给 出 
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肌 标 层 


图 9 一 ] 选择 彤 游 地 的 忆 次 结构 


进行 综合 的 计算 方法 . 

层次 分 析 法 将 定性 分 析 与 定量 计算 结合 起 来 完成 上 述 步 又 ， 
给 出 决策 结果 . 下 面 我 们 来 说 明和 如 何 比较 同 -- 层 各 因素 对 上层 因素 
的 影响 ,从 而 确定 它们 在 上 层 因素 中 占 的 权重 

成 对 比较 矩阵 和 权 向 是” 涉及 到 社会 . 经 济 、 人 文 等 因素 的 
决策 问题 的 主要 困难 在 下 , 这 些 因 素 通 常 不 易 定量 地 量 测 .人们 
凭 自己 的 经 验 知识 进行 判断 ， 当 因素 较 多 村 给 出 的 结果 往往 是 不 
全 面 和 不 准 克 的， 如 果 只 是 定性 的 结果 , 划 常常 不 容易 被 别人 接 
受 . Saaty 等 人 的 作法 ， 是 不 把 所 有 因素 放 在 - -起 比较 ,而 是 
两 两 相互 对 比 ， 二 是 对 比 时 采用 相对 尺度 , 以 尽 可 能 地 减少 性 质 
未 亲 的 诸 因 素 想 立 比较 的 困难 ,提高 准确 度 ， 

假设 要 比较 基 - - 层 个 因素 C, .CC, 对 上 层 - -个 因素 
0 的 影响 ,如 旅游 决策 问题 中 比较 景色 等 5 个 准则 在 选择 犬 游 地 
这 个 县 标 中 的 重要 性 , 每 次 取 两 个 因素 C; 和 C,, 用 a 关东 C; 和 C， 
对 0 的 影响 之 比 , 全 部 比较 结果 可 用 成 对 比较 矩阵 


可 一 (Gy 人 0 ar 一 1 (1) 
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表示 . 由 于 (1) 式 给 出 的 a 的 特点 , 4 称 为 正 互 掺 矩阵 .显然 必 
有 ar 1. 如 用 GC ,… Cs 依次 表示 景色 、 费用, 居 件 , 饮食 、 旅 


途 5 个 准则 , 设 某 人 用 成 对 比较 法 (做 C? = 2 4 次 对 比 ) 得 到 
的 成 对 比较 阵 ( 正 互 反 阵 ) 为 


1 172 4 3 3 ] 
2 1 7 5 5 
A= | 14 7 1 12 13 (2) 
13 1 2 1 1 


1 1 3 上 1 


(2) 中 aa= 1 表示 景色 C 与 费用 C 对 选择 旅游 地 这 个 有 昌 标 O 
的 重要 性 之 比 为 ] 2 ; eaj=4 表 示 景 色 C 与 居住 条 件 C 之 比 为 
4 六 ;ay=7 表示 费用 C, 与 居住 条 件 C; 之 比 为 了 :1 . 可 以 看 出 
在 此 人 选择 旅游 地 时 , 费用 因素 最 重 , 景色 次 之 . 怎样 由 成 对 比 
较 阵 确定 诸 因 素 C,,… ,C, 对 上 层 因 素 O 的 权重 呢 ? 

仔细 分 析 - -下 (2 ) 式 给 出 的 成 对 比较 阵 4 可 以 发 现 , 既然, 
与 C, 之 比 为 1 :2 ,Cl 与 C; 之 比 为 4:1, 那么 C 与 CC 之 比 应 
为 8 :|] 而 不 是 7 :1 才能 说 明成 对 比较 是 一 教 的 .但 是 ,nn 个 因 
素 要 作 也 0 一 1 次 成 对 比较 ,全 部 - 致 的 要 求 是 太 敬 刻 了 ， 
Saaty 等 人 给 出 了 在 成 对 比较 不 一 致 的 情况 下 计算 各 因素 C, :…， 
C, 对 因素 恕 的 权重 的 方法 ,并且 确定 了 这 种 不 一 致 的 容许 范围 ， 
为 了 说 明 这 点 我 们 先 看 成 对 比较 完全 - 致 的 情况 . 


设想 把 一 生生 你 CC ,如 果 精 确 
其 称 出 它们 的 重量 为 wm，… ,+ “在 作成 对 比较 时 令 j= Wi 
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那么 得 到 


Wi Ww. Ww 
WW Wa Wo, | 
W, Ww, Ww, 
bu ? 
4 一 Ww = wi (3 ) 
w Wy WW 
Ww Wy W, J 


这 些 比 较 显 然 是 一 致 的 . 4 块 小 石头 对 太 厂 站 的 权重 { 即 在 大 石 
蒜 中 占 的 比重 } 可 用 向 量 w= 人 wi ,Ww mw) 表示 ,如 果 太 石 


头 为 单位 重量 . 则 有 站 ww 一 1. 显然 ,4 的 各 个 列 向 量 与 w 仅 相 


差 一 个 比例 因子 ， 
一 般 地 , 如 果 一 个 正 互 反 阵 4 满足 
Qa d= sj k= ,2 ,Hh (4) 


则 4 称 为 一 致 性 矩阵 , 简称 一 至 阵 . (3 ) 式 给 出 的 4 显然 是 一 致 
阵 . 容易 证 明 # 阶 -- 属 阵 .4 有 下 列 性 质 (习题 1 ). 

1 . 4 的 秩 为 1 ,4 的 唯一 非 寺 特 征 根 为 n ，; 

2 ,4 的 任 一列 ( 行 ) 向 量 都 是 对 应 于 特征 要 于 的 特征 问 量 . 

如 果 得 到 的 成 对 比较 阵 是 一 致 阵 , 像 (3) 式 的 4 ,自然 应 取 
对 应 于 特征 根 4 的 、 归 一 化 的 特征 向 量 ( 即 分 量 之 和 为 1) 表 示 
诸 因 素 C ,…C, 对 上 层 固 素 0 的 权重 , 这 个 向 量 称 为 权 向 是 . 
如 果 束 对 比较 阵 4 不 是 一 发 阵 ,但 在 不 一 致 的 容 许 范围 内 { 下面 
将 说 明 如 何 确 定 这 个 范围 ) .Saaty 等 人 建议 用 对 应 十 4 最 大 特 
征 根 ( 记 作 2) 的 特征 向 量 { 归 -化 后 ) 作 为 权 癌 量 w , 即 w 注 足 


Aw=)w (5) 
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直观 地 看 , 因为 年 阵 4 的 特征 根 和 ! 特 征 向 其 连 续 地 依赖 -矩阵 
的 元 素 a; :所 以 当 a 离 一 致 性 的 歼 求 不 壕 时 ,4 的 特征 根 和 特征 
向 量 也 与 一 致 阵 的 相差 不 大 ， (5 ) 式 表示 的 方法 称 为 由 成 对 比较 
阵 求 权 向 量 的 特征 根 法 . 求 和 的 简便 算 洁 和 特征 根 法 末 深 入 
的 意义 ， 以 及 其 它 求 权 向 量 的 方 落 见 9.3 节 . 

比较 尺度 ” 当 比 较 商 个 可 能 具有 不同 性 质 的 因素 C, 和 C 对 
于 一 全 上 上 层 因素 O 的 影响 时 ,采用 什么 样 的 相对 尺度 a， 较 好 
呢 ? Saaty 等 人 提出 用 1 一 9 尺度 , 即 a 的 取 值 范围 是 1 ,2,…， 


9 及 其 互 反 数 ] , 记 本 六 .理由 如 下 . 


1 . 在 进行 定性 的 成 对 比较 时 ,大 们 头脑 中 通常 和 有 5 种 明显 
的 等 级 , 用工-9 关 度 可 以 方便 地 表示 如 下 . 


表 9 一 i 1 一 9 尺度 a 的 含义 


尺度 中 售 义 

1 C 上 襄 的 影响 相同 

3 CG 比 的 影响 稍 强 

5 吕 比 G; 的 影响 强 

7 局 比 Gi 的 影响 阴 显 地 强 

9 Ci Gi 的 影响 绝对 地 强 
2,4,6,8 训 上 与 C; 的 影响 之 生 在 于 述 丙 个 由 龟 等 级 之 岂 
.了 计 | 器 与 的 影响 之 比 为 上 面 ay 的 太 反 数 


2 .心理 学 家 认为 ,进行 成 对 比较 的 因素 太 多 , 将 超出 人 的 知 
断 能 力 , 最 多 大致 在 7 士 2 苑 围 . 如 以 9 个 为 限 , 用 [一 9 斥 度 家 
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示 它 们 之 闽 的 差别 正 合适 ， 

3 .Saaty 曾 用 1 一 3,， 1- ,1 一 17y (d+ 0.1)- +0.9) 
(d=1,2,3 ,4) ,1 一 (p=2,3,4,5) 等 基 27 种 比较 尺度 ,对 
在 不 同 距离 处 判断 某 光 源 的 亮度 等 实例 构造 成 对 比较 阵 ， 并 算出 
权 疝 量 . 把 这 些 权 向 量 与 按照 光 强 定律 等 物理 知识 得 到 的 实际 的 
权 问 时 进行 对 比 发 现 ,1 一 9 尺度 个 仅 在 较 简单 的 尺度 中 散 好 ,而 
昌 结 果 并 不 劣 丁 较 复 杂 的 尺度 ， 

日 前 在 层次 分 析 靶 的 应 用 中 ,大 多 数 人 都 用 1 一 9 尺度 .在 
(2) 式 给 出 的 成 对 比 轻 隐 4 中 就 是 用 的 这 个 尺度 . 

一 致 性 检验 ”成 对 比较 阵 通常 不 是 一 致 昨 , 但 是 为 了 能 用 它 
的 对 应 于 特征 根 :的 特征 向 景 作 为 被 比较 因素 的 权 问 量 ， 具 不 - - 致 
程度 应 在 容许 范 针 内 . 怎样 确定 这 个 范围 呢 ? 

前 面 已 经 给 出 nn 阶 致 阵 的 特征 根 是 4, 在 9.3 节 将 证 明 的 

:个 重要 定理 表明 , ” 阶 正 开 反 阵 4 的 晤 大 特征 根 关 , 而 妆 
“=P 时 了 是 一 致 阵 . 

根据 上述 定理 和 ;连续 地 依赖 于 a 的 事实 可 知 , 不 比 严 大 
得 越 多 , 4 的 不 - 臻 程度 越 严重 , 用 特征 向 量 作 为 权 疝 量 引 起 的 
判断 误差 越 大 . 因而 可 以 用 一 rn 数值 的 大 小 来 衡 节 4 的 不 -- 
致 程度 . Saaty 将 


A—n 
n—l 


CT 一 (6) 


定义 为 一 致 性 指标 . C1=0 时 4 为 - 敏 阵 ; C1 越 大 4 的 不 至 
程度 战 严重 . 注意 到 4 的 n 个 特征 根 之 和 等 于 4 的 对 角 苑 素 之 
和 (为 什么 ? ) ,而 4 的 对 角 元 素 均 为 1 ,所 以 特征 根 之 和 》 入 = 


【不 妨 记 二 =4). 由 此 可 知 ， 一 致 性 指标 Cf 相当 于 除 4 外 其 余 
5 一 1 个 特征 根 的 平均 值 ( 取 绝 对 值 }、 
为 了 确定 4 的 不 -发 程度 的 穿 诈 范围 ， 需 妆 找 出 衡 芋 4 的 


了 了 7 


一 致 性 指标 CI 的 标准 . Saaty 又 引入 所 谓 随 机 一 致 性 指标 只 7 ， 
计算 RI 的 过 程 是 : 对 于 圈定 的 ,; 随 山地 构造 正 耳 反 阵 4《 它 
的 元 素 a(i< 站 从 1 一 9,1 ~ 19 中 随和 机 取 值 ,a 为 a 的 开 反 
数 ,a =1), 然 后 计算 4 的 一 致 性 指标 C 可 以 想到 ,4 是 非 
常 不 一 至 的 , 它 的 C7 相当 大 . 如 此 构造 相当 多 的 4 “用 它们 的 
C7 的 平均 值 作 为 随机 -- 致 性 指标 . Saaty 对 于 不 同 的 24=1 一 
i1), 用 100 ~ 500 个 样本 4 算出 的 随机 - - 致 性 指标 RI 的 数值 
如 下 


表 9--2 随机 一 致 性 指标 Ri 的 数值 


Hn |1 2 3 4 5 6 7 名 9 10 TI1 


RI|0 0 O58 0.3 1.12 1.24 1.32 141 1.45 149 1.31 


表 中 n=1 ,2 时 只 =0, 是 因为 1,2 阶 的 正 开 有 反 阵 总 十 … 致 隆 ， 
对 三 zz3 的 成 对 比较 阵 4 ,将 它 的 发 性 指标 C1 与 日 阶 
( 指 闻 相 同 ) 的 随机 - 致 性 指标 Rif 之 比 称 为 一 致 性 比率 CR , 当 


CR= 和 <0.! (7) 

时 认为 4 的 不 一 致 程度 在 容许 范围 之 内 ,可 用 其 特征 向 节 作为 

权 向 曼 . 否则 要 重新 进行 成 对 比较 ,对 4 加 以 调整 . 顺便 指出 ， 
(7 ) 忒 中 0.1 的 选 了 是 带 有 一 定 证 观 信和 度 的 ， 

对 于 4 利用 (6).(7) 式 和 表 9 一 2 进行 检验 称 为 一 致 性 检验 . 

对 于 ( 2 ] 式 给 出 的 4 可 以 算出 =5.073 ,时 -化 的 特征 向 


* 】 由 于 随机 性 , 不 加 的 大 于 不 隔 的 梯 本 得 到 的 RI 的 数值 会 与 家 9 一 2 前 有 有 世人 . 
“+ 沁 竺 咱 的 是 笠 便 算法 一 和 法 (时 9.3 和 1) 
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量 w={0.263, 0.475.0.055.0.099.0.110 和 由 (6) 式 C7= 二 5 


= 0.018 ,在 表 9 一 2 中 查 出 RT= 1.12. 按 (7] 式 计算 ,CR= 二 站 
= 0.016<0.1, 于 是 通过 了 .… 致 性 检验 , 故 上 述 w 可 作为 权 向 车 . 

组 合 权 向 量 ”看 旅游 决策 问题 中 我 们 已 经 得 到 了 第 2 层 ( 准 
则 层 ) 对 第 1 层 ( 晶 标 屋 ,只 有 一 个 因素 ) 的 权 向 明 , 记 作 w= 
Ov,w30)T( 即 有 (2) 式 的 4 算出 的 w). 用 同样 的 方法 
构造 第 3 层 (方案 层 , 见 图 9 三 1 ) 对 第 2 层 的 每 个 准则 的 成 对 
比较 阵 ,不 妨 设 它们 为 


1 2 5 1 1143 18 
B=| ID2 1 2 5=-|3 1 14 
1 12 1 8 3 1 
1 l 3 — 1 3 4 
B=| 1 ! 3 B=113 1 1 
1/3 13 1 L4 1 1 
1 1 14 


这 里 矩阵 Bk= 1 ,… ,5 ) 中 的 元 素 5 的 是 方案 (旅游 地 )P 与 P， 
对 十 准则 C (景色 、 费用 等 ) 的 优越 性 的 比较 尺 庶 . 
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由 第 3 屋 的 成 对 比较 阵 B. 计算 出 权 向 量 w 名 ,最 人 大 特征 概 4 
和 -- 至 性 指标 C1 ,结果 列 人 下 表 . 


表 9-3 旅游 决策 问题 第 3 层 的 计算 结果 


x } 2 3 4 5 
0.595 0.082 0.429 0.633 0.166 
we) 0.277 0.236 0.429 0.193 0.166 
0.129 0.682 0.142 0.175 0.668 

到 3.005 3.002 3 3.009 3 

Ch | 0.003 0.001 0 0.005 0 


不 难看 出 ,由 于 n=3 时 随机 - 致 性 指标 RI=0.583( 表 9 一 2), 所 
以 上 面 的 CH 均 可 通过 一 致 性 检验 . 

下 面 的 问题 是 由 各 准则 对 日 标的 权 向 量 w 中 和 各 方案 对 每 一 
淮 则 的 权 向 量 mp (=1,… ,5) 计算 各 万 案 对 日 标的 权 疝 量 ， 
称 为 组 合 权 向 量 ， 记 作 wa 对 于 方案 PP , 它 在 景色 等 5 个 谁 则 
中 的 权重 用 we 的 第 1 个 分 量 表示 ( 表 9 一 3 中 w8 ?的 第 1 征 ), 而 
5 个 淮 则 对 于 日 标的 权重 又 出 权 向 量 w2 ;表示 , 所 坟 方 案 P 在 日 
标 中 的 组 合 权重 应 为 它们 相 庶 项 的 两 两 匀 积 之 和 , 即 


0.595 » 0.263+0.082 。0.475+0.429，0.055 

十 0.633。0.099 上 +0.166。0.110=0.300 
同样 可 以 算出 P, , 已 ;在 目标 中 的 组 合 权重 为 0.246 和 0.456, 二 
是 组 洁 权 向 量 w31 二 (0.300,0.246,0.456)7 .结果 表明 方案 PP， 


芒 旅 游 地 选择 中 占 的 权重 近 于 12 ,远大 了 P,P, ,应 作为 第 1 
选择 地 点 . 
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由 上 上述 计算 可 知 , 对 于 3 个 层次 的 决策 问题 , 若 第 1 层 只有 有 
i 个 因素 ,第 2. 3 层 分 别 有 P ,mi 个 因素 , 记 第 2 .3 层 对 第 1 ,2 
屋 的 权 向 量 分 别 为 
w= (Ww ,wT 
We= (we yw k=1 ,2 ,A 
以 we 为 列 向 量 构成 矩阵 
Wo =| WwW) ，.…， ,Ww 
则 第 3 层 对 第 1 层 的 组 合 权 向 量 为 
内 1 二 HW wt {8) 
“更 … 般 地 , 若 共 有 * 层 ,， 则 第 大 层 对 第 1 层 ( 设 只 有 1 个 因 
素 ) 的 组 侣 权 疝 量 为 
3 4， (9) 


其 中 万 后 是 以 第 天 层 对 第 天 ~ 虐 层 的 权 向 量 为 列 向 量 组 成 的 矩阵 . 
下 是 最 下 层 (第 : 层 ) 对 最 上 屋 的 组 合 权 向 量 为 


w= WD Wwe) {10) 


组 合 一 致 性 检验 ”在 层次 分 析 的 整个 计算 过 程 中 ,除了 对 等 
个 成 对 比较 阵 进 行 - 致 性 检验 , 以 判断 每 个 权 向 量 是 否 可 以 应 用 
外 ,还 要 进行 所 谓 组 合 一 致 性 检验 , 以 确定 组 合 权 向 量 是 否 可 以 
作为 最 终 的 决策 依据 . 

组 合 一 致 性 检验 可 逐 层 进行 . 若 第 p 层 的 一 狼人 性 指标 为 二 7 

CI 是 第 P- 1 屋 因 素 的 数 日 ) ,随机 一 致 性 指标 为 RA， 


R10 ,定义 
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| CT (11) 
及 Je = [ RIW, 了 We) (12) 


则 第 p 层 对 第 1 层 的 组 全 一 致 性 比率 为 


CI 
RIY) sp 二 3 ,5 (13) 


其 中 CR" 为 由 (7) 式 计算 的 - : 致 性 比率 . 最 后 , 当 最 下 层 对 碘 
上 层 的 组 合 一 臻 性 比率 


CRO= CRY -DT 


人 民品 < 人 .17 (14) 


时 认为 整个 层次 的 比较 判断 通过 -至 性 检验 . 

在 旅游 沁 策 问题 中 可 以 算出 C1?=0.00176, R= 0.58, 前 
面 已 经 有 CR2 = 0.016 ,于 是 由 (13) 得 到 

CR -0.016+ 人 ao =0.019<0.1 

通过 了 组 合 一 致 性 检验 ,前面 得 到 的 组 合 权 向 量 we 可 以 作为 最 终 
决策 的 依据 . 

在 卡 池 的 最 后 , 将 层次 分 析 法 的 基本 步骤 归纳 如 下 . 

1 .建立 是 次 结 梅 模型 在 深 入 分 析 实 际 问题 的 基础 上 . 将 有 
其 的 各 个 因素 按照 不 同属 性 名 上 而 下 她 分 解 成 者 干 居 次 . 同 - 层 
的 诸 因 素 从 属于 上 - 层 的 因素 或 对 上 层 因 素 有 影响 , 同时 吧 支 配 
下 一 层 的 轩 雪 或 受到 下 层 因 素 的 作用 . 最 上 层 为 是 标 晨 ,通常 只 
有 1 个 因素 , 最 下 层 通常 为 方案 或 对 象 屋 ,中 间 可 以 有 ! 个 或 儿 
个 层次 , 通常 为 准则 或 指标 层 . 当 锥 则 过 多 时 ( 警 如 多 于 8 个) 应 
进一步 分 解 出 子 准则 层 . 


+ ) 妆 名 数 较 多 时 可 将 临界 值 0.1 破 宽 . 
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2 , 构造 成 对 比较 阵 ”从 层次 结构 模型 的 第 2 县 开始 , 对 于 从 
属 填 {或 影响 及 ) 上 一 层 每 个 因素 的 同一 层 诸 因 素 ,用 成 对 比较 法 和 
1 一 9 比较 尺度 构造 成 对 比较 阵 , 直到 最 下 屋 . 

3 , 计算 权 向 量 并 做 一 致 性 检验 ”对 于 每 一 个 成 对 比较 阵 计 
算 最 大 特征 根 及 对 应 特征 向 量 (计算 方法 见 9.3 节 )， 利 用 一 致 性 
指标 , 随机 一 致 性 指标 和 一 致 性 比率 做 - 致 性 检验 , 若 愉 验 通过 ， 
特征 向 量 ( 归 一 化 后 ) 即 为 权 向 量 ; 若 不 通过 , 需 重新 构造 成 对 
比较 阵 ， 

4 .计算 组 台 权 向 量 并 做 组 合 一 致 性 检验 ”利用 (10) 式 计算 
最 下 层 对 目标 的 组 合 权 向 量 , 并 根据 (11) 一 (14) 式 做 组 合 一 臻 
性 检验 , 若 检 验 通 过 , 则 可 按照 组 合 权 向量 表示 的 结果 进行 决策 ， 
否则 需 重 新 考虑 模型 或 重新 构造 那些 一 致 性 比 府 CR 较 大 的 成 
对 比较 阵 . 


9.2 层次 分 析 法 的 广泛 应 用 


层次 分 析 法 在 七 十 年 代 中 期 由 工 .L.Saaty 正式 提出 来 之 后 ， 
由 于 它 在 处 理 复杂 的 决策 问题 上 的 实用 性 和 有 效 性 , 很 快 就 在 
性 输 范 围 内 得 到 党 遍 的 重视 和 广泛 的 应 用 .|- 几 年 米 它 的 应 用 已 
遍及 经 济 计划 和 管理 ,能源 政策 和 分配 , 行为 科学 、 军事 指挥 . 
运输 , 农业 ,教育 、 人 才 ,医疗 , 环境 等 等 领域 . 从 处 理 问 题 的 
类 坦 看 , 主要 是 决策 , 评价 , 分 析 ,预测 等 .这 个 方法 在 八 十 年 代 
初 引 人 我 国 ,也 很 快 为 广大 的 应 用 数学 工作 者 和 有 关 领 域 的 技术 人 
内 所 接受 ,得 到 了 成 功 的 应 用 . 

从 上 节 介 绍 的 层次 分 析 法 的 基本 砂 双 看 ,建立 层次 结构 模 境 
是 关键 的 一 步 ,下 面 给 出 应 用 实例 时 即 以 这 一 步 为 主 . 构造 成 对 
比较 阵 是 整个 工作 的 数量 依据 ,当然 是 重要 的 , 应 当 由 经 验 和 知 
识 站 富 , 判断 力 强 的 专家 给 出 ,还 不 妨 采 用 群体 判断 的 方式 . 至 
于 第 3 ,4 步 的 计算 工作 , 数学 工作 者 是 容易 完成 的 . 
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例 1 城市 能 源 供应 系统 改造 方案 的 比较 

某 市 能 源 供应 方面 存在 着 设施 落后 、 供应 分 散 ， 利 几率 低 、 
污染 严重 等 问题 . 经 有 基部 门 分 析 , 可 殿 选 择 的 改造 方案 有 : 

Pi : 制作 高 效 煤 制品 , 取代 目前 居民 用 的 普通 蜂 帘 煤 : 

P, : 将 分 散 供 热 方 式 改造 为 区 域 供 热 ; 

P; : 建造 热电 联 供 设施 ,利用 电厂 祭 热 ; 

PP: 实现 城市 煤气 化 : 

PP, : 郊 县 推广 河 气 池 , 作为 农村 主要 生活 能 源 ， 
这 些 措施 在 节约 能 源 、 降低 污染 等 方面 的 效益 , 及 在 投资 . 原 有 
设施 闲置 等 方面 的 代价 各 不 相同 . 为 了 综合 玖 虑 各 种 因素 , 俏 定 
这 些 方案 的 优 劣 顺序 , 应 该 以 效益 和 代价 为 两 个 日 标 , 建立 上 师 个 
层次 结构 模型 , 得 到 两 个 用 组 合 权 向 量 表示 的 这 些 占 案 的 排序 结 
果 , 然后 再 作 效 益 和 代价 的 综合 判断 . 

以 效益 U 为 日 标的 层次 结构 中 考虑 3 个 准则 : 

C,: 节约 能 源 ; 

C,: 隆 低 污染 以 改善 环境 质 蛙 ; 

Ci : 社会 效益 , 指 由 于 改变 能 源 利用 方式 引起 的 方便 生活 ， 
节约 了 时间 . 降低 劳动 强度 等 . 

以 代价 为 目标 的 层次 结构 中 芳 虑 的 准则 为 : 

站: 投资 . 用 建造 生产 单位 能 源 设 上 旋 所 带 资金 来 衡量 ; 

万 , : 设施 闲 辕 ， 指 原 胆 设施 报 站 、 拆除 和 改建 的 资金 : 

D;: 社会 因素 , 指 新 设施 的 选 址 、 征 地, 能源 分 配 及 新 技 
术 推 广 的 宜 传 束 育 等 

以 上 述 日 标 , 准则 和 方案 构成 的 层次 结构 如 图 9 一 2 所 未 . 某 
刺 根据 其 体 情 将 给 册 了 所 需要 的 成 对 出 较 阵 ( 略 )， 由 此 算出 的 
权 向 量 、 特征 很 、-… 致 性 指标 C7 一 - 致 性 比率 CR 及 组 合 权 向 
量 .组合 - - 致 性 比率 见 表 9 一 4, 表 9 一 5. 
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H 妹 世 


六 则 尽 


立 9-2 能 源 供 应 系统 改 疼 的 岂 次 结构 


表 9- 4 以 数 蔓 U 为 目标 的 计算 结果 


机 上 最 人 对 己 ) 06330 02583 | 01047 F-30385 C7=00193 ,CR=00337 
人 e 6 i 组 合 权 同 第 
方案 PP 一、 - ” (P 对 5) 
权 PI 0.0979 | 0.0945 0.1368 ， 0.1011 
向 p> 0.3211 | 0.1960 | 0.0837 0.2639 
基 Pa O4827 | 0.05s0 | 0.0371 0.3256 
村 Pa 0.0680 | 0.6183 | 0.s091 1).2563 
ps 0.0303 | 0.0361 | oa 0.0530 
| 一 一 - 一 一 一 | 
4 -5.30I0 | 5.3105 | 5.0920 * 
cr | 0.0753 ek | 0.0230 
CR 0.0672 | 0.0693 | 0.0205 0.0961 
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表 9- 5 以 代价 了 为 目标 的 计算 结果 ” 


机 pg 鼎 押 对 产 ) | 0.7352 0.2067 | 0O.058E -3 1171 Cf=0.0585 .CR=0.1004 
EEE Er 
人 由 让 lL 合 权 岂 量 
户 案 p A ”> Ds (PP 对 也) 
入 Pl O0516 | 0.0501 | 0.1237 0.0555 
Pp 0.2564 | 0.5529 | 0.3945 0.3257 
EE 
~ Pi 站 .1676 | D2659 ] 0.2%43 D.191% 
rr 
时 Py 0.4945 | 0.0811 | 0.1237 (}.3875 
五 
一 0.0299 | 0.0501 | 0.1237 (1.0305 
一 十 -一 
2 5.2908 | 5.0998 | 5.0100 
C7 O037 | 0.0249 | 0.0025 | 
CR 0.0649 | 0.0222 | 0.0022 0D.1533 


从 表 9 一 4 的 组 合 权 向 芋 可 知 ,热电 联 供 效益 该 高 , 区域 供 热 
种 煤气 化 处 于 第 2 .3 位 ; 而 由 表 3 一 5 知 煤 乞 化 和 和 区域 供 热 代 价 
赤 高 , 煤 制品 和 河 气 池 代 价 较 低 . 如 果 简 化 地 将 综合 指标 规定 为 与 
效益 成 正比 , 与 代价 成 反比 , 那么 把 两 个 组 合 权 向 晤 的 对 放 分 量 
相 除 ， 再 昌 一 化 可 得 综合 指 株 为 10.2877,，0.1279 、0. 2681 ， 
0.1044 ,0.2119]. 可 见 煤 制品 和 热电 联 供 的 综 台 效果 最 好 ， 说 明 煤 
制品 曙 效 益 不 太 襄 ,位 代价 很 低 , 容易 用 较 少 的 资金 了 过 球 生效 ， 
可 优先 实施 , 苦 资 金 雄 厚 ,再 上 十 热电 联 供 锐 方 党 号 ， 

例 2 科技 成 果 的 综合 评价 


家 中 Dp 灶 玉 的 RR 超过 .1 ,致使 组 全 : 致 性 比 认 十 过 大 这 是 出 于 另 蔡 匡 
的 成 车 比较 阵 构 造 得 不 村 . 
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科技 成 果 涉 及 的 领域 很 广 , 种 类 很 多 , 这 里 指 的 是 直接 应 用 
于 国民 经 济 的 某 个 生产 部 门 后 ,可 迅速 转化 为 生产 力 ， 带 来 可 定 
量 计算 的 经 济 效益 的 那 ~ 类 成 果 . 评价 准则 先 分 为 玄 益 Ci、 水 
平 C,, 规模 C: 共 3 类 ， 再 在 每 类 中 确定 着 二 具体 指标 , 如 此 构 
造 的 层次 结构 由 图 9 一 3 给 出 ， 


科技 成 果 评 优 


街 评 价 的 符 技 成 果 
加 9~3 科技 成 果 评 价 的 用 次 结构 


当 对 科技 成 果 进 行 相对 评价 时 ,可 直接 利用 屋 次 分 析 法 确定 
出 它们 对 于 综合 评价 的 优 光 舌 序 . 当 对 科技 成 果 进 行 绝对 评价 
时 , 应 先 用 层次 分 析 法 得 到 CC , C,，… 各 项 具体 指标 在 综合 评 
价 中 的 相对 权重 ,再 给 出 这 些 指标 的 等 级 标准 ， 如 对 于 Ci 年 经 
济 效益 在 100 万 元 以 上 为 1 等 但 分 ) ; 10 万 光 以 上 为 2 等 (7 分 )， 
…] 千 元 以 下 为 等 (1 分 ). 对 于 Cy: 达到 国际 水 平 为 1 等 (9 
分 ); 部 分 达到 或 全 面 接近 国际 水 平 为 2 等 (7 分 ); 国内 先进 水 平 
为 3 等 (5 分 ) ;国内 水 平 为 4 等 (3 分 )】; -- 般 水 平 为 5 等 (1 分 )， 
当 某 项 成 果 在 各 指标 中 移 等 级 被 主管 部 门 认 定 后 ,将 各 个 分 值 乘 
以 各 指标 在 综合 评价 中 的 权重 并 求 和 ，, 即 为 这 项 成 果 的 综合 绝对 
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评价 的 分 值 . 

例 3 资产 开发 的 综合 判断 

某 发 展 中 国家 有 7 种 可 供 开 发 的 矿产 资源 1 : 铁石 , 铜 Co ， 
硫酸 起 Ph , 负 U7, 错 41, 金 Go ,金刚石 Di. 它们 开发 后 对 国 
家 经 济 发 展 的 贡献 可 以 通过 陆 琴 比较 得 到 . 另 -方面 ,制订 开发 
计划 要 性 虐 6 个 因素 0 : 潜在 经 济 价 伍 OQ, ,开采 费用 8; ,风险 
0; , 青 求 0, ,战略 重 归 性 8; , 交通 条 件 964. 综合 判断 要 求 既 要 给 
出 各 种 资源 在 国家 经 济 发 展 中 的 优先 程度 , 叉 奖 确定 每 种 资源 并 
发 由 各 个 因素 的 相对 重要 性 . 为 此 构造 的 居 次 结构 如 图 9 一 4 ， 


对 经 济 发 展 的 贡献 


人 Nz 


手 9 一 4 资源 并 发 综合 判 师 的 层次 结 愧 


用 层次 分 析 法 得 到 的 资源 对 对 目标 局 的 权 向 量 和 因素 台 对 
每 种 资源 的 权 疝 量 ， 及 吕 对 已 的 组 合 权 问 量 列 人 表 9 一 6. 为 在 
同 -尺度 下 比较 各 因素 对 所 有 资源 的 相对 重要 性 , 将 QQ 对 各 种 
资源 的 权 疝 景 乘 以 相应 的 资源 对 月 标的 权重 . 结果 列 入 表 9 一 7， 

从 上 述 结果 可 作 如 下 分 析 : 铁 和 钢 对 冶 济 发 展 的 贡献 约 刘 
66% ,磷酸 盐 的 贡献 也 占 一 定 比 例 , 而 其 它 4 种 资源 总 和 不 过 
20%: 前 4 种 资源 的 潜在 经 济 价值 高 于 其 它 因 素 , 而 后 3 种 资源 
的 风险 大 于 经 济 价 仁 , 由 目前 的 需求 不 大 , 故 近 期 可 暂 不 考虑 这 3 
种 资源 的 开发 ; 组 合 桶 向 晶 表 明 煞 益 方 面 的 国 素 (Qj, 8;，Q,) 与 
代价 方面 的 国 素 (O, .0,) 之 比 为 D0.67 :0.17x4:1， 帮 图 家 应 典 
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表 9 一 6 资源 开发 判断 的 各 个 权 向 量 
相间 量 (好 对 人) | 0.40 | 026 | G15 1 0.09 | 004 00a| 0.02 | 组 合 权 向 量 


人 [7 Ta wl Ai Go | BF | (Q 对 如 


0 一 


| 

四 
和 | D44 | 04341104 | 0.34 | 0.331 0.18| 0.13 人 .4 
向 必 O05 | 0.15 | 0.08 | 0.03 | 0.1 0.21| 0.15 0.89 


据 对 资源 的 需求 价格 等 方面 的 变化 尽量 性 串 有 效 地 开发 资源 ; 
综合 起 米 看 ( 表 9 一 7) 经 济 价值 的 排序 依次 是 铁 、 铜 ， 厂 酿 盐 .. 
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从 开采 费用 看 铜 最 高 ， 铁 各 磷 肯 胡 次 之 . 而 风险 却 是 铁 最 高 , 铀 
较 低 , 这 3 种 资源 需求 差不多 , 铁 的 战略 重要 任远 高 下 此 它 , 交 
递 条 件 包 以 铁 最 好 .上述 分 析 对 于 这 些 资源 的 开发 策略 都 是 有 用 
的 Bl. 

例 4 工作 选择 

一 个 刚 获得 学 位 的 大 学 毕 站 生 面 临 选择 工作 岗位 ,他 将 疤 考 
虚 的 准则 有 : 能 够 发 挥 自己 的 才干 为 国家 作 贡 献 ; 卡 厚 的 收入 ; 
适合 个 人 的 兴趣 及 发 展 ; 良好 的 声 部 ; 人 际 美 系 ;地理 位 置 等 ， 
于 是 他 可 以 构造 如 图 9 一 5 的 层次 结构 , 用 层次 分 析 法 确定 可 供 
选择 的 工作 的 优先 顺序 . 


Le | 


电击 


Cr 选择 的 注 位 


图 3- 5 下 作 选择 的 及 次 结构 


你 认为 这 些 准则 合适 吗 ? 试 给 出 准则 层 对 日 标的 成 对 比较 
阵 . 

例 5 国家 实力 分 析 

一 些 高 家 研究 人 人员 要 对 美 , 俄 . 中 . 英 . 法 、 日 . 德 等 大 国 
的 国家 综合 实力 进行 分 析 判 断 ， 层次 分 析 尘 为 其 提供 了 一 种 手段 ， 
这 时 的 甘 键 是 确定 合适 的 准则 及 进行 实事 求 是 的 对 比 . 一 个 供 参 
考 的 层次 结构 妇 图 9 一 6 所 示 . 

通过 以 上 列举 的 几 个 实例 可 以 大 体 上 看 出 层次 分 析 法 的 应 用 


324 


国民 军事 科技 社会 对 外 
收入 力量 水 平 稳定 贸易 
L | 
美 , 犀 , 中 .日 . 盘 等 大 国 


疼 9-6 国家 综合 实力 分 析 的 后 次 结构 


模式 和 闵 及 范围 . 顺便 指出 ,在 这 个 方 尘 杠 出 和 完善 的 七 十 年 代 ， 
Saaty 等 人 曾 用 它 解决 过 一 些 图 际 或 国家 级 的 重大 课题 , 如 1985 
年 世界 石油 价格 的 预测 , 功 丹 运输 系统 的 研究 , 美国 未 来 高 等 教 
育 (1985 一 2000 ) 的 规划 等 . 


9.3 层次 分 析 法 的 车 干 问题 


屋 次 分 析 法 问世 十 - 几 年 来 不 仅 得 到 广泛 的 应 用 , 而 且 在 理论 
体系 、 计 算 方 法 以 及 建立 更 复杂 的 层次 结构 等 访 面 都 有 很 快 的 发 
展 . 本 节 将 着 重 从 应 用 的 角度 讨论 儿 个 问题 , 对 它 的 公理 化 体系 
等 方面 有 兴趣 的 读者 可 参看 [39 ,471， 

1 . 正 互 反 阵 最 大 特征 根 和 对 应 特征 向 量 的 性 质 

成 对 比较 阵 是 正 矿 反 阵 , 层次 分 析 中 用 对 应 它 的 最 大 特征 根 
的 特征 向 量 作为 权 向 量 , 用 最 大 特征 根 定义 -- 致 性 指标 (9.1 节 {6) 
式 ) 进 行 - -发 性 检验 . 这 里 人 人 们 首先 碰 到 的 问题 古 : 正 焉 反 阵 是 
否 存 在 正 的 最 大 特征 根 和 正 的 特征 向 量 ; 一 致 性 指标 的 大 小 是 否 
反映 它 接 近 一 致 阵 的 程度 , 特别 ， 当 一 致 性 指标 为 零 时 , 它 是 否 
就 变 为 一 致 阵 .下面 陋 个 定理 可 以 回答 这 些 问 题 . 

定理 { 对 于 正 算 人 阵 4 {4 的 所 有 元 素 为 正 数 )， 
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1)4 的 最 大 特征 根 是 正 单 根 2; 

2)4 对 应 正 特征 向 量 wfw 的 所 有 分 量 为 正 数 ) ; 
Are 
er die 

共 中 e= (1 ,1 ,… ,1)7,w 是 对 应 2 的 归 一 化 特征 向 量 . 

定理 的 1), 2) 是 著名 的 Perron(1907) 定 理 和 的 -- 部 分 , 3) 可 
通过 将 4 化 为 标准 形 证 明 ( 蜡 ). 

定理 2 nn 阶 正 碌 友 阵 4 的 最 大 特征 根 1 兰 靖 ; 当 /= 站 时 4 
是 一 求 阵 

5 证明] 设 4 葛 对 庶 节 的 特征 问 量 为 六 =( ,Wi ， 
w, ) ,由 定理 1 2>0,w>0 .不 妨 特 4 的 元 素 #4 记 作 


4)1lim 一 ww 
上 


y= 2 ,再 (1) 
由 忒 的 正 互 反 性 ， 
8 人 Bi] Ai (2) 
根据 特征 根 和 特征 向 鞭 的 定义 ， 
jw=》 Gy Ws f= 1 2, {3) 
将 (1 ) 代 入 (3) 并 对 i 求 和 得 
2 (4) 
利用 (2) 式 并 注意 到 s 志 1 ,(4) 式 可 化 为 
和 人 二 (5) 
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因为 恒 有 


8 十 


全 


宕 2 (6) 


1 
Er 
而 (5) 起 中 三 和 号 内 共 了 项 ,所 以 (5).(6) 给 出 


A (7) 


此 即 定理 的 第 1 部 分 . 当 =n 时 由 (5) (6) 式 可 知 必 有 
1 


8 十 一 一 2 (8) 
和 
于 是 8 二 1 , 由 (1 ) 知 
Wi 
后 一 一 一 
Tt; 
请 足 致 阵 条 件 19.1 节 (4) 式 )4 是 - 致 阵 . [ 证 毕 】 


定理 2 和 9.1 节 所 述 的 一 致 阵 的 性 质 表 上 明 , n 阶 正 互 反 阵 4 
是 一 致 阵 的 充 要 条 忻 为 ,4 的 最 大 特征 根 =. 

上 述 结论 为 特征 根 法 用 于 层次 分 析 提 供 了 一定 的 理论 依据 . 

2 . 正 互 反 阵 最 大 特征 根 和 特征 向 量 的 实用 算法 

众所周知 ,用 定义 计算 矩阵 的 特征 根 和 特征 问 量 是 相当 困难 
的 , 特别 是 矩阵 阶 数 较 高 的 时 候 . 另 一 方面 ， 因 为 成 对 比较 阵 基 
本 上 是 定性 比较 的 量化 结果 ,对 它 作 精确 计算 是 不 必 阳 的 ,所 以 
完全 可 以 用 简便 的 近似 方法 计算 其 特征 根 和 特 征 向 量 , 下 面 介绍 
儿 种 . 

(1 ) 宫 法 步 又 如 下 : 

a . 任 取 必 维 归 一 化 初始 向 量 mo 

5b. 计算 WD=AW ,=0,] ,2,.. 


C, 71 轨 一 化 , 妈 令 Ww + WT Wi E+) 


i=1 


,对 于 预先 给 定 的 精 庶 8 , 当 wi 一 wi 中 <e(i=1,2， 
时 ,wD) 即 为 所 求 的 特征 向 量 ; 否则 返回 4 


。. 计算 最 大 特征 根 4- 二 六 并 一 
n 


i=1 


这 是 求 最 大 特征 根 对 应 特征 向 量 的 迭代 方法 ,其 收 化 性 由 定 
理 1 的 3) 保 证 . wo) 可 任 选 或 取 为 下 面 方法 得 到 的 结果 ， 

(2) 和 法 “ 步 又 如 下 : 

a. 将 4 的 每 - 列 向 量 归 - -化 得 合 =6, 他 a， 


5 . 对 篇 按 行 求 和 得 记 =》 帘 

ce. 将 芭 归 一 化 w= 宙 万 二 为 
近似 特征 向 量 

4. 计算 = 二 -9 ,作为 最 大 特征 根 的 近似 值 ， 


这 个 方法 实际 上 是 将 4 的 列 向 量 归 一 化 后 取 平 均值 , 作为 4 
药 特 征 向 量 , 因为 当 4 为 一 致 阵 时 它 的 每 一 列 向 量 都 是 特征 向 
量 , 所 以 车 4 的 不 一 致 性 不 严重 , 则 取 4 的 列 向 量 ( 归 一 -化 后 ) 
的 平均 值 作为 近似 特征 向 量 十 合理 的 . 

(3 ) 根 法 ” 步 又 与 和 甘 基 本 相同 , 只 是 将 步骤 b 改 为 对 w, 


n lAn 
接生 来 积 并 开 次 方太 一 (和 ,)， 
根 法 是 将 和 法 中 求 列 向 量 的 算术 平均 值 改 为 求 几 何平 均值 ， 


+ ) 在 和 法 中 页 二 4 ,十 是 市 = 巷 六 ,但 对 根 法 则 不 其 有 和 这 种 方便 性 . 
i=1 
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以 上 3 个 方法 中 以 和 法 最 为 简便 ,试用 它 计 算 一 个 例子 : 


1 2 6 列 疝 量 0.6 0.615 0.545 
i 
4=|12 1 4| 归 - 化 |103 0308 0.364 


1 14 1 0.1 0.077 0.091 

_ 1.760 0.587 1.769 
按 行 

求 和 ”| 0.972 | 归 一 化 | 0.324 |=w ,Aw=| 0.974 

0.268 0.089 0.268 


_ 1 (1769 ，0.974 0.268 、 
3 (二 0.324 + 0.089 )-3.009 


精确 计算 给 出 w= 二 {0.588 ,0.322 ,0.090)7 ,72=3.010 .二 者 
相 比 , 相 美 其 微 . 


3 . 为 什么 用 成 对 比较 阵 的 特征 向 量 作为 权 向 量 
我 们 知道 , 当成 对 比较 阵 4 是 一 致 阵 时 ,a 与 权 向 量 


岂 二 (ww) 移 关 系 满足 ;二 一 ,那么 当 4 不 是 一 臻 阵 时 ， 
权 向 量 % 的 选择 应 使 得 w 与 也- 相差 (对 所 有 的 ij ) 尽 蓝 地 小 ， 
这 样 , 如果 从 拟 合 的 角度 看 , 确定 w 可 以 化 为 如 下 的 最 小 -- 乘 问 


题 : 
nn 昌 WwW. 2 
min 2 之 (0- w ) (9) 
1 j=1L i 


. i= 
wi 


3 了 29 


由 (9 ) 式 得 到 的 最 小 二 冬 权 向 量 一 般 与 特征 根 法 得 到 的 不 同 . 但 
是 因为 {9 j 式 将 导致 求解 关于 w 的 非 线性 方程 组 ,计算 复杂 , 社 
有 实用 价值 ， 

如 果 改 为 对 数 最 小 二 乘 : 


min YY (non 上 (10) 
pl) i=1 j=1 hh J 
则 化 为 求解 关于 ln w, 的 线性 方程 组 ,可 以 验证 ,如此 解 得 的 * 
洽 是 前 面 根 法 计算 的 结果 (习题 3) . 
特征 根 法 解决 这 个 问题 的 途径 可 让 定理 2 的 证 明 过 程 戎 出 ， 


若 用 (1) 式 给 出 的 -于 如 个 方程 向 a 旋 定 way 共 
了 9》 个 未 知 数 (i= 二、… 15> 让, 需 增 加 个 限制 条 件 . 
此 这 个 条 件 为 

2 了 Bs f=1 ,2 ,nl (11) 


则 经 (4 ) 式 推出 (3 ) 式 , w 愉 为 特 和 向量 . (11 ) 式 的 含义 请 污 堆 解 
释 (对比 4 为 一 致 阵 的 情况 ) . 

让 上 可 年 . 用 不 同 标 准确 定 的 权 向 量 是 不 同 的 . (当然 ,在 了 4 
为 - 致 阵 , 则 用 所 有 标准 确定 的 权 同 量 应 胃癌 ) . 那么 ,得 对 其 
他 方法 而 言 特 征 根 法 有 佬 么 优越 性 呢 ? 

当 比 较 Ce ,Ca 个 因素 向 上 层 基 因素 的 影响 时 ,a; 
是 C, 对 C (直接 比较 ) 的 量度 ,不妨 称 为 1 步 强 度 . 茹 记 全 = 


(ae))， 则 不 难得 到 ap = ou、 au, 即 aP 是 C, 通过 C,(s=1， 


2 ，… :8 对 C 比较 的 强度 之 和 , 称 2 步 强度 , 它 已 包含 了 1 步 
强度 a (因为 和 式 中 包括 3=i)) 站 .显然 a3 比 a， 更 能 反映 C， 对 


C, 的 强度 . 类 伺 地 , 记 4*=(at1), ax 是 大 步 强度 , 它 包 念 了 1 
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步 至 一 1 步 强度 .& 越 大 ，4f) 越 能 全 面 地 反 且 C 对 C) 的 强度 . 
可 以 认为 ak!' 体 现 了 相互 比较 的 多 步 累 积 效 应 . 

更 进一步 可 以 证 明 , 对 了 于 正 王 反 阵 4 和 每 对 (i ,j), 存 在 上,， 
妆 > 时 at at 或 za 对 所 有 s (1 所 sn 成 并 .这 表 
明 对 于 是 够 大 的 有 ,4* 的 第 i 行 元 素 给 出 了 ,在 全 部 因素 中 排序 
权重 的 信息 . 可 以 用 这 行 元 素 志 和 作为 已 | 的 权重 的 度 野 , 即 以 
一 车。 (e= (1.1,…,17) 为 讲 因 素 的 权 向 量 , 其 中 分 母 是 归 一 
化 的 需要 . Pi 顾 本 节 定 理 1 的 3), 当 上 一 2 有 时 这 个 权 向 基于 是 
贡 的 特征 向 量 w , 即 


Are 


i A 2 
由 (2 ) 式 用 级 数理 论 还 不 难 证 明 
w= lim ! > A'e (13) 
nm- a 二 | er de 


以 上 分 析 表 明 ,无论 从 爹 面 反映 因素 间 强 度 对 比 的 多 步 尝 积 
效应 的 意 关 上 ((12) 式 ), 述 是 从 各 个 多 步 累 积 效 应 的 平均 的 意 头 
1((13 ) 式 ) ,用 特 储 疝 量 作 权 问 量 ， 优 和子 放 其 他 方法 得 到 的 权 向 
量 . 

4 . 不 完全 层次 结构 中 组 合 权 向 量 的 计算 

在 前 两 节 列 尝 的 大 多 数 层 次 结 榴 模 型 中 , 上 一 层 的 每 个 因素 
都 支配 着 下 . : 层 的 所 有 因素 .三 被 下 一 层 所 有 因素 影响 ,如 图 
9 一 1 ,9 一 2,9-4 ~ 9 一 6, 这 种 层次 结构 称 为 完全 的 . 但 是 也 
在 的 层次 结构 不 是 这 样 , 如 图 93 一 3 ,第 2 层 的 礁 则 Ci 支配 第 3 
避 的 3 个 指标 Ci、 Cs、Cina( 或 者 这 有 有 3 个 指标 属于 C1) ,而 人， 
支配 另外 4 个 指标 CC,; 不 骨 划 分 指标 , 可 以 视 作 第 3 屋 的 指标 
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就 是 准则 C; 本 身 , 即 Ci = 如 ;这 种 明 次 结构 称 为 不 完全 的 . 

不 完全 的 层次 结构 会 出 现在 不 少 评价 、 决策 问题 中 , 如 学 校 
要 评价 教师 的 贡献 , 粗略 地 内 考虑 教学 与 科研 两 个 指标 , 若 Pi、 
PP Pd4 位 教师 中 PP 、P, 只 从 事 教学 ,，P, 只 搞 科 研 ,P, 则 
二 者 兼顾 , 那么 层次 结构 模型 如 图 8- 7 .CC 支配 因素 的 数 晶 
不 等 ， 


图 %- 了 评价 教师 贡献 的 县 次 结构 


在 不 完全 层次 结 移 组 合 权 向 量 和 的 计算 中 , 是 否 应 性 虞 以 及 怎 
样 考 虚 支 配 因 素数 日 不 等 的 影响 .为 避免 叙述 上 的 繁 开 ， 
我 们 县 体 地 设 第 2 层 有 2 个 因由 CC: .它们 对 第 1 层 的 权 
向 量 w2=(w ,W017 已 经 仿 定 ,第 3 层 的 因素 P,PP, .PP 
受 C 支配 , 记 n,=3.P,、P 芝 C,; 支 配 , 记 r=2. 两 个 权 癌 量 
wi= (we wh, wD,0)7 和 w= (0 ,6 ,wD ， ww "7 也 已 分 别 
从 成 对 比较 阵 算 出 , 因为 第 3 层 共 4 个 因素 ,所 以 wm we 都 应 
是 4 维 向 量 , 当 某 一 因素 不 受 上 或 局。 支配 时 , 权 问 量 的 相应 分 
量 为 零 . 上 而 讨论 由 w 吕 得 玉 中 = ww 计算 第 3 层 对 第 1 
层 的 组 合 权 向 量 w 和 3 的 方法 ， 

(1 ) 不 考虑 支配 因素 数 日 不 等 的 影响 , 像 完全 县 次 结构 计算 
-… 样 , 用 9.1 节 (8) 式 ,其 


w= Ww (14) 


这 种 方法 适合 于 像 图 9 一 3 科技 成 时 评价 那 类 问题 , 其 第 3 屋 的 
指标 分 别 属于 第 2 层 的 每 一 叭 则 , 所 以 每 个 指标 对 目标 的 组 合 权 
重 , 应 该 等 于 它 对 所 属 推 则 汐 权 重 乘 以 这 个 准则 对 日 标的 权重 ， 
这 正 是 (14 ) 式 所 表示 的 . 

(2 ) 支配 因素 越 多 相对 权重 越 大 . 用 支配 因素 的 数 日 对 权 癌 
量 w 中 进行 加 梭 ,修正 为 P 2 再 计算 we 仍 用 前 面 的 记号 ,有 


这 人 一 (we)， nw )T (十 mas- {15) 


w= WE 2 (16) 


其 中 (15) 右 端 后 面 的 因子 是 归 一 :化 的 需要 . 

在 图 9 一 7 所 示 的 教师 贡献 的 评价 中 ,如果 教师 从 事 教学 或 
科 册 定 爹 由 上 级 安排 ,那么 若 不 考虑 搞 教 学 或 科研 的 大 数 , 则 在 
评价 时 搞 教 学 的 教师 【大 数 较 多 )] 将 隐 亏 . 譬如 教学 与 科研 两 个 
准则 的 重要 性 相同 , 即 2= (1L2 ,127,4 位 教师 不 论 从 事 教 
学 或 科研 ,能 力 都 相同 , 即 w=(1/3 ,13 ,1/3 ,0)7 ,wh'=(0， 
0,12.127. 公 正 的 评价 这 是 , 被 安排 只 搞 教学 或 科研 的 已, 、 
P,.P，3 人 的 贡献 相同 ,而 忆 的 贡献 为 他 们 的 -- 倍 . 但 是 按照 
(14 ) 式 得 到 的 是 mai=(f16,.176,5712,1 4 并 用 (151.116] 式 才 
会 得 到 合理 的 结果 w={1,/5,1/5,2/5,1/5)7， 

(3 ) 支 配 因素 越 多 相对 权重 越 小 .用 支配 因素 数目 的 倒数 对 
me 加 权 【15 ) 式 变 为 


- 2} {21 12) 人 
了 Ww 了 全 Wh 一 ! 
了 作 (1 一 -1 4 一 而 -一 上 十 -一 人 (17) 
La HH nH FH 


如 果 教 师 从 事 教 学 和 科研 完全 靠 发 挥 个 人 的 积极 性 ,而 且 上 
级 希望 每 位 教师 都 二 者 兼顾 , 那么 可 以 考 虚 用 这 种 方式 评价 ,以 
鼓 其 从事 估 数 较 少 的 那 一 类 工作 (如 图 9 一 7 中 基 ,< n) 的 教师 ， 
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5 . 递 阶 层次 结构 和 更 复杂 的 层次 结构 

以 上 讨论 的 所 有 层次 结构 模型 有 两 个 共同 的 特点 ,一 是 模型 
所 涉及 的 务 因 妾 可 以 组 合 淆 属性 基本 相同 的 若干 岩 次 ,层次 内 部 国 
素 之 问 不 存在 相 谍 影响 或 支配 作用 , 或 首 这 种 影响 作用 可 以 忽略 ; 
是 层次 之 合 存 在 自 上 而 下 , 逐 层 传 递 的 支配 关系 ,没有 下 屋 对 
上 :县 的 反馈 作用 , 或 层 间 的 循环 影响 .具有 这 些 特点 的 称 为 递 阶 
层次 结构 , 前 而 介绍 的 全 部 算法 都 是 针对 这 种 层次 结构 的 ， 

下 复杂 的 层次 结构 有 以 下 几 种 情况 ， 

(1 层次 内 部 因素 之 间 存 在 相 环 影响 . 例如 以 行 台 性 能 为 日 
标 对 各 种 型 号 汽车 作 评 价 时 , 准则 居 有 简 车 . 转 疝 、 加 速 .和 运行 
等 ,这些 淮 则 之 间 就 是 相关 的 . 

(2) 下 居 反 过 来 对 上 层 有 支配 作用 ,形成 循环 , 从 而 无 法 区 
分 上 上 下层 .例如 可 以 用 教堂 、 科 研 秘 每 - -项 指标 评价 几 位 教师 ， 
电 可 以 反 过 来 对 于 每 一 位 教师 比较 他 的 教学 、 科 鲜 等 哪 一 方面 表 
现 最 为 出 色 , 从 而 在 指标 层 和 对 象 层 之 问 形成 御 坏 . 

(31 既 在 层次 内 部 因素 之 间 存 在 相互 影响 , 艾 在 层次 之 间 存 
在 反馈 作用 .复杂 的 社会 经 济 系 统 的 层次 结构 就 是 这 种 情况 , 它 
的 -- 个 简化 模型 如 图 9-8 .产业 、 党 求 ,政策 等 6 个 层次 {或 称 
子 系 统 ) 之 闻 存 在 复杂 的 相 
下 关系 (用 带 科 头 的 直线 表 
志 ), 在 每 层 内 部 各 因素 
{如 产业 包括 农业 .工业 、 笔 
三 产业 , 需求 包括 机 活 资料 . 
社会 发 展 资料 ,社会 福利 、 
亲家 安全 党 等 ) 忆 本 蝶 有 相 巨 
影响 (用 带 箭头 的 县 线 表 示 ). 

用 层次 分 析 法 研究 这 些 阁 9 一 8 社会 绪 济 系统 的 层次 结构 
更 复杂 的 层次 结构 ,需要 引入 超 乍 阵 . 极限 相对 权 回 量 ,极限 绚 
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对 权 癌 量 圭 概念， 并 建立 相应 的 算法 . 

6 . 层次 分 析 法 的 优点 和 局 限 性 

从 层次 分 析 法 的 原理 ,步骤 . 应 用 等 方面 的 订 论 不 难看 出 它 
有 以 下 优点. 

(1 ) 系 统 性 ”层次 分 析 把 研究 对 象 作为 一 个 系统 , 按照 分 解 , 
比 弦 判断 , 综合 的 思维 方式 进行 决策 ,成 为 继 机 理 分 析 ， 统计 分 
析 志 后 发 展 起 来 的 系统 分 析 的 重要 工具 . 

(2) 实 用 性 ”上司 次 分 析 把 定性 和 定量 方法 结合 起 米 , 能 处 理 
许多 用 传统 的 最 优化 技术 无 法 着 手 的 实际 问题 , 应 用 范围 很 ). 
同 寺 ,这 种 方法 将 决策 者 与 决策 分 析 者 相 丘 沟通 ,决策 省 其 至 可 
以 直接 应 用 它 , 这 就 增加 了 决策 的 有 效 性 . 

(3) 简洁 性 ”其 有 中 等 文化 程度 的 人 即 可 了 解 层次 分 析 的 基 
本 原理 和 掌 操 它 的 基本 步骤 , 计算 也 非常 简便 , 并 且 所 得 结果 简 
半 明 确 , 容易 为 决策 上 细 了 解 和 掌握 . 

层次 分 析 法 的 局 限 性 可 以 册 团 旧 , 粗略 , 主观 等 词 来 概括 . 
就 是 说 ,第 一 , 它 只 能 从 原 有 方案 中 选 优 ,不 能 生成 新 方案 ; 第 
二 ， 泡 的 比较 , 类 断 直 到 结果 都 是 粗糙 的 , 不 适 于 精 府 要 求 很 高 
的 问题 ;第 三 ， 从 建立 后 次 结构 模型 到 给 出 成 对 比较 第 阵 ， 人 的 主 
观 因素 的 作用 很 大 ,这 就 使 得 决策 结 打 可 能 难以 为 众人 接受 . 当 
然 ， 采 取 去 家 群体 月 断 的 办 法 是 现 服 这 个 缺点 的 种 途径 . 


习 题 


I .证明 属 次 分 析 法 中 定义 的 半 阶 -一致 阵 4 49.1 节 必 7) 不 ] 有 下 列 性 质 : 
1 4 的 秩 为 1 , 叭 -- 侨 零 特征 根 为 n; 
所 4 的 任 一 列 ( 行 ) 向 晤 都 蜂 对 应 于 #4 的 特征 向 车 ， 


2 .对 十 n 阶 成 对 比较 阵 4(at) 到 的 = 二 本 = 而 ,其 中 
4 
w= (Ww ay 和 是 对 罕 于 最 大 特征 根 的 特征 句 抽 ,5 袁泉 m 车 一 致 性 附 


近 的 扰动 . 若 6 为 方 益 o: 的 随机 变革 ,证明 一 至 性 指标 CI xs 全 ， 
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3 .证 明 几 对 数 最 小 二 乘法 街 到 的 权 丫 量 (9.3 节 (10) 碟 与 根 尘 [9.3 万 
2 (3)) 的 计算 结果 相同 . 
了 4 .由 层次 分 析 法 解决 - :两 个 实际 问题 , 俩 如 : 
任 学 核 评 选 优 邢 学 生 或 优秀 扯 级 ， 试 给 出 苦于 准则 ,构造 层次 结构 模 
型 .可 分 为 模 革 评价 和 绝对 评价 师 种 情况 讨论 ， 
各 你 要 购置 一 台 个 人 电脑 , 考虑 功能 , 价格 等 因素 , 如 何 作 出 雇 策 . 
鱼 为 准备 报考 大 学 的 青 华 建立 一 个 选 梯 志愿 的 层次 结构 模型 ， 
你 的 家 乡 淮 备 集资 兴办 一 座 小 型 僻 养 场 ,是 养 猪 ,还 是 莽 鸡 、 养 
"5 ,在 构造 成 对 比 绞 阵 时 ,如 果 由 于 某 种 原因 共 上 三 角 部 分 没有 填 满 ， 
得 到 的 特 阵 是 残缺 的 . 如 何 利用 这 一 不 完全 的 信息 得 到 雄关 ， 
“6 .为 减少 层次 分 析 法 中 的 主观 成 分 ,可 请 专家 群体 构造 成 对 比较 阵 ， 
试 给 出 -种 由 若干 个 成 对 比较 阵 确 定 权 向 量 的 方法 ， 
“7 , 败 另 一 种 方法 构造 成 对 比较 阵 4={4y) : as 表示 因素 C 与 C 的 影 
响 之 甘 ,w= 一 Qj ,于 是 4 为 反对 称 阵 , 并且 、 当 +aw=ayti:Kj=1,2， 


.时 4 是 至 降 .规定 权 向 晤 w= (ww ,… wn)” 应 满足 六,=0 ,a 可 记 
i=l 


作 y={w 一 ww) 二 ey( 灶 一 至 隆 6 一 0 }). 试 给 出 -- 种 出 4 确定 权 向 基站 的 方法 . 
(与 1- 9 尺度 对 应 ,这 里 用 0 一 8 只 订 ,好 人 几 取 值 范围 是 0:1，… ,8 太一 1， 
-… 一人) ， 
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第 10 章 图 的 方法 建 模 


图 是 由 平面 上 的 一 些 点 及 这 些 点 之 间 的 连 线 ( 称 为 边 ) 构 成 的 . 
用 点 表示 要 研究 的 离散 对 象 ， 用 过 表示 对 象 之 间 的 关系 来 建立 模型 ， 
并 且 用 图 的 性 质 和 算法 求解 模型 ， 是 研究 离散 问题 的 重要 手段 . 

图 论 是 离散 数学 的 重要 分 支 ， 它 的 -… 些 重要 的 但 是 涉及 过 多 
理论 和 算法 的 应 用 ， 和 如 电 疯 络 及 与 最 短路 径 有 关 的 问题 等 都 不 可 
能 在 这 时 讨论, 汪 章 的 选 题 着 眠 于 从 建 模 的 角度 说 明 哪 一 类 离散 
问题 可 以 用 图 的 方法 解决 . 这 些 题 日 用 到 的 一 点 图 论 知 识 将 在 建 
模 和 求解 的 过 程 中 作 适 当 的 叙述 ， 使 得 没有 学 过 图 沦 的 读者 也 能 
够 理解 ， 


10.1 消防 设施 与 监狱 看 守 


若干 条 街道 构成 居民 小 区 ， 个 非常 简化 的 小 区 和 如 图 10 一 1 
所 示 ，e ,ee;，… ,外 表示 街道 ，m ,vs，… ,vs 表示 交叉 路 中. 
现 计 划 在 某 些 路 口 安置 消 距 设 施 ， 只 有 与 路 口 直 接 相连 的 街道 才 
能 使 用 它们 ,为 使 所 有 街道 必要 时 都 有 消防 设施 可 用 ， 在 哪些 路 
口 安 置 设施 才 最 市 省 呢 ? 包 ， 

-~ 座 监狱 的 几 间 定 室 有 道 


路 相连 ， 不 妨 设 其 示意 图 也 为 ” 
图 10-1,e， ,表示 定 “ 
室 ，e ，.… ,@, 表 未 道路， 监 ~ pe 
狱 看 宁 更 设 在 通过 道路 能 直接 vw 
监视 所 有 牢 室 的 地 方 ， 如 果 和 看 疼 10 一 ] 街区 (太监 狱 ) 示 意 抽 

字 不 得 走动 ， 那 么 他 们 应 呆 在 某 毕 牢 室 ( 即 路 口 ) 所 在 地 ， 问 多 少 
需要 有 几 和 看守 才 能 完成 监视 任 劳 呢 ? 
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上 面 丙 个 问题 的 模型 已 经 很 自然 地 用 图 表示 出 来 ， 世 不 难 用 
图 的 性 质 和 算法 解决 ， 
图 的 几 个 基本 概念 ”以 图 10 一 1 为 例 竹 述 . 
图 是 上 帕 顶 点 集 = (5 ,6 ,，… ,&)、 边 集 志 = (el es ,el 
以 有 反 各 个人 而 点 和 和 各 边 之 间 确 定 的 关联 关系 平 组 成 的 一 种 结构 ， 记 
作 图 G=(V, EE,F), 车 中 于 (el)=5 ,We =v 
更 (ee = 二 tt ;V0 ,D0 是。 的 端点 ，ei 是 ov ,4; 的 邻 边 ,为 简便 起 
见 以 下 将 王 省 酷 ， 记 为 G6=[(,E), ea = 三 pa , 显然， 这 时 
的 疼 不 是 几何 意 关 下 的 图 形 ， 只 婕 保持 上, 玖 ,更 不 变 ， 硕 点 的 
位 置 、 边 的 长 短 动 直 都 可 以 任意 选择 .图 还 可 以 出 下 面 灿 种 秆 阵 
形式 表示 : 
关联 给 阵 (Tncidence Matrix) 民 = (sw 人 aa 为 项 点 数 ，m 为 
边 数 )， 共 中 
| 1 ， 孝 存 在 eEV ,使 0,=&v 
六 ;一 (1) 
0 ， 否则 
时 级 当 以 六 为 项 点 的 邻 边 是 ee 时 天 = 工 .图 10- 1 的 关联 矩阵 
为 


上 100100 0 t1 
1 1 0 0 1 0 0 v, 
R= .01 1 90 1 0 (2) 
0 0 1 1 0 0 1 ts 
0 0 00 1 1 1 vs 
| el Ey Be Es Es ee 


邻接 甜 降 (Adjacency Matrix ) 4= (a),,,, 共 中 
| 1 ， 车 存在 e,E ,使 el= vb 
”0， 否则 
即 仅 当 记 与 由 之 间 有 边 相 过 时 oj=1. 图 10-1 的 邻 楼 矩阵 
为 
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(3) 


0 1 0 1 0- 
1 0 1 0 1 vu, 
A=|.0 1 0 1 1 p, (4) 
1! 0 10 1 b, 
0 1 1 1 0- ww 
bb ty ts 
可 以 看 出 ， 由 图 能 够 写 出 它 的 关联 矩阵 R 和 邻接 矩阵 4 , 反 


之 ,由 玉成 4 也 能 能 作 出 相应 的 图 . 

消防 设施 的 安置 ”在 每 个 路 口 都 安置 消防 设施 显然 可 以 达到 
每 条 街道 都 可 这 使 用 的 日 的 ,但 这 是 不 必要 的 .去掉 wv ,在 名 、 
Di. 1 各 安置 :全 也 可 达到 日 的 ， 再 去 掉 ,在 .by 、 24 各 
安置 一 个 仍然 可 以 ， 不 能 青 去 掉 了 ， 不 难 发 现 , 在 pp、 0 或 
pi Di Di 各 安置 一 个 也 可 以 ， 但 是 只 在 2 个 路 口 安置 消防 设施 
是 不 行 的 ， 所 以 应 该 安置 3 个 设施 . 可 以 看 出 ， 这 里 效 研 究 图 的 
顶点 与 网 的 关系 . 

图 的 复 盖 问题 还 是 讨论 这 种 关系 的 . 若 网 C 的 每 条 边 都 至 少 
有 一 个 端点 在 顶点 集 上 上 的 -个 子 集 天 之 中 , 由 下 称 为 G 的 复 瘟 
(Covering )}， 一 -个 图 可 以 有 很 多 复 访 ， 训 (vj,v,, 0D, 61) , (D1， 
Dy bar Es) (Dy V3, Va) svi, V3, 53), (vs,va:5;) 都 十 图 
10 一 1 所 示 的 G 的 复 盖 . 含 项 点 个 数 最 少 的 复 盖 称 为 最 小 复 盖 . 
最 小 复 益 世 不 一 定 唯 -， 如 上 面 的 (py pp， (Diyeiyb) 等 . 
最 小 复 盖 中 顶点 个 数 称 复 盖 数 ， 记 作 x . 销 防 设施 的 安置 问题 归 
结 为 求 图 的 最 小 复 盖 . 

因为 关联 矩阵 表示 的 是 顶点 与 边 之 间 的 关系 ， 所 以 关联 朱 阵 
与 复 盖 窗 切 相关 . 下面 的 结论 显然 成 立 . 

顶点 集 ¥Y 的 于 从 天 是 图 GG 的 一 个 复 盖 ， 当 和 且 仪 半 G 的 关联 
第 阵 R 中 下 的 各 顶点 所 对 应 的 行内 ， 每 列 全 少 存在 一 个 元 素 1 ， 

有 关联 矩阵 可以 找 出 一 个 最 小 复 盖 ,个 面 促 凡 2) 式 为 例 疯 


了 3 


明 其 步 又 : 
由 在 (2) 中 取 恰 有 两 个 1 的 那 - 列 中 1 所 在 的 行 ， 如 by 行 . 
令 p,E 氏 , 划 去 #5; 行 及 +#, 行 中 元 糯 1 所 在 的 ej、e,、e, 列 , 竺 


tl 1 0 0-0 5 
1 0 1 0 好 
0 1 0 1 Da (5) 
0 0 1 1 ; 


el 8 8 ee] 
2) 在 (5 ) 中 到 恰 有 两 个 1 的 那 一 列 中 工 所 在 的 行 ， 如 5; 行 . 
令 me 天 . 划 去 记 行 及 加 行 中 元 素 工 所 在 的 e 、e 列 ,得 


1 1 1 
| 1 0 | ?3 (6) 
0 1 Ba 
el 包 

3) 因 为 如 > ;91>0,( 营 对 所 有 的 jn)=1=> =1, 记 
t>0)， 划 才 ba .py 行 ,ve 下 ,过 程 结束 .最 小 复 盖 天 = (Pi ， 
Ds bs). 

综 上 可 知 ， 暴 小 复 盖 的 慨 念 和 算 社 完全 解决 了 消防 设施 安置 
这 一 类 问题 ， 

监狱 看 守 问 题 在 每 间 定 室 设 一 看 衬 是 多余 的 ， 在 bpPay rs 
各 设 - -看 宁县 可 同时 监视 v5 ,zs , 还 可 以 把 >; 处 的 看 守 去 掉 ， 只 
bP 当然, 在 5 .50 或 vt; 处 设 看 守 亦 可 .但 是 只 在 一 处 设 
看 守 是 不 行 的 、 所 以 至 少 需要 2 名 看 守 . 
用 图 来 分 析 这 个 问题 我 们 看 到 ， 与 复 盖 问 题 钱 罕 用 菏 干 项 点 
控制 所 有 邻 边 不 同 ， 这 里 过 论 的 是 用 车 下 顶点 通过 邻 巡 控 制 所 有 
顶点 . 试看 如 下 的 定义; 车 图 G 的 每 个 顶点 或 考 育 接 属 于 顶点 集 
六 的 基 个 子 集 C， 若 者 它 的 邻 边 的 另 -端点 属 天 和, 则 C 称 为 加 
的 控制 集 {Dominating set)， 这 样 fy ,53 2) .Pi ， 2) ， Ia， 
sv; ) 等 都 是 图 10 一 1 的 控制 集 ， 含 硕 点 个 数 最 少 的 控制 集 称 为 最 
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小 控制 集 ， 如 (PP ，55) , (0; ,2 )， 最 小 控制 集中 顶点 个 数 称 控制 
数 ， 记 作 5 ， 

邻接 惩 阵 表 示 的 二 顶点 之 疝 的 联系 ， 所 以 它 与 控制 集 有 关 . 
将 这 种 关系 的 论述 及 和 由 邻接 年 阵 和 确定 最 小 控制 集 的 算法 留 给 读者 
{习题 [). 

评注 复 盖 和 控制 集 是 图 论 中 研究 顶点 与 边 之 闻 关 系 的 两 个 
概念 ， 可 以 解决 相当 广泛 的 … 类 实际 问题 ， 对 于 消防 设施 和 监 狱 
看 衬 的 设置 ， 因 为 问题 栗 身 已 经 构成 了 图 ， 所 以 是 这 两 个 概念 的 
直接 应 用 ， 有 些 癌 题 并 没有 图 的 含 这 ， 需 时 我们 先 构 得 图 的 模型 ， 
好 距 予 顶点 、 边 以 实际 意 浆 ， 再 依 问题 性 质 用 复 盖 或 控制 集 的 方 
话 解 认 ， 试 分 析 习 题 2 . 


10.2 化 学 制品 的 存放 


一 家 公司 生产 若干 种 化 学 制品 ， 其 中 某 些 制品 是 巨 不 相 容 的 ， 
如 时 存放 在 一 起 ， 则 可 能 发生 化 学 反应 ，3 引 | 起 危险 ， 因 此 公司 必 
须 把 全 库 分 成 相生 隔离 的 若干 区 ， 以便 把 不 相 容 的 制品 分 开 存 放 . 
问 至 少 要 划分 多 少 小 区 ， 怎样 存放 才能 保证 安全 问 . 
考察 一 个 简化 的 实例 . 设 只 有 7 种 化 学 制品 , 用 a .5 .cd、 
e ,了 ,8 表示 ， 其 中 涉 能 存放 在 一 起 的 是 (a,b),(a,d),(b.c)， 
he) ,tp,g} (ead) ,ee), er td,e), {qd,g), (e,f), 
(f,g) .用 图 来 表示 这 些 制 品 和 它们 之 间 的 关系 是 很 方便 的 ,顶点 
5 人 表 a ,8 ，… ,8 7 种 制品 ， 把 不 能 放 在 一 起 的 
岗 种 制品 用 顶点 之 间 的 迪 连 接 
起 来 ， 如 图 10 -2 . 有 边 相 连 
的 师 个 顶点 称 为 相 邻 的 .设想 仓 ， 
库 应 划分 为 红 、 黄 、 绿 等 不 同 
关 色 的 小 交 ， 相 邻 顶 点 代表 的 4 
制 硕 不 能 放 在 一 个 小 区 内 ， 那 疼 16 一 2 化 学 再 品 在 诚 的 疼 
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人 委 我 们 的 问题 相当 于 ， 给 各 个 质 色 染色 、 使 相 邻 顶点 的 颜色 缮 不 
相同 ,并且 为 了 使 所 用 颜色 的 数 晶 最少， 每 种 颜色 应 该 给 尽 可 能 多 
的 质点 涂 梨 ， 这 就 是 图 的 所 请 顶点 桨 色 辣 题 ， 下 而 讨论 解决 这 荣 
问题 的 关键 . 

项 点 染色 ”在 顶点 集 六 中 要 找 出 孝 些 不 包含 相 邻 项 点 的 f 集 ， 
并 要 求 这 种 子 集 内 项 点 数目 尽量 地 和 多， 就 可 以 用 同一 种 项 名 涂 
染 尽 可 能 多 的 质点 .不 包 依 相 邻 顶点 的 下 的 子 集 $ 称 为 独立 集 
{lndependent set)， 如 时 在 5S 中 添加 任何 顶点 都 会 使 5 不 再 是 独 
立 集 的 话 ， 那 么 3 称 为 极 大 独立 集 . 图 10 一 2 中 (a), (a,e)., ia. 
e ,8 都 是 独立 集 ， 共 中 内 有 (a ,es , 8) 是 极 大 独立 集 . 还 可 以 找 
出 其 他 的 极 大 独立 集 如 (ae 六) Cd， 请) 等 找 册 全 部 极 大 狸 
立 集 是 解 炎 顶点 染色 间 题 的 关键 . 

回顾 10.1 节 中 关于 图 的 复 盖 的 定义 ， 不 难 发 现 独 立 集 上 刁 复 
盖 之 间 的 密 团 关系 .用 5 (c 请) 表示 3 对 二 的 补 集 ， 下 述 结论 成 
站 车 是 独立 集 ， 则 人 5 是 复 盖 ; 反之 亦 真 . 【证明 留 作 习 题 3) 
如 图 10 一 2 中 S$S= (a,e) 是 独立 集 ,， S=(5,c,d,f,8) 是 复 
举 


与 仆 大 独立 集 形成 迹 种 互补 甘 系 的 是 极 小 揽 芋 ， 可 以 想到 它 
应 定义 为 ! 如 果 从 和 揽 盖 于 中 去 掉 仔 何 顶 点 都 会 使 上 不 再 是 得 盖 
的 话 ， 那么 下 称 为 极 小 复 瘟 . 图 10~2 中 5S={qa,e ,8) 是 极 大 
独立 集 ，S$= 乓 =to ,cec、d, 了) 是 极 小 复 瘀 ， 这样， 求全 部 极 大 
独立 集 妆 归结 为 找 出 所 有 的 极 小 复 盖 . 

求 极 小 复 荔 的 逻辑 算法 ”这 种 算法 的 基础 是 概 小 复 盖 的 如 下 
性 质 : 当 且 仅 当 对 十 牌 个 顶点 2; 或 者 + 属于 天 ,或 者 的 所 有 
相 邻 顶点 属于 天 ,并 及 二 彰 不 能 同时 成 立时 ， 天 是 极 小 复 某 ， 算 
法 的 程序 是 :对 十 每 个 顶点 5b, 选择 或 者 选择 "的 所 丰 相 邻 顶 
上 

利用 逻辑 代数 方法 可 以 有 效 地 执行 上 述 程 序 ， 闻 男人 民 数 中 的 
" 利 " (十 ) 运 算 和 “ 积 ”(，) 运 算 分 别 相 妆 填 集合 中 的 "或 "( |)) 
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运算 和 “* 交 ”( 人 有) 运算 . 程序 中 对 十 预 点 af 网 10-2)， 选 拼 < 或 
者 选择 e 的 所 有 相 邻 项 点 请 ,gd , 应 表示 为 at+ bd. 这样， 求 图 
10 一 2 的 金 部 极 小 复 盖 归结 为 如 FE 的 逻辑 算式 : 

(at+ bd Mb+aceg)(ct+ bdef Mdt+ aceg (et bedf ) 


* (f+ ceg)(g+ baf ) (1) 
利用 逻辑 代数 运算 规律 可 以 将 【1 ) 式 化 简 为 
Greg 十 Beadeg 二 Bader + bedf (2) 


得 到 全 部 极 小 算 盖 为 {a,c,e.s), (bp,ce,d,e,g),(bp,d,e, 
7) 和 (bp,e,d,f). 

回 到 顶点 染色 问题 . 取 全 部 极 小 复 盖 的 补 集 ， 得 到 图 10 一 2 
的 所 有 极 大 独立 集 : (5 ,dta rta cg) 和 (ave: 8). 
包含 顶点 数目 最 多 的 独立 集 称 最 大 独立 集 ， 其 中 的 顶点 数目 称 独 
立 数 ， 记 作 有 让. 任 取 … 最 大 独立 集 , 如 3=( ,qd 入) ,给 它 染 上 
第 1 种 颜色 ， 再 利用 上 述 方法 找 出 GN5, 的 全 部 极 大 独立 集 ， 不 
难 知 道 它 人 是 te.cvg) (a,e,g), 给 9=(a cg) 染 上 第 2 
种 颜色 .CN SNS 就 只 剩 下 顶点 e 了， 于 是 给 。 染 第 3 种 颜色 . 
可 以 看 出 , 用 3 种 颜色 分 别 给 (5 ,ar ,ac sl) 和 ({e) 涂 染 ， 
是 颜色 数 日 最 少 的 项 点 染色 方案 . 这 里 ， 所 用 颜色 的 最 少数 日 称 
为 项 点 色 数 .当然 ， 读 属 不 难 给 出 用 3 种 颜色 为 顶点 染色 的 其 它 
方案 ， 但 决 不 可 能 用 2 种 颜色 完成 任务 . 

于 是 化 学 制品 的 存放 问题 就 相应 地 解 竣 了 ， 即 至少 娄 把 仓库 
划分 3 个 小 区 ,可 以 将 8 ,4 ,了 3 种 制 中 、a,c,g 3 种 制品 与 
制 蝇 e 分 开 存 放 . 

评注 “用 图 的 方法 建 模 ， 首 先 要 把 研究 对 象 用 图 的 两 个 主要 
元 素 顶 点 和 过 表示 出 来 ,然后 再 将 要 解决 的 问题 归结 为 图 论 中 的 
某 些 概念 ， 如 顶点 染色 .至 了 算法 可 以 查阅 有 关 资 料 . 
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10.3 循环 比赛 的 名 次 


疗 干支 球 队 参 加 循环 比赛 ， 他 们 贿 师 相 丘 交锋 ， 假 设 每 场 比 
赛 只 计 胜 负 , 且 不 允许 平局 .在 循 坏 赛 结束 后 怎样 根据 他 们 的 
比赛 成 绩 排 列 名 次 昵 ? 乌 . 

很 自然 地 想到 用 顶点 表示 球 阶 ， 而 为 了 说 明 比 赛 的 糙 负 ， 必 
须 在 连接 顶点 的 边 上 标 以 表示 
方向 的 某 种 符号 ,如 稍 头 .图 ， 

10 一 3 给 出 了 6 支 球 队 的 比赛 结 

果 , 即 1 队 战胜 2.4.5.6 队 ， 

而 输 给 了 3 队 ; 5 队 战 驻 3 .6 队 ，“ : 
而 输 给 1、2 , 4 从 等 等 ， 

根据 比赛 结果 排名 次 的 “个 

办 法 着 在 图 中 顺 箭 头 方向 寻找 一 ， 

条 通过 全 部 6 个 顶点 的 路 径 ， 如 图 10-3 《 支 妹 队 的 洲 赛 结 果 

3 一 1 一 2 一 4 一 5 一 6, 这 表示 3 队 胜 1 队 ，] 队 胜 2 队 ,…. 
于 是 3 队 为 冠军 ，1 队 为 亚军 等 等 ， 但 是 还 可 以 找 出 其 它 路 径 ， 
如 1 一 4 一 6 一 3 一 2 一 5,4 一 5 一 6 >3 一 1 一 2 等 .所 以 
用 这 种 方法 显然 不 能 决定 谁 是 冠 亚军 . 

排名 次 的 另 :个 办 法 是 计算 得 分 ， 即 每 支 球 队 获 胜 的 场次 . 
上 例 中 1 队 胜 4 场 ， 2、3 队 各 胜 3 场 ,4.5 队 备 胜 2 场 , 6 队 脏 1 
场 ， 由 此 虽 可 决定 1 队 为 冠军 ， 和 但 2、3 队 无 甘 决 出 高 低 . 

下 面 引 用 图 论 的 有 关 知 识 解 凑 这 个 问题 . 

竞赛 图 及 其 性 质 在 每 条 边 上 都 标 出 方向 的 图 称 为 有 向 图 
(Digraph )， 每 对 顶点 之 间 都 有 一 条 边 相 连 的 有 向 图 称 为 竞赛 图 . 
(Tournament ). 只 计 驻 人 负 , 没有 平局 的 循 坯 比赛 的 结果 可 册 觉 赛 
图 表示 , 如 图 10 一 3 .问题 归结 为 如 何 由 竞赛 图 排出 顶点 的 名 次 ， 

2 个 顶点 的 竞赛 疼 排 名 次 不 成 问题 ， 
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3 个 项 点 的 竞赛 图 只 有 图 10 一 4 的 丙种 形式 【 契 才 卡巴 点 的 
标号 } 对 于 (1), 3 个 队 的 名 次 排序 显然 应 是 i1 ,2 , 35 对 于 
(2), 则 3 个 队 名 次 相同 ， 因 为 他 们 各 胜 : - 场 . 


2 2 
LN 人 八 
Cl! [| 


图 10 一 4 3 个 顶点 的 竞赛 图 
4 个 预 点 的 竞赛 图 共有 图 10 一 5 所 示 的 4 种 形式 ， 下 面 分 别 
进行 计 论 . 


上 1 1 1 
el} 【2 [3 【 生 3 


图 10 一 5 4 个 顶点 的 总 赛 医 

(1) 有 有 唑 -的 通过 全 部 顶点 的 有 阿 路 径 1.> 2 一 3 一 4， 
这 种 路 径 称 完全 路 径 ; 4 个 队 得 分 为 (3 , 2 , 1 ,站 )， 和 名 次 排序 无 
疑 应 为 {1 , 2 ,3 ,41 

(2) 点 2 显然 应 排 在 第 1 ,其余 3 点 如 图 10- 4 人 2 形式， 
名 次 相 辐 ; 4 个 队 得 分 为 (1 ,3 ,1 ,1). 

(3) 点 2 排 存 最 后 其余 3 点 名 次 相 回 ， 得 分 为 (2 , 0 ,2， 
2). 

(4) 有 不 具 -- 条 完全 路 径 , 如 1 一 2 一 3 一 4. 3 一 和 -> 
1-> 2; 得 分 为 (2,2,1,1). 由 这 些 我 们 无 法 立 蔓 排 凡 名 次 ， 
但 这 种 情形 是 研究 的 重点 . 还 可 以 福 意 到 ，{4) 上 共有 (1)~(3) 所 
没有 的 性 质 : 对 于 任何 对 顶点 ， 存 在 两 条 有 向 路 径 (每 条 路 径 
由 一 笨 或 几 条 边 组 成 )， 使 两 顶点 可 以 相 杠 连通 ， 这 种 有 疝 图 称 
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为 双向 连通 的 (Biconnected )， 

5 个 顶点 以 上 的 竞赛 图 虽然 更 加 复杂 ,但 基本 类 型 仍 如 图 
10 一 5 所 给 出 的 3 种 : 具有 了 唯 -的 完全 路 人 符 如 (1] )， 双 向 连通 如 
(4); 不 属于 这 两 种 情 帝 如 (2)、{3). 

一 般 的 #4 个 顶点 的 竞赛 图 共有 以 下 性 质 : 

1 1) 竞赛 图 必 存 在 完全 路 径 . 【可 用 归纳 法 证 明 ) 

21) 苦 存在 唯一 的 完全 路 径 ， 则 出 完全 路 径 确定 的 顶点 的 顺序 ， 
与 按 得 分 多 少 排列 的 顺序 相 一 到 .这 里 一 个 顶点 的 得 分 指 HI 它 
按 箭 头 方 向 引出 的 边 的 数 肯 ) 车 顶点 华为 F==(1 ,2 ,… ,1) 不妨 
设 唯 一 的 完全 路 径 为 ] -> 2 一.… 一 n, 则 顶点 i 的 得 分 为 
ni{i=1,2,.… ,n). 

显然 ， 性 质 2 给 出 了 县 有 了 唯一 完全 路 径 的 竞赛 图 的 排名 次 方 
法 , 图 10 一 311 ) 的 情况 正 是 这 样 ， 

双向 连通 竞赛 图 的 各 次 排序 ”3 个 顶点 的 双向 连通 竞赛 图 ， 
如 图 10 一 4{2)， 名 次 排序 相同 .以 下 讨论 (4) 个 质点 的 双 问 
连通 竞赛 图 . 

首先 ， 竟 赛 图 的 邻接 矩阵 4 = (a;,),, 重新 定 六 如 下 (参看 10.1 
节 (3 ) 式 让 


-人 全 到/ 的 有 0 
0， 耕 则 
依 此 ， 图 10 一 5 (4) 的 邻接 矩阵 为 


i 


(2) 


EE 

1 
[站 
一 记忆 
全 
富 二 一 一 
所 一 一 过 
LL -| 


苦 记 顶点 的 得 分 向 量 为 ?= (9 5 5 rr, 其 中 8 是 顶点 :1 
的 得 分 ， 则 中 (1 ) 不 难 知道 
s= Ae,e={1 ,1 ,1)7 (3) 
中 (2)，、(3) 式 容易 算出 双向 连通 的 图 10 一 5(4) 的 得 分 向 晤 是 
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s 二 介 ,2 ,1,1)7, 正 如 前 面 已 经 给 出 的 .由 :无 法 排出 名 次 . 
记 s= s"， 称 为 1 级 得 分 向量 ,进一步 计算 
si= As') (4) 
称 为 2 级 得 分 向量 . 每 支 球 队 (顶点 ) 的 2 级 得 分 是 他 战胜 的 各 
个 球 队 的 (1 级 ) 得 分 之 和 ， 有 理由 作为 他 排名 次 的 依据 ， 对 于 风 
10—5(4), st =(2,2,1,1)7, sO =(3,2,1,2)7. 由 2 可 
局 决定 示 军 ， 继续 这 个 程序 ， 得 到 天 级 得 分 向量 
了 做) 一 4 de ,k=1 ,2,... (5$) 
对 于 图 10 一 5 C4) 有 
si=(3,3,2,3)", sl=(5,5,3,3)", 
SI=(8,6,3,5)', 3 一 (9.,8,35.8)7， 
$={13,13 ,8 ,90)7, ss®)={21,17,9,13)7, 
如 果 天 一 oo 时 5 上 收 化 子 某 个 极限 得 分 向 量 ( 为 了 不 使 它 无 限 变 
大 ， 上 应 进行 归 一 化 )， 那 么 用 这 个 向 里 作为 排名 次 的 依据 是 合理 
的 . 极限 得 分 问 量 是 否 存在 呢 ? 答案 是 肯定 的 . 因为 对 于 m{ 关 4) 
个 顶点 的 双向 连通 竞赛 图 ， 存 在 下 整数 + , 使 得 邻接 矩阵 4 满足 
4'>0 ,这 样 的 4 称 为 素 阵 ， 
再 利用 著名 的 Perron 一 Frobenius 定理 ， 素 阵 4 的 最 大 特征 
根 为 人 不 单 根 六 ,2 对 应 正 特征 问 量 s, 且 有 


lim es 1 (6) 
与 (5 ) 式 比较 可 知 , 大 级 得 分 向 量 *) ,大 -> oo 时 ( 归 一 化 后 ) 将 
趋向 4 的 对 应 十 最 大 特征 根 的 特征 向 量 s,s 就 是 作为 排名 次 依 
据 的 极限 得 分 向 量 . 如 对 图 10- 5(4])， 算 出 其 邻接 矩阵 4 ((2) 
式 ) 的 最 大 特征 根 2=1.4 和 对 应 特征 向 量 s=(0.323 ,0.280， 
0.167,0.230)", 从 而 确定 名 次 排列 为 1 ,2 ,4,3. 


* ) 这 电 的 结果 上 与 9.3 节 定理 | 起 一 致 的 . 


对 于 本 六 开始 提出 的 65 支 球 从 循环 比赛 的 结果 {图 10 一 3). 


不 难看 出 这 个 竞赛 图 是 双语 连通 的 . 写 出 其 邻接 定 阵 


0 1 
0 0 
0 1 
本 一 
0 0 
0 0 
0 0 
岂 (5 ) 式 算出 各 级 得 分 向 量 为 


si={4,.3,3,2,2,1)", 
16,.7,12.,.90)7 


s3)={(15, 10, 


4 ,6}. 


和 


f 
1 
l 
0 
0 
0 


SI={8,.5,9,3,.4,3) 


4 


久 


一 一 一 


1 


过 一 一 二 一 


(38, 28, 32, 21, 25,16)7 
进一步 算出 4 的 最 大 特征 根 = 2.232 和 特征 向 量 s={0.238， 
0.164 .0.231 ,0.113 ,0.150 .0.104)7 . 排出 名 次 为 11 ,3 ,2 ,5， 


其 他 情况 ”对 于 既 设 有 唯一 完全 路 径 ， 又 不 是 双 回 连通 的 竞 
赛 图 ， 和 如 图 10 一 5 的 {2)、(3),， 通常 可 以 分 解 为 车 干 个 双向 连 
通 的 子 竞 赛 图 (只 有 : -个 顶点 的 向 视 为 双向 连通 竞赛 图 的 特例 ). 
在 图 10 一 6 :1 8 个 顶点 的 竞赛 图 分 解 为 3 个 双向 连 道子 竞赛 图 


岗 10 一 6 分 解 为 3 个 查 问 连 道子 碗 赛 图 
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CG 、6G, . 6; , 子 图 之 间 的 边 被 简化 了 ,实际 上 两 子 图 的 每 对 顶点 
之 间 都 有 过 相连 ， 而 这 些 边 的 方向 必 是 一 致 的 ， 否 则 相应 的 子 网 
可 以 合并 为 更 大 的 双向 连通 子 竞赛 图 .在 每 个 这 样 的 图 中 按 上 泗 
介绍 的 方法 排名 次 ， 市 子 图 之 闻 的 名 次 不 难 由 它们 相连 边 的 方向 
决定 . 在 图 10 一 6 中 GG, 与 图 10 一 5(4) 相 同 ， 名 次 为 {1 , 2 ,4， 
31. 6, 是 3 个 顶点 的 双向 连通 竞赛 图 ，5. 6,7 的 名 次 相同 G， 
具有 1 个 顶点 8. 全 部 顶点 的 名 次 排列 为 11 , 2 , 4 ,3,5,(6 ,7), 
8 上 


10.4 红绿灯 的 调节 


在 车 辆 拥挤 的 交叉 路 口 ,需要 合理 地 调节 各 条 车 道 安置 的 红 
绿灯 ， 使 车 辆 能 够 顺利 、 有 效 地 遂 过 ， 在 图 10- 7 所 示 的 十 字 路 
口 共有 6 条 和 车道, 其 中 a. 8 c,d 是 4 条 直行 道 ,e、f 是 2 条 大 
转注 道 ， 每 条 车 道 都 设 有 红绿灯 ， 妥 求 制订 这 6 组 红绿灯 的 调 书 
方案 首先 应 使 各 道 的 车 辆 互 不 冲突 地 顺利 驶 过 路 媚 ， 其 次 希 记 
方案 的 效能 尽量 地 高 ， 竺 如 各 千 道 总 的 绿灯 时 间 量 长 ， 使 尽 可 能 
多 的 车 辆 通过 . 


| 恕 10 一? 十字路 口 的 6 条 车 道 
我 们 的 研究 对 象 是 6 条 车 道上 的 交通 流 ， 它 们 之 问 的 关系 由 父 
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通 流 通过 路 口 时 是 否 相 容 确定 . 如 上 道上 的 交通 流 具 与 d ,了 道上 
的 交通 流 相 容 . 若 用 两 中 的 顶点 表示 安 通 访 ， 当 两 条 区 通 许 相 容 
时 将 代表 交通 流 的 两 项 点 连接 起 来 ， 这 样 得 到 的 图 称 交 通 流 的 相 
容 图 ， 由 图 10 一 8 所 示 . 相 容 图 是 用 图 的 方法 研究 红绿灯 调节 的 
基础 . 

可 行 调节 不 妨 假 定 6 条 车 道 的 红 绿 。 “一 一 一 
灯 调 节 是 周期 性 的 ,譬如 每 分 钟 汶 一 周期 ， - 4 
于 是 具 需 将 - -分 钟 的 时 间 划 分 为 车 干 时 眉 ， | 
将 这些 时 段 作为 绿 条 时 间 分 配给 各 条 交通 , 
流 , 使 之 满足 相 容 性 的 要 求 .这 相当 于 对 认 
通 流 相 容 图 的 每 个 顶点 ,分 配 实 轴 {时 间 轴 ) ”向 I0-# 交通 流 梓 容 图 
上 的 一 个 区 间 ， 妆 两 个 顶点 相连 时 它们 对 应 的 区 间 才 可 以 重合 . 
图 论 中 区 间 图 的 概念 可 以 用 来 解决 这 个 问题 

图 如 = (FV,EE) 称 为 区 间 轩 (Interval graph ) 是 指 ， 存 在 从 顶 
点 ue 到 区 间 的 对 应 甘 系 Jlnu)， 使 得 对 于 任意 的 4， 
veV(tuzsv)， 有 

uveE <=> J(u) J {oz (1) 

(1) 式 表示 当 且 仅 当 顶点 ww ,# 之 般 有 连 线 时 ， 它 们 对 应 的 区 间 必 
有 重合 部 分 ， 图 10 一 9 给 出 了 两 个 区 间 图 及 其 对 应 关系 J [区间 
长 度 可 以 变化 , 但 相互 重合 美 系 是 矿 定 和 的}, 图 10 一 10 不 是 区 间 
图 ， 因 为 不 存在 满足 (1) 式 的 对 应 关系 J， 


Hay 


dey 
iy} ~ 
| 
让 r ey 辣 ”Ce 


(1) (2) 
后 10 一 9 区 间 酝 度 对 应 甘 系 J 


可 以 看 出 ， 几 10 一 8 所 示 灾 通 流 相 容 图 GG 不 是 区 间 峡 . 但 臣 
因为 对 于 相 容 的 变通 流 、 绿 灯 时 间 并 不 要 求 - 定 相 重 ， 所 以 串 打 
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开 避 的 某 一 茶 迪 ,使 生成 的 于 图 五 是 区 间 图 ， 即 图 10 一 11 给 出 了 
这 样 . 种 子 图 及 其 对 应 关系 了, 实际 上 ， 将 时 间 轴 上 上 的 区 间 (a)， 
J(5)，… ,J (下) 作为 绿灯 时 间 , 分 配给 相应 的 交通 流 a , b ,… ， 
厂 , 就 是 一 种 可 行 的 红绿灯 调节 方案 ， 当然， 可 以 有 很 多 种 可 行 
方案 . . 


J {tay 


国 
-by 
te) 
a ct 


Fd) 


图 10-10 非 区 间 图 tj 与 4 la) 无 法 重合 ) 


图 10 一 1! 几 10 一 8 的 也 图 到 { 区 辣 疼 ) 归 对 应 关系 J 
有 效 调节 “对 于 给 定 的 子 图 万 , 考察 在 一 定 意义 下 使 总 的 绿 
灯 时 间 晤 长 的 调节 方案 ,将 一 分 钟 的 闻 隔 划分 为 4 , d、 dd、d.4 
个 时 段 ， 如 图 10 一 12 那样 地 设 定 J(a)，J (8)，…,J(f), 茎 
符合 图 10 -1 的 要 求 ， 又 是 使 绿 为 时 间 尽 量 长 的 方便 合理 的 调 
节 方 案 下 面 的 问题 是 确定 本 ~ 出 . 


Jidy 


Te 


图 IO 一 12 与 子 图 所 相 应 的 方案 


假设 要 求 每 条 车 道 的 绿灯 时 间 都 不 小 于 10 种 锅 ， 又 希望 喜 
行道 (a ,5 ,c,d) 的 绿灯 时 间 比 左 转弯 道 (e ,了 长 一 些 ( 因 为 自 
.行道 的 车 辆 较 多 ), 不 九 设 二 者 的 比 秽 为 14， ; 4,, 则 问题 归结 为 
解 如 下 的 线性 规划 : 


max R= (2d 2d+ dd)+ iid+2d) (2) 


st. d+ot+dt+d=60 
di210 
10 (3) 
友 十 屿 宇 10 
4 10 
仙 十 出 空 0 
问题 (2)、(3 ) 的 解 是 对 应 王子 图 五 的 最 右 效 方案 , 

注 痢 到 交通 流 相 容 图 G (图 10 一 8) 述 可 以 生成 不 辣 于 太 ( 图 
10 一 11) 的 其 他 形式 的 子 图 上 “区 癌 图 )， 警 如 打 间 这 ef. 对 上 
瑟 可 以 给 出 业 似 于 图 10 一 12 的 安排 ， 并 解 相 应 的 线性 规划 ， 得 
到 五 的 最 右 效 方案 (习题 10). 

对 G 的 所 胆 可 能 生成 的 子 图 重复 上 述 程序 ， 并 将 得 到 的 结果 
进行 比较 , 才能 确定 与 G 相应 的 6 条 车 道 红 绿灯 最 有 效 的 调节 
方案 . 

评注 ”把 交通 流 比 作 顶 点 ， 用 相 容 原则 来 形成 边 ， 从 而 构 半 
出 交通 流 相 容 图 ， 赴 这 个 间 题 建 模 的 关键 ,区 间 图 的 概念 将 图 的 
顶点 和 边 的 美 系 与 实 轴 上 的 区 间 对 应 起 来 ,不仅 可 以 解决 本 节 提 
出 的 问题 ， 在 遗传 学 、 考 古 学 及 生态 学 上 部 有 广泛 应 用 5 


10.5 能 源 利 用 系统 的 预测 和 冲 量 过 程 的 稳定 性 


用 系统 的 观点 考察 某 地 区 的 能 源 利用 状况 . 先 界定 系统 的 范 
转 ， 吉 如 只 性 虚 能 源 利 用 量 . 价格 ， 生产率 ， 杯 席 质 量 ， 工业 产 
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值 、 就 六 机 会 及 大 口 总 数 7 个 因素 ， 它 们 之 间 相 当 复 杂 的 关系 可 
以 简化 为 一 个 因素 对 另外 因素 直接 的 促进 或 促 退 作用 .要 研究 的 
问题 是 ， 当 共 个 因素 突然 发 生 改 变 时 ， 系统 各 因素 的 演变 过 程 如 
和合! . 

定性 模型 与 定量 模型 能源 利用 系统 的 每 个 因素 用 图 的 个 
顶点 表 只 ， 因 素 间 的 直接 影 响 用 带 方向 的 边 表示 ， 构 成 10.3 节 中 提 
到 的 有 向 图 ,为 了 表明 因素 向 的 影响 作用 是 促进 的 (正面 的 ) 还 
是 促 退 的 (反面 的 )， 在 箭头 变 分 别 标 以 + 号 或 - 号 . 于 是 整个 
系统 可 以 用 带 符号 的 有 向 图 (Signed Digraph )G, 表示 ， 如 图 
10 一 13. 这 里 有 了 崎 点 需要 说 明 : 第 一 ， 两 顶点 之 间 的 有 间 边 者 示 


v1 一 一 能 沽 利用 最 
m 一 一 能 源 价格 
D3 能 源 生 产 第 
24 环境 质量 
bs 工业 产值 
ve 就 业 机 会 
DT 一 大 口 上 总数 


图 10 一 13 能 源 利用 系统 带 符号 的 有 向 图 
山 因 素 癌 的 直接 影响 ， 如 wt; 带 十 号 表示 其 时 段 能 源 利 用 量 v 的 
增加 导致 下 一 时 段 能 源 生 产 率 5, 的 增长 ， v1 5 和 带 一 号 则 表示 
的 增加 导致 下 -时段 环境 质量 的 降低 .因素 间 的 间接 影响 是 由 
儿 条 相连 的 同 向 边 反 映 出 来 的 ， 如 5, 的 增加 导致 下 时 段 " 的 增 
长 ， 交 引起 再 下 时 段 工 业 产 值 ", 的 增长 有些 因素 间 的 影响 是 双 
向 的 ， 如 z| 的 增加 导致 下 时 段 能 源 价格 5, 的 降 构 ，v, 的 降低 又 
5[ 起 再 下 时 段 o, 的 增长 . 第 二 ， 像 能 源 利用 这 样 的 社会 经 济 系统 ， 
因素 之 问 的 影响 关系 [分 复杂 ， 应 该 合理 地 、 简 化 地 确定 哪些 办 
素 间 有 直接 影响 , 这 里 除了 主要 根据 客观 规律 作出 决定 外 ， 方 针 
政策 有 时 怨 是 判断 的 依据 .如 能 源 利 用 量 * 增加 时 能 源 价格 "- 
是 降低 (PP 55 为 一 ) 还 大 提高 (ep 为 + )， 是 由 价格 政策 决定 的 ， 


了 5 了 


带 符 号 的 有 向 图 G,= {六 ,EE) 可 用 它 的 邻接 矩阵 4= (2 站 
表示 ， 其 中 


1， 上 寿 忆 上 为 一 {1) 


图 10 一 13 的 邻接 矩阵 为 


0 -1 1 -1 0 0 009 
一 1 0 0 0 0 0 0 
0 一 1 0 0 1 0 0 
才 = 0 0 0 0 0 0 1 (2) 
1 0 0 0 0 1 0 
0 0 0 0 0 0 1 
L 1 0 0 0 0 0 0 一 


用 图 G, 和 矩阵 4 表示 的 是 定性 模型 ， 如 果 将 系统 各 因素 加 
以 量化 ， 并 定 尧 地 描述 因素 他 的 稻 互 影响 ， 那 么 可 以 得 到 定量 模 
型 ， 用 加 权 的 有 向 图 (Weighted Digraph }G; 措 述 ， 如 能 诈 利 用 
系统 又 可 用 图 10 一 14 表示 . 这 里 能 源 利 用 明和 生产 举 b 均 琴 
变化 10% 为 1 个 革 位 ,图 中 表示 wz, 增加 【个 单位 将 5 起 0.8 个 单 


:1 一 一 能源 利 肌 量 
2 一 一 能 源 价格 
£3 能 羯 生产 率 
v4 一 一 坏 境 质量 
vs 一 一 工业 产值 
v6 一 一 就业 机 会 
07 一 一 大 口 总 数 


图 10 一 14 能 源 利 用 系统 加 权 的 让 向 其 
位 的 增长 、 像 0.8 这 样 标 在 图 中 舌头 旁 的 数字 称 为 权 . 用 权 代 赫 
{1) 式 中 心 的 土 1 取 值 , 记 作 wi( 当 4&4=0 时 w=0)， 就 得 到 
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加 权 有 向 图 的 邻接 年 阵 抒 , 图 10- 14 的 邻接 矩阵 为 


六 0 -0.5 0.8 一 12 0 0 0 
—0.7 0 0 0 0 0 0 
0 一 2 0 0 1 0 0 

WW= 0 0 0 0 0 0 0.3 (3) 
1.2 0 0 0 0 1.5 0 
0 0 0 0 0 0 ] 
~ 1.5 0 0 0 0 0 0 


显然 ， 带 符号 的 有 向 图 的 邻接 矩阵 4 可 视 为 加 权 有 向 图 邻接 算 
阵 W 的 特例 ， 以 下 有 内 mw， 代替 a 表示 ;对 下 一 时 段 v, 的 影响 . 

冲 量 过 程 (Pulse Process) 为 了 研究 系统 的 某 因 素 在 初始 时 

段 的 一 个 突然 变化 所 引起 的 整个 系统 在 其 后 各 时 段 的 演变 过 程 ， 

用 (表示 因素 mw 在 时 段 1 的 值 , p, (7) 表示 0 在 时 段 + 的 改变 

量 ( 冲 量 ). 设 系 统 共有 个 因素 , 根据 w, 的 含义 显然 有 ” 

二 1) 一 站 (十 Pi 二 1) 一 1 2 ,NR t=0,1,2,. 

(4) 


pt1)=Y wplt) ,j=1,2, ,nt=0,1,2,... 
j=| 


(5) 
记 行 向 量 v7?) =(60 (1), oa) DDN PN 一 PT) 
Po， ,Ps(7) ), 则 (4)、(5) 可 表 为 


v(t+1)=u(ft)+p (r+1) (6) 
pitt =p(OW, t=0,1,2..: {7) 

如 果 只 考虑 系统 在 初始 状态 基础 上 的 变化 ， 不 妨 设 
v (0})=p (0) (8) 


于 是 当 系 统 在 初始 时 段 的 冲 量 p (0 ) 给 定 后 ,就 可 以 用 (6)~(8) 计 


*】 这 里 假设 系统 是 封闭 的 ， 即 不 考 处 系统 与 外 界 环境 的 相互 影响 , 称 为 自治 
(Autonomous) 冲 甚 过程 . 
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算 系 统 在 任意 时 段 1 的 串 量 p (1) 和 和 值 5 (1), 即 对 系统 的 祺 变 作 
出 预测 . 

对 于 能 源 利 用 系统 用 (2) 式 给 出 的 4 作为 丈 , 并 设 初始 时段 
能 源 利用 量 "| 有 一 -个 突然 增加, 即 p(0)1=(1,0,0.0.0,0， 
0 )， 按 照 (6)~18 ) 得 到 的 p({)}、v(f) 如 表 10 -- 1 所 示 . 

表 10-1 能源 利 用 系统 的 pli ?和 of) 


这 些 结果 可 以 直 搂 从 图 10 一 13 得 到 解释 ， 辟 如 因为 v, v0, 为 一 ， 
所 以 ps(1)= 一 1; 因为 没有 从 经 两 条 边 到 0, 的 路 径 ， 所 
以 p,(2)=0: 因为 从 v, 有 经 过 3 条 符号 均 为 一 的 边 到 5 的 路 
径 人 一 如一 划 下 加) 所 以 p03)= 一 1 其 便 指出 ， 和 如 果 a 
中 的 土 1 没有 定 晤 含 六 的话， 那么 表 中 的 具体 数字 也 没有 数量 意 
义 ， 只 能 表示 正 反 面 的 影响 所 及 . 

这 种 由 某 些 因素 在 初始 时 段 的 变化 ( 溃 量 }?[ 起 的 系统 的 演 
变 过 程 称 为 冲 量 过 程 。 当 初始 冲 量 p (0) 中 只 有 一 个 分 量 是 1, 鞭 
余 为 6 时 ， 称 为 简单 冲 量 过 程 ， 显 然 ， 冲 量 过 程 可 以 分 解 为 车 十 
简单 种 量 过 程 的 登 加 .以 下 只 讨论 简单 神 量 过 程 ， 记 作 S. 

简单 冲 量 过 程 的 稳定 性 如 果 系 统 的 任 : -因素 在 :=0 的 变 
化 ,引起 的 系统 各 因素 在 任意 时 段 的 冲 生 和 值 都 不 会 无 限 增 长 
{或 威 少 )， 那 么 这 个 系统 的 神 量 过 程 5 是 稳定 的 . 我 们 要 得 到 草 
疡 5S 是 否 稳 定 的 条 件 ， 并 且 当 S$ 不 稳定 时 希望 找到 一 种 途径 ， 通 
过 改变 某 些 因素 之 间 可 以 控制 的 制约 关系 ， 把 不 稳定 过 程 变 为 稳 
定 . 

对 于 所 有 的 i 和 任意 的 1, 车 ip,(1 首 有 界 ， 称 $ 是 冲 量 稳定 
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的 (Pulse Stable)],， 若 pi{g 有 界 , 称 5 是 值 稳定 的 (Value Sta- 
ble)， 由 (4) 式 可 知 ， 若 5S 是 值 稳定 的 ， 必 是 冲 量 稳定 的 ,， 反之 
不 然 . 

因为 ptr) ,vw (1) 由 一 阶 差 分 方程 (6), (7) 确 定 ， 所 以 粗略 
地 看 ， 它 们 是 否 有 界 取决 于 球 的 特征 根 的 寞 小 于 1 还 是 太 于 1. 
更 精确 的 判断 中 下 面 的 定理 给 出 “, 设 4 是 环 的 非 零 特征 根 ， 

定理 1 S$ 冲 量 稳定 的 必要 条 件 是 人] 委 1 . 

特别 ， 当 w,， 具 取 整数 值 如 土 1 ,0 时 ， 条 件 化 为 14 1=1. 必 
要 条 件 不 请 足 时 必 存 在 某 个 简单 冲 量 过 程 ， 其 冲 量 不 稳定 . 

定理 2 5 计量 稳定 移 充 分 条 件 是 141 志 1 且 均 为 单 根 . 

定理 3 S 们 稳定 的 充 朗 条 件 是 人 $ 证 量 稳 定 H i 闫 1， 

用 上 述 定 理 检 查 用 带 符号 的 有 向 图 (图 10-- 13 ) 表 示 的 能 源 
利用 系统 .由 (2 ) 式 给 出 的 4 的 特征 多 项 式 为 

f= 1) 
因为 1(1)= 一 2 ,7(2)=76 ,所 以 f() 在 (1 ,2) 内 有 根据 定 
理 1 , 必 有 某 个 简单 趾 量 过 程 的 冲 量 不 稳定 . 

为 了 把 不 稳定 的 过 程 变 为 稳定 ， 必 须 改 变 环 【 或 4 的 某 些 
元 素 ， 使 特征 根 满 足 定理 2, 3 的 要 求 ,但 是 知 阵 元 素 与 特征 根 
之 间 的 关系 是 复杂 的 ， 在 如 何 改 变 系 统 的 邻接 矩阵 的 结构 使 其 促 
时 过 程 稳定 方面 ， 目 前 尚 设 有 -- 般 的 结论 . 下 面 介绍 的 方 靶 适用 
于 一 类 用 特殊 的 有 向 图 描述 的 系统 ， 

如 果 一 个 带 符号 的 有 问 图 是 双向 连通 的 (参看 10.3 节 ), 并 
及 存在 一 个 位 于 所 有 闭路 上 的 中 心 硕 点 ， 那 么 称 它 是 改进 的 政 瑰 
形 图 {Advanced Rosette )， 所 谓 闭 路 是 指 从 某 顶 点 出 发 ， 沿用 向 
边 前 进 回 到 该 顶点 ， 且 途中 不 经 过 重复 顶点 的 路 伦 , 不 难看 出 ， 
民 | 10 一 13 满足 这 个 要 求 ,t) 是 中 心 硕 点 ， 由 v0; ;v0 ,v5 构 


* ) 定理 中 $ 指 所 有 的 简单 冲 量 过 程 , 即 p (0) 中 的 元 素 1 可 以 是 任何 -- 个 分 量 . 
定 芭 证 购 不 [28] . 
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成 的 闭路 记 作 vb, ps ps v1. 构成 闭路 的 有 向 边 的 数目 称 为 闵 路 的 长 
度 ; 当 闭 路 包含 奇数 个 带 一身 兔 有 向 边 时 ， 定 义 闭 踏 的 符号 为 
一 1, 否则 为 + 了 ; 用 a 记 长 麻 为 天 的 闭路 的 符号 和 ( 当 没 有 长 度 为 
的 闭路 时 令 a =0),， 设 是 使 a 关 0 的 最 大 整数 ,这样 ， 对 于 每 
个 用 改进 的 政 现形 图 描述 的 冲 量 过 程 ( 记 作 S$*)， 存 在 -个 序列 
{a 2，…， 4,},，S* 的 稳定 性 完全 出 这 个 序列 决定 。 我 们 不 加 
证 明 季 引述 下 面 的 结论 . 

首先 ， 车 对 上 所 有 的 大 = 1 ,2,… 都 有 &=0{ 册 z=0)， 划 
S * 是 冲 量 稳定 和 值 稳定 的 . 以 下 设 > 10， 

定理 4 5S* 冲 量 稳定 的 必要 答 件 是 


aq 一 士 1 (9) 
d= a A, 1: KR=1,2,..…,+—1 (10) 

定理 5 著 $* 冲 量 稳定 ， 则 $* 值 稳定 的 充 要 条 件 是 
> az (11) 


定理 4 和 5 可 以 用 来 指导 我 们 改变 邻接 矩阵 4 的 某 些 元 素 
4 ,以 便 把 不 稳定 的 冲 量 过 程 变 为 稳定 . 对 于 图 10- 13 启示 的 
能 源 利 用 系统 ， 为 了 找 出 导致 不 稳定 的 原因 ， 沉 检查 定理 4 中 哪 
些 必 要 条 件 不 成 立 . 

自 图 10 一 13 可 知 没有 长 度 为 1 的 闭路 ， a,=0; 有 1 条 长 
度 为 2 的 闭路 piv 5， 两 条 有 向 边 均 为 一 号 ，a, 一 1 ;有 3 笨 长 
度 为 3 的 闭 踏 : sowt 的 符号 是 +1. wo 是 十 [而 
pptpya 是 -1 ,所 以 和 =1+1~1=1; 宙 有 长 度 为 4 的 闭路 ， 
a 二 0; 有 1 条 长 认为 5 的 闭路 vyvsts vv 符号 十 1 ,94s=1; 
对 于 >5, a=0 ,于 是 +=5. 这 样 我 们 得 到 序列 fa , ds en 
a das b={0,1,1,0,1}. 

用 定时 4 的 (9)、(10) 两 式 答 查 上 述 结果 发 现 ， 必 = 一 ds 
和 oa,= 一 cs ea 不成立. 由 此 可 见 ， 为 了 满足 肿 量 稳定 的 必要 茶 件 ， 
需要 将 a,, a, ,as 中 的 -个 由 1 变 为 -1 . 由 图 人 0 一 13 知道 ， 将 
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5 3 的 符号 由 + 改 成 - 可 以 达到 下 述 目 的 (a; 和 由 1 变 为 一 1, 而 
as .as 不 变 ). 这 个 改动 的 实际 含义 是 ， 将 原来 的 “能 源 利用 量 增 
加 引起 价格 下 噬 *， 变 为 “能 源 利 用 荆 增 加 导致 价格 上 站"， 即 从 
芯 励 能 源 的 利用 变 为 限制 利用 ， 这 种 价格 政策 的 变动 属于 人 们 可 
以 控制 的 范围 . 
当 凹 己 的 符号 改 为 一 号 后 ， 邻 接 矩阵 4 的 特征 多 项 式 变 为 
FO + 1) 


千古 根 是 1 一 0,0，1， 二 i, 广 (一 1 二 V3 .由 定理 2 知 训 


量 稳定 、 即 能 源 利用 系统 在 任何 -个 因素 突然 变化 的 影响 下 ,各 
因素 在 后 继 时 段 的 改变 基部 是 有 者 的 ， 


如 果 进 步 检 栓 信 稳定 的 充 要 条 件 (11 ) 式 ,就 会 发 现 a 


二 0 一 1 二 1 十 0+ 1=1. 为 在 不 破坏 (9).(10) 的 基础 上 又 使 
(11) 式 成 立 ， 必须 使 4,=a,= 一 【1., 这 要 求 将 长 度 为 3 的 一 条 闭 
路 和 长 度 为 5 的 也 路 的 公共 有 癌 迪 改变 符号 .我 们 由 图 10 一 13 
看 到 ， 只 能 是 拒 wo。 由 十 改 为 一 .其 实际 售 义 是 ， 将 原来 的 “能 源 
生产 率 增加 导致 [ 业 产 值 增长 "， 改 为 “能 访 生 产 来 增加 导致 工业 
产值 减少 *"， 这 似乎 站 反 客观 声 律 , 不 是 天 们 能 够 控制 的 . 实际 
EE、 对 于 能 源 利用 系统 要 求 值 稳定 不 -一定 是 合适 的 ， 在 某 个 因素 ， 
如 能 源 利 用 量 增 加 的 刺激 下 ， 按 照 客观 规律 ,有些 因素 ， 如 能 源 生 ， 
产 率 、 工 业 产 值 ， 就 业 机 会 等 应 该 是 越 来 越 大 的 ， 

当然 ， 还 有 其 他 的 把 原来 不 稳定 的 能 源 利 册 系 统 的 冲 量 过 程 
变 为 冲 量 稳定 和 利 稳 定 的 办 法 (习题 11 )， 

评注 本 节 以 能 源 利 用 系统 的 预测 及 其 稳定 性 为 题 ， 介 绍 了 
-种 川 带 符号 (及 加 到 ) 的 有 了 向 图 和 冲 量 过 程 建立 模型 的 方法 . 
它 是 定性 和 定量 相 结合 的 系统 分 析 方 法 ， 适 合 于 社会 经 济 领域 复 
洒 大 系统 的 宏观 研究 . 解决 问题 的 关键 是 确定 研究 的 对 象 和 范围， 
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即 系统 的 边界 ， 以 及 各 因素 间 的 相互 关系 .在 这 个 过 程 中 合 埋 的 
简化 是 必 不 可 少 的 ， 有 了 时 还 要 划分 为 若干 子 系 统 ， 建 立 子 模型 ， 
用 分 解 、 协 调和 综合 的 方法 处 理 ， 

从 本 节 和 前 面 几 节 可 以 看 到 ， 用 邻接 算 阵 及 关联 算 阵 表示 图 
的 结构 ， 使 得 代数 方法 尤其 是 年 阵 特 征 值 理论 成 为 进行 定量 分 析 
的 有 力 工具 ,这 为 用 图 的 方法 建 模 ， 解决 实 际 问 题 开 辟 了 新 的 领 
域 . 


习 题 


.在 10.1 节 儿 述 了 复 盖 与 美 联 秆 阵 的 关系 上 并 给 出 了 出 关 联 算 阵 找 最 
小 复 商 的 方 洁 ， 类似 地 ， 投 述 控制 集 与 轨 接 垂 阵 的 关系 并 给 出 由 邻接 年 阵 找 
最 小 控制 集 的 方 鞭 . 

2. 在 饭馆 点 菜 ， 首 先 药 求 包含 我 们 需要 的 营养 成 分 , 设 菜 单 及 包含 的 
营养 戌 分 如 下 表 (用 1 和 0 分 别 表示 和 包含 和 不 包含 这 种 成 分 }， 你 如 何 点 菜 
呢 ? 如 果 给 这 些 菜 标 上 价钱 ,你 想 企 保证 营养 条 件 下 最 省 钱 ， 区 如 何 点 菜 ? 


| 上 | 间作 要 | 六 物质 
菜单 
菜 肉 恒基 I 0 | 1 
妙 猪 时 0 | 0 0 
小 拉 0 0 1 0 
红烧 排骨 1 0 0 0 
车 王 十 挝 0 1 0 0 
清汤 全 鸡 | i D 0 i 


3. 证 明 : 兰 5S 是 图 如 =tFV,E) 的 独立 集 , 则 5S 对 六 的 补 集 5 是 局 的 复 旋 ; 
反之 亦 真 ， 
4, 利用 敢 辑 代数 运算 规则 将 10.2 节 的 (1 ) 式 化 简 戌 习 ) 谍 . 
5, 利 出 求 极 小 复 芒 的 未 辑 算 洁 ， 求 图 19 一 | 的 全 部 筑 小 笃 六 ， 
6. 坛 由 独 疗 集 定 交 最 大 独立 集 . 最 大 独立 集中 顶点 的 数 日 称 独 半数 ， 
记 作 B. 证明: 对 于 个 顶点 的 图 ，x+=n, 其 中 必 是 复 泛 数 ( 风 10.1 节 ). 
7. 图 10 一 15 是 儿 个 国家 的 地 图 , 试用 展 少 的 颜 芭 为 地 图 染 人 在 ， 使 邻 国 
能 够 明显 邮 区 别 开 . 
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8. 网 10-16 是 5 位 网 球 选 手 循环 赛 的 结果 . 作为 高 赛 图 ， 它 是 冯 回 连 
通 的 吗 ? 找 出 几 条 完全 路 径 ， 用 和 道 当 方法 排出 位 选手 的 名 次 . 


一 可 | < 
A) YY 


图 10 一 15 图 10 一 16 

9, 排名 次 的 另 一 方法 是 考察 * 失 分 向 最 "以 代 趟 得 分 问 量 {选手 输 掉 场 
次 的 数 日 为 他 的 秋分 )}， 按 失 分 由 小 到 天 排列 名 次 ， 

汕 证明 : 这 相当 于 把 意 赛 图 中 务 有 癌 迪 反 回 后， 按 得 分 向 量 排 列 名 次 ， 
再 把 各 次 倒 过 来 . 

车 用 失 分 向 量 方法 对 疼 10 一 5 (4) 的 竞赛 图 排列 名 次 . 结果 与 用 得 分 向 
量 方法 一 致 吗 ? 

10. 在 10.4 节 的 交通 流 相 容 图 (图 10 一 8) 中 ,打开 e 了 过 得 到 区 向 图 鼎 “ 
计 论 如 何 求 得 相应 上 五 ' 的 最 佳 阅 世上 方案 ， 

11 .利用 10.5 节 的 定理 4.5 说 明 ， 为 了 把 原来 不 稳定 的 能 源 利 用 系统 
(图 1013) 灾 为 冲 量 和 和 值 稳定 的 ， 如果 限制 只 能 改变 两 条 有 辣 边 的 符号 ， 
那么 上 只 有 3 种 可 行 方案 ; 改变 器 志和 #5a( 如 10.5 节 所 述 ); 改变 vv 和 
ste ; 故 变 F351 和 vevr. 

]2, 邦 窒 由 野兔 R 和 和 狐 猩 严 组 成 的 生 十 
态 系统 在野 免 的 食物 资源 充足 的 情况 下 ， 
上 其 带 符号 的 有 向 疼 如 图 10 一 17 所 示 . ODO 

二 解释 峰 | 趾 十、 一 号 的 意 羡 ， + 

吝 基 初始 有 时段 野 兔 有 一 增 量 ， 二 设 图 10 一 17 
5 10)=(010.40), 计算 201), vw (2). 

入 证 明 读 系 统 对 所 有 简单 冲 革 过 程 都 基 溃 电 和 值 稳定 的 ， 从 生态 意 六 
上 进行 解释 . 

和 4 说 最 若 用 入 撞 述 一 者 的 相互 作用 ， 则 在 某 种 加 权 的 情况 下 系统 小 再 
稳定 ， 并 从 生态 音 交 了 进行 解释 ， 

13. 食肉 动物 局 , 食 草 动物 开 和 晶 请 组 成 生态 系统 (因为 草地 有 限 ， 草 
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过 密会 使 草 的 生长 减 慢 ). 用 再 符 导 的 有 向 图 建立 这 个 系统 的 名 成 过 程 德 雹 ， 
并 证 明 冲 量 过 程 是 不 稳定 的 ， 
14, 公共 汽车 系统 用 带 符号 的 有 向 赂 表示 ,如 图 10 一 18, 其 中 具有 单位 距 


1 一 乘客 的 行程 ，2 一 单位 距离 标价 ; 3 一 节 油 其 ;4 一 燃料 消 村 ; 
5 一 污染 ， 6 事故 ;7 一 晚点 ;8 一 居民 人 数 
图 [D0 一 18 
离 站 价 随 乘客 行程 增加 应 法 提高 还 在 妖 低 尚未 傅 定 (图 中 有 周边 1 > 2 的 符 
导 标 为 ? 号 )， 讨 论 这 个 符 导 应 为 + 还 是 一 才能 使 站 最 让 程 稳定 ， 
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第 11 章 逻辑 方法 建 模 


从 抽象 的 定 允 公理 出 发 ， 经 过 严密 的 逻辑 推理 得 到 一 系列 . 
的 公式 、 定 理 ， 是 数学 发 展 进程 的 重要 环节 . 这 一 研究 方法 也 可 
以 应 用 于 建 模 过 程 中 .把 对 象 的 基本 属性 抽象 成 定义 、 公 理 ， 运 
用 雍 辑 推理 方法 或 者 会 得 到 满 是 这 些 公理 的 结果 ， 从 测 提 供 解 
决 问 题 的 正面 答案 ; 或 者 能 证 明 不 存在 原 米 意义 下 的 解 ， 需 要 反 
过 来 审查 对 象 的 属性 及 所 作 的 抽象 定义 ， 并 可 能 导致 对 问题 及 其 
解决 途径 的 重新 认识 . 

逻辑 方法 可 以 建立 连续 的 、 离 散 的 、 确 定 的 、 随 机 的 等 各 种 
类 型 的 模型 ， 因 为 下 面 的 研究 对 象 主要 是 离散 的 和 确定 性 的 ， 所 
以 拒 它们 归 入 本 篇 ， 


11.1 效益 的 合理 分 配 


在 经 济 或 社会 活动 中 若干 实体 (如 个 人 从、 公司 、 党 派 、 国 家 
等 ) 相 得 合 作 结 成 联盟 或 集 困 ， 和 常 能 比 他 们 单独 行动 获得 更 多 的 
经 济 或 社会 效益 ， 确 定 合理 弛 分 配 这 些 效 益 的 方案 是 促成 合作 的 
前 提 . 先 看 -个 简单 例子 . 

甲乙 丙 三 人 人 经商. 若 单 干 ， 每 人 仅 能 获 利 1 元 ; 审 乙 合作 可 
线 利 7 元; 甲 丙 合作 可 线 利 5 元 ; 乙 再 侣 作 可 获 利 4 元 ; 三 人 合 
作 则 可 获 利 10 元 . 问 三 人 合作 时 怎样 合理 地 分 配 10 元 的 收 
人 . 

人 们 自然 会 朴 到 的 “种 分 配方 法 是 : 设 甲 之 再 三 人 省 得 x、 
xX; .XX 元 ， 袜 足 

Xi+ xX; 二 + xX; 二 10 (1) 
二 二 
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(2 ) 式 表示 这 种 分 配 必须 不 小 十 单 二 或 一 人 合作 时 的 收入, 但 是 容 
看 出 (1)，、(2) 有 许多 组 解 ， 如 (x, x, x)={5,3,2), (4 和 ， 
3)，(4 ,3.5 ,2.S) 等 另外， 如 果 将 (2) 式 中 的 7,5 ,4 4 多 -组 数 
据 如 8 ,6 ,7 , 刷 不 存在 满足 (1)、(2 ) 的 解 ， 所 以 这 不 是 - -种 加 
给 的 分 配方 法 . 
上 例 提 出 的 这 类 问题 称 为 n 人 合作 对 策 ( Cooperative 
An 一 person game ).， Shapley L .SS .1953 年 给 出 了 解决 该 问题 的 
一 种 方法 ， 称 Shapley 值 1**9. 
人 合作 对 策 和 Shapley 值 na 个 人 从 事 革 项 经 谤 活动 ， 对 
于 他 们 之 中 若干 人 组 合 的 每 一 种 合作 (特别 ， 单 人 也 视 为 -种 合 
作 1Y， 都 会 得 到 一 定 的 效益 ， 当 大 们 之 疝 的 利益 是 非 对 抗 性 时 ， 合 
作 中 入 数 的 增加 不 会 引起 效益 的 减少 ， 这 样 ， 全 体 n 个 人 的 合作 
将 带 来 最 大 效益 ,nn 个 人 的 集合 及 各 种 合作 的 效益 就 构成 n 人 合 
作对 策 ，Shapley 值 是 分 配 这 个 最 大 效益 的 -种 方案 . 正式 的 定 
疼 如 下 . 
设 集合 二 { ,2 ,… ,ah 如 果 对 于 了 的 任 一 子 集 s 部 对 点 
着 一 个 实 值 图 数 vo{s},， 满足 
o (2)=0 (2) 
DS ss) )}+ vs ), 5 站 = (4) 
称 1 ,5 为 n 人 合作 对 策 ,v 为 对 策 的 特征 函数 . 
在 上 而 所 述 经 济 活动 中 , J 定义 为 n 人 集合 . :为 n 人 集合 中 
的 在 - -种 合作 ，pfs) 为 合作 = 的 效益 ， 
用 六 表示 了 的 上 成员 从 合作 的 最 大 效 荔 # 站 中 应 得 到 的 一 - 份 
收入 .= (x 做 合作 对 策 的 分 配 (Imputation )， 
满 时 


> w=001) (5) 


#8(i), i=L ,2 ,…， ,天 (6) 
请 读者 解 科 人 6) 起 的 含 浆 ， 显然 ， 由 (3) {4) 定 义 的 人 大 合作 对 
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策 [1 , v] 通常 有 无 穷 多 个 分 配 . 

Shapiey 值 由 特征 函数 v 确定 ， 记 作 BG5)= (9 (6), 9,(v), 
… ,pt(v))， 是 一 种 特定 的 分 配 ， 即 p,(v)=x,, Shapley 首先 
提出 看 来 毫 无 疑义 的 几 条 公理 ， 然 后 用 逻辑 推理 的 方法 证 明 ， 存 
在 瞧 一 的 满足 这 些 公理 的 分 配 中 (op)， 并 把 它 构造 出 来 . 这 里 先 
给 出 @ (op 的 结果 ，、S$hapley 公理 放 在 本 节 最 后 . 

Shapley 值 @@(v)= (9p (5)， (0) 0 人] 为 

pit)=Y wilsD[e(ts)—vs NN i=1,2,..,n (7) 


了 本 


w (Is |}= 名 一 {8) 
其 中 s; 古 了 中 包含 i 的 所 有 子 集 ， |s1 是 于 集 s 中 的 元 素数 目 ( 人 
数 )，w (1s |] 是 加 权 因 子 . 

我 们 用 这 组 公式 计算 本 节 开 始 给 出 的 三 人 经 商 问 题 的 分 配 ， 
以 此 解释 公式 的 用 法 和 意义 ， 

甲乙 两 三 人 记 为 [= (1 ,2 ,3)， 经 商 获 利 定义 为 1 上 的 特征 
函数 ,， 则 p( 凶 )=0, 001)=0(2)=0(3)=1,v(1 |) 2)=7, 
v1 (J3)=5,0(2( 3)=4,0(1)= 10. 容易 验证 v 满足 (3 ).(41)， 
为 计算 w (pz ) 首 先 找 出 了 虐 中 包含 1 的 所 有 子 集 s 1,1U 2， 
1 3 ,然后 令 s 跑 遍 5, , 将 计算 结果 记 入 表 11 一 1. 最 后 将 表 
中 来 行 相 加 得 w(t) =4( 元 )， 同 法 可 计算 出 wp,(v)=3.5 
{元 )，g9 ;tv )=2,5 (元) 这 就 是 按照 Shapley 值 方 法 计算 的 甲 
己 丙 三 人 应 得 的 分 配 . 

让 我 们 通过 此 例 对 (7 ) 式 作 些 解释 . 对 表 11 一 1 中 的 s ,和 壁 如 1] 
2. 5(s) 是 有 甲 ( 即 1) 参加 时 合作 :的 禾 利 v(s ~1) 是 无 甲 参 
加 时 合作 3 (只 剩 下 乙 ) 的 获 利 ， 所 以 bf 一 ps1) 可 视 为 甲 对 
这 一 合作 的 “页 献 ". 用 Shapley 值 计 算 的 甲 的 分 配 p, (52) 是 ， 甲 
对 他 所 参加 的 所 有 合作 (s, ) 的 贡献 的 加 权 平 均值 ， 加 权 因 子 
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(1s 中 取 决 于 这 个 合作 :的 人 人 数 . 通 伦 地 语 就 是 按照 贡献 晴 得 氛 
酬 ， 
表 11-1 三 人 经 商 中 甲 的 分 配 o {v ) 的 计算 


S | 1| 12 1\)3 了 
rs) 1 7 5 10 
utls™、 11} 0 1 1 
ES 1 6 4 hf 
| [ 了 > 3 
mw (|s1) 123 1 176 13 
wilsiets}—rts ~ 1 43 1 2 2 


下 面 考 赛 一 个 实际 问题 ， 

污水 处 理 费 用 的 盒 理 分 担 ” 沿 河 有 二 城镇 1 ,2 和 3 ,地 惠 位 
团 嫩 图 11 一 1 所 示 . 污水 需 钼 理 后 才能 排 人 河 巾 .三 城镇 既 可 以 
意 独 建立 污水 处 理 1“， 筷 吕 以 联合 建 厂 ， 用 管道 将 污水 集中 处 理 
(污水 应 由 河流 的 上 游 城镇 说 下 游 城镇 输送 }， 用 2 表示 污水 葛 
(号 >“ 称 )， 世 大 水 管道 长 度 ( 千 米 )， 按照 经 验 公式 ， 建 亲 处 理 广 
的 费用 为 P =730QO*"{ 千 元 )， 铺设 管道 费用 为 P=0.660*1L 
{和 干 元 ). 已 如 三 城镇 等 水量 为 0 =5, 0,=3, 品 ,=5, 工 的 数值 
如 疼 11 一 1 所 示 . 试 大 节 绝 总 投资 的 角度 为 三 城镇 制定 污水 外 更 
方案 ， 如 果 联 合 建 厂 ， 各 城镇 如 何 分 担 费 用 1 . 


20 千 米 38 壬 米 
3 


河流 
TT 
图 11 一 ] 三 城镇 地 埋 位 置 不 意图 
二 城镇 和 水 处 再 共有 以 5 种 方案 ， 计 第 四 投资 费 刑 以 作 比 园 . 
1 ) 分 别 建 上 | ， 投 资 分 别 为 
C1)=73 SE—=230,. C{2)=160, CC{3)=230 
名 投资 Di=C()+ CC)+C(3)=620. 
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2)1.2 谷 作 ， 在 城 2 建 ) ， 投 资 为 
{1 .2)=73 ，(5+3)0TP+066。5Sr5。 20 一 350 
总 投资 D,=C( ,2})+C(3)=580. 
3)2 .3 合作， 在 城 3 建 厂 、 投资 为 
C2,3)=73 . (3+ 50.66 .3 。38=365 
总 投资 D,=C(1)+ CG,3)= 595， 


4)1.3 合作 ,在 城 3 建 三 . 投资 为 

Cl,3)=73 (5+ SP RrO.66. 5 58=463 
这 个 费用 超过 了 1 ,3 分 别 建 厂 的 费用 C(t1)+C(3)=460. 合作 
没有 有 效益， 不 可 能 实现 . 

5) 二 城 合 作 ， 在 城 3 建 | .总 投资 为 

Ds=C( ,2,3)=73 154+3+5)2+0.66 。 505 ,20 

+0.66(5 +3)" 。 38=556. 

比较 结果 以 D;= 556 ( 千 元 ) 最 小 ， 所 以 应 选择 联合 建 ; 方案 . 
下 高 的 问题 是 如 何 分 担 费 用 万。 . 

总 费用 D; 中 有 3 部分: 联合 建 矿 费 d=73， (3 3+5)2 一 
453; 城 1 至 2 的 管道 费 4=0.66 ，595 ，20==30; 城 2 全 3 的 
管道 费 d= 一 0.66(5+ 3 站，38 二 73, 城 3 提出 ,di 由 三 城 接 污 
水 量 比 例 $5 ;3 ;5 分 招 ， 中, 届 是 为 城 1 ,2 铺设 的 管道 费 ， 应 出 
他 们 担负 ; 城 2 同意 ， 并 提出 gq 由 城 1 ,2 按 污水 量 之 比 5 :3 分 
担 ，4, 则 诺 由 城 1 自己 担负 ; 城 工 提 不 出 反对 意见 ， 枉 他 人 计算 
了 -下 按 上 述 办 法 各 域 应 分 担 的 费用 : 


城 3 分 担 费 用 为 吕 . 方 =174， 


城 2 分 担 费 用 为 4 + 如 一 132， 


城 ! 分 担 费 用 为 dg 。 二 + 必 襄 + 起 = 250 


结果 表明 城 2 ,3 分担 的 费用 均 比 他 们 单独 建 三 费用 C (2), C (3) 
367 


小 ， 而 域 1 分 担 的 费用 却 比 忆 (1) 太 .总 然 , 城 1 不 能 同意 这 种 
分 担 总 费用 的 办 法 ， 

为 了 促成 三 城 联合 建 | 以 节约 总 投资， 应 该 寻求 合理 分 相 总 
费用 的 方案 .三 城 的 合作 节约 了 投资 ， 疗 生 了 效益 . 一 个 4 人 
合作 对 策 问 题 ， 可 以 用 Shapiey 值 方 法 i: 吝 地 分 本 这 个 第 益 

把 分 担 费 用 转化 为 分 配 效 益 ， 就 不 会 出 现 城 1 联合 建 [分担 
的 费用 反比 单独 建 上 费用 高 的 情况 . 将 一 城镇 记 为 [= (1 ,2.3)， 
联合 建 ! 比 单独 建 广 节约 的 投资 定 浆 为 特征 函数 ， 于 是 从 

vo BG)=0, v1)}=0(2)=0(3)= 0, 

| (2)=CU j+ COC) C(I ,2)=230+ 1060 ~ 350= 40. 

vl2 (3)=COQ)FC)- C2,3)=160+ 230 一 363 一 了 9 

vll)3)=0 

f=) C2)+C0G)-C{.2,3) 

=23D0+ 160+ 230— 358= 064 
容易 看 出 4 满足 特征 函数 的 条 件 (3)、(4)}， 三 城 联 合 建 三 的 党 
作为 64 {于 站 }， 用 Shapley 值 方 法 计算 这 个 效益 的 分 配 ， 城 1 
应 分 得 的 份额 pi (5 ) 的 计算 结 朵 列表 11 一 2, 得 到 of 
6.7+ 13= 19.7( 千 元 ).、 类 人 世 地 算出 @, (6) =32.1, w(t)=12.2. 
可 以 验证 : ,t+e@st)+gto = 的 = 人 0 看 米 , 城 2 从 
总 效益 64 ( 千 元 ) 中 分 本 的 份额 最 大 ， 你 能 从 城 2 的 地 理 位 党 与 合 
作对 策 的 角度 解释 这 个 结 朵 吗 ， 
表 11 一 2 污水 处 理 问题 中 (zt ) 的 计算 


4 | [2 1 3 
加 本 总 40 0 
ris ~1) D 0 0 25 
Cs)—r tr 0 40 9 
131 1 2 2 3 
willsl|) 1 176 1.6 上 1 
| 0 6.7 0 13 
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最 后 ， 在 联合 建 三 方案 总 投资 答 556 (于 元 ) 中 各 城 的 分 担 费 
用 为 : 城 1 是 C09 (6)=230--19.7=210.4; 城 2 是 C 人) 
一 wp {5) 二 127.9; 城 3 是 C(3) 一 g(rv)=217.8. 

现 将 前 面 用 汉 的 方法 的 数学 Shapley 2 $ 理 舰 述 如 下 : 

Shapley 公理 设 上 是 定义 在 J=(1 ,2 … ,2 二 的 特征 到 
数 ，Shapley 提出 ， 由 5 泌 定 的 -个 分 本 中 ,oj ga (7 )， 

; D2) 应 注 是 以 下 公理 

1 ) 对 称 性 设 7 是 1=( 2 ,nn) 的 一 个 排列 ， 即 了 到 它 白 
身 的 一 -对 应 ， 如 zi 是 i 的 对 应 ，、xs 起 4 的 对 应 (s 二 门 . 车 记 h 
{ns)= 二 4(5)， 则 对 于 = 了 ,2 ,2 有 ww (5)= gq;{u)， 读 公理 
表示 ， 每 人 的 分 配 与 他 被 赋予 的 记号 i 无关， 

2) 有 效 性 如 果 对 于 所 有 也 含 上 的 子 集 了 部 有 Da = 


rz 则 wife)= 0 有 > o(o)=e( 门 ,该 公理 表示 ,车 成 员 ; 


对 于 每 一 个 他 参加 的 合作 都 没有 和 贡献， 那么 他 不 庶 从 全 体 合作 的 
效益 中 王 得 报 柄 ， 另 四， 各 成 员 分 配 之 和 应 等 于 金 体 合作 的 效 
扒 ， 

3) 可 加 性 对 于 定义 在 1 上 的 任意 两 个 特征 函数 和 4， 
Pv 二 + 4=D(0)+ 中 (H)， 这 个 公理 说 明 ， 当 中 人 同时 进行 两 

项 合作 时 ， 每 大 的 分 配 是 两 项 合作 的 分 配 之 和 ， 

可 以 认为 把 这 三 条 公理 作为 分 配合 作 效 益 的 准则 是 合理 的 . 
Shapley 天 格 证 明了 由 但 }、(%) 定 义 的 多 (2) 是 满 是 这 些 公理 的 
唯 :的 分 配 . 

需 便 指出 ， 作 为 -种 分 六， 多 {6 ) 应 满足 16) 式 ， 即 各 成 员 从 
合作 效益 中 芍 分 本 不 应 小 于 他 单 十 时 的 收入 ， 有 中， 人 
i 二 1 ,2 ,… .这 个 关系 没有 被 列 入 公理 . 但 是 可 以 验证 ， 由 了 于 
述 公明 及 特征 函数 的 性 质 ， (7)、 (6) 加 定义 个 二 (0) 是 湛 是 设 关 


*) 这 组 公 基 1 呈 Shapley 最 初 的 提 法 稍 有 不 同 ， 匈 15] . 
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系 的 (习题 1). 

评注 x 人 合作 对 策 和 Shapley 值 方法 不 仅 可 以 解决 经 济 医 
动 中 效 瘟 的 分 配 问 题 ， 而 由 能 够 用 来 估 景 各 个 团体 或 派别 在 其 
社会 活动 中 的 权重 . 试看 这 样 的 例子 : 其 理 事 会 由 一 个 派别 分 别 
占有 的 4 .3.2 个 席位 组 成 ,表决 提案 时 圳 有 超过 半数 的 赞成 乓 
方 可 道 过 . 每 个 派别 成 员 辐 时 投 赞成 票 或 反对 票 。， 信 和 其 各 派别 在 
提案 表决 中 的 权重 ( 即 影响 力 ). 

可 以 看 出 , 任何 派 基 邦 不 能 操纵 表决 ， 而 当 至 少 有 两 派 鞠 
成 时 提案 就 能 通过 . 将 三 派 定 义 为 集合 =(1 .2 ,3)， 泊 务 派 结 
成 联盟 {包括 一 派 疼 二 ) 吕 化 提案 通过 时 定义 这 个 详 嚼 的 特征 明 
数 为 1, 和 丙 旭 为 0. 二 ef)=0, vt{1)=2(2)=#(3) =0. 
FU2FaEU3)=PeU33= ec 门 =1 妇 此 构成 -合作 半 策 . 用 
Shapley 值 方法 算出 的 这 个 人 台 作 对 策 的 分 配 o (r 上 即 为 各 派 在 十 案 
表决 中 的 权重 容易 得 到 @ tp) 一 os)=13 即 一 扳 
对 提案 表决 的 影响 力 相同 ,虽然 他 们 占有 的 席 你 不 同 . 这 方面 的 
练习 和 应 用 见习 题 3 一 5 


11.2 存在 公正 的 选举 规则 吗 


信 参 加 过 计 选 优秀 运动 员 ， 优 秀 电 影 、 优 秀 小 说 这 一 -类 活 
动 吗 ? 你 知道 组 组 者 们 是 如 何 恨 据 于 万 人 对 评选 对 象 的 投 昧 铬 
训 决 定 评选 结果 的 喇 ? 你 苦 虑 过 怎样 决定 评选 结 洒 才 是 公 王 的 
9 当然 这 区 引出 了 新 的 问题 :公正 的 标准 是 什么 ? 在 蓉 过 竺 
问 的 “组 标准 下 是 否 存在 所 谓 公 下 的 评选 结果 ? 

这 种 根据 芳 二 人 对 其 些 对 象 的 决策 结果 ， 综 合 出 这 个 妊 休 的 
决策 结果 的 过 程 称 为 群体 决策 (Group Decisionmaking)， 西方 
国家 的 一 些 机 构 和 学 省 习惯 弄 民 意 测验 的 方式 调查 国民 对 社会 
福 列 、 内 外 政策 以 及 总 统 、 内 痢 等 官员 的 态度 ， 然后 希望 败 群 体 
决策 方 蔡 杂 】 纳 出 爹 体 国 民 的 倾向 ,事实 上 ,在 社会 经 济 领 域内 许 
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多 问题 都 可 以 归结 为 群体 认 策 ， 有 相当 多 的 产 轴 的 质量 无 法 朋 仪 给 
设备 精确 测量 ， 而 要 菲 专 家 们 作出 带 有 一 - 定 主 观 成 分 的 评定 . 像 
在 啤酒 质量 评定 会 上 上， 由 著 干 专家 对 各 种 啤酒 进行 品 党 ， 每 人 对 
这 些 啤 酒 按 优 劣 排 齐 ， 最 后 出 会议 综合 专家 们 ] 给 出 的 排序 ， 确 定 
一 个 统一 的 排序 结 

为 了 毅 述 方便 起 见 ， 我 们 把 根据 每 个 人 对 评选 对 象 所 作 的 排 
序 米 人 确定 这 个 群体 对 评选 对 象 排序 的 决策 过 程 ， 描 述 为 一 次 选举 ， 
有 老生 选民 和 在 干 俊 选 人 ， 每 个 选民 的 :次 投票 是 他 按照 日 已 的 
标准 对 各 和 候选 人 优 禾 顺序 的 -次 排序 ， 而 选举 规则 要 根据 所 有 意 
民 的 排序 确定 选举 结果 ( 世 是 对 各 候选 人 的 一 个 排序 )}、 本 书 首 先 
给 出 这 种 排序 的 -… 般 忻 质 ,讨论 简单 的 选举 规则 并 指出 它们 的 铅 
点 ,然后 论证 在 一 定 意义 上 所 谓 公 下 的 选举 规则 是 不 存在 的 ,最 后 
全 绍 -个 特殊 情况 下 的 选举 规则 纵 及 其 他 确定 规则 的 方法 呈 4 . 

简单 的 选举 规则 用 =(1,2,… ,ai 表示 选民 混合 ， 册 普 
个 字母 构成 的 4=1x Ta, …) 表 挟 候 选 人 集合 . 选举 要 求 
每 个 选民 ie 对 全体 候选 人 4 作 一 排序 ， 记 作 p,. 所 谐 选 淮 规 则 
是 根据 p, (i= 1 ,2.，… ,2) 确 定 群 体 对 4 的 排序 ， 记 作 p, 这 种 山 
(pi py， Pp， ) 到 p 的 对 应 关系 在 群体 识 策 中 称 为 炎 体 一 致 函 
数 {Group Consensus Function ).*) 

作为 对 集合 4 的 任何 个 排序 p, 和 pp ,必须 共 备 以 下 两 个 性 
质 ， 也 可 以 称 为 公理 : 

1. 对 于 任意 的 < ,ye4 ， 上面 三 种 关系 必 有 且 仅 有 一 种 成 立 : 
x 优 于 y, 记 x>y*™ ;x 等同 y, 记 x~y;xX 省 于 yi x <y. 
用 > 记 优 于 或 等 同 ，< 记 劣 于 或 等 同 . 

2. 划 和 xzEd, 若 xyzzz 则 xzz; 且 仅 当 前 两 
式 竺 同 号 成 立时 ,后 一 式 的 等 同 号 才 成 立 .这 是 排序 的 可 传递 性 . 


x) 西方 国家 用 它 来 衡 基 人 民 对 社会 福利 状 汽 优 沙 的 评价 、 称 为 社会 福利 勿 数 
tSocial walfare function ). 
# 示 本 秆 中 过”. 二" 顽 丰 排序 符号 ， 
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芷 现实 生活 中 大 们 常用 的 简单 的 选举 规则 有 以 下 两 种 : 

1 ) 简单 多 数 规则 当 且 仅 当 越过 半数 的 选民 投票 > 时 ， 
选 洽 结果 为 x>y(~~ 和 < 的 关系 类 似 ). 

以 下 用 (x>>y) 表示 在 排序 p, 路 x 优 于 y， 如 不 特别 指明 ， 
内 x>y 表示 在 排序 p 中 x 优 于 >. 简单 多 数 需 如 康定 ， 当 此 仪 当 使 
含 (x>y), 的 排序 p, 的 数 日 超过 72 时 ，x>y 成 立 ， 试 看 如 下 的 
一 次 选举 : 7=(1,2,3), 4=( 人 (UP) 投票 结果 为 


PIixX>p>H~E 


Pa: p>X>U>U (1) 
ParA™ Ut > 

按照 简单 多 数 规划 选举 结果 应 为 
PixX>y>uU>L (2) 
这 个 规则 用 起 来 十 分 方便 ， 但 是 有 时 用 它 确 定 的 结果 疡 违反 

排序 的 可 传递 性 ， 如 考 闪 


用 人 


站 yz>x (3) 
pl 2>X>y 

则 得 到 的 p 中 应 有 x>h .yy>z,z>x， 于 是 无 法 确定 选 党 结果 . 
2) 记 分 规则 设 B(x) 为 排序 pj, 路 步 于 x 的 侯选人 人 的 数 日 ， 


B(x)=Y B(x) (4) 


为 x 在 选举 小 所 得 的 分 数 ， 称 为 Borda 数 ， 记分 般 则 规 论 ， 当 及 
伍 当 Bx)>B(y) 时 ，x>7 上 成立 (~ 和 < 的 关系 类 似 ). 

在 (1) 式 给 出 的 投标 结 来 中 Btx)=3, B(x)=2, B(x) 
=2, B(x)=3+2+2=7, 同 样 可 得 B(y)=5, BltW)=3， 
8B (4 )=1 .于 是 按 记分 规则 得 到 的 选区 结果 与 用 简单 多 数 规 则 得 到 
的 人 2) 式 - 致 . 而 对 于 (3) 式 表示 的 选举 ， 因为 Btx)=B(y) 
= B(z)=3, /所 以 按 记 分 缉 则 得 到 的 结果 为 p : 一 上 一 二 
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但 是 出 于 在 投票 有 时 葛 求 选 民 只 考虑 候选 人 的 优 乡 顺序 ， 丰 

管 其 优先 程度 ， 而 记分 规则 却 又 显然 以 优 步 程度 为 依据 ， 并 旦 用 问 
-尺度 一 分 数 米 衡量 -个 选民 对 不 亲 候 选 人 的 排序 (P, 内 部 )， 
及 不 同 选 区 对 候选 人 的 排序 (p, 之 间 ) 的 优 沙 程度 ， 这 样 ， 选 举 的 
组 织 少 根据 pp 确定 p 的 规划 ， 与 他 当初 对 选民 投票 的 要 求 是 个 一 
敏 的 ,因而 这 种 规则 基 不 尽 侣 理 的 ， 试 看 下 例 : [=(1 .2,3 ,4)， 
4=(x ua) 投标 情况 为 
本 

a (5) 
算出 B{x)==12 ,B80(y) =13, 按 记 分 规则 得 到 的 结果 应 1>x. 
但 存 (5) 中 有 三 位 选民 认为 x>y, 只 有 一 * 停 认 为 p>x ,因为 他 
把 + 和 < 分 别 排 在 着 和 林 ， 致 使 选举 结果 服从 了 他 个 人 的 意愿 ， 
这 是 不 能 为 多 数 人 接受 的 . 

二 面 两 种 简单 的 选举 规则 在 多 数 情况 下 可 以 得 到 合理 的 、 相 
同 的 站 虚 ， 但 在 有 些 情 况 下 则 不 然 ， 有 洗 有 折合 .: 般 情况 的 ， 公 
下 合理 的 选举 上山 则 昵 ?9 这 首先 涉及 所 谓 公 不 合理 的 标准 ， 从 数 
学 建 模 的 角度 看 ， 应 该 先 订 下 几 条 状 遍 认可 的 公理 ， 然 后 出 还 辑 
推理 坟 法 好 求 满足 这 些 公理 的 规则 ! 如 梨 这 种 规则 存在 的 话 ). 
Arrow 长. 作 了 这 彬 入 [HI951 年 1， 他 给 出 了 硼 公 理 ， 伯 是 却 证 归 
六 -个 反面 的 结果 : 不 存在 满足 这 组 公理 的 选举 规则 ， 他 的 这 
种 建 模 方法 及 所 得 到 的 结果 对 我 们 是 有 启发 的 ， 下 面 作 简 要 介 
绍 ， 

上 rrow 公理 与 4rrow 定 理 Arrow 提出 了 5 条 公理 *: 

公理 1 《选举 的 完全 性 ) 

选民 对 候选 人 的 任何 :种 排序 部 是 多 放 的 ， 

公理 2 {选举 规则 与 选民 投票 的 正 相关 ) 

车 对 于 某 次 投 是 p (j= 1 ,2 ,… ,1) ,选举 规则 确定 的 p 中 包 


* 】 这 里 在 杯 |: 采用 了 [5] 的 艇 巡 ， 和 与 Arrow 原来 的 提 法 稍 有 出 入 . 
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括 x>y, 而 在 男 … 次 投 蒜 p,《i= 1 ,2 ,4) 中 x 的 顺序 或 者 与 pp 
相同 ,或 者 提前 ,而 其 他 候选 人 的 须 六 不 变 ， 那么 在 选 举 规则 确 
定 的 p 中 也 应 包括 x>y， 

这 个 公理 表明 车 所 有 选民 对 候选 人 x 的 排序 没有 向 后 移动 ， 
则 选举 结果 中 x 对 上 其 他 候选 大 的 优先 性 不 应 改变 ， 

公理 3 {无 关 候 选 人 的 独立 性 ) 

设 4, 是 候选 人 集合 4 的 子 集 ， 车 在 遇 次 投票 结果 p, 和 pp 
=] ,2 ,… ,nn) 中 4 内 各 候选 人 的 排序 相同 ， 那 么 选举 项 如 确 
定 的 p 和 和 p “中 4 内 各 候选 人 的 排序 也 应 相同 ， 

该 公理 表明 ,尽管 4 以 外 的 侯选人 在 六 和 癌 “中 的 排序 可 上 人 
变化 ， 人 这 不 能 影响 4, 内 各 候选 人 在 选举 结果 中 的 排序 ， 

公理 4 {选民 的 二 权 性 】 

对 了 任意 一 对 候选 人 x ,ye 4 ,存在 -次 投票 书 人 =1 ,2,…， 
nn)， 使 得 选举 规则 能 由 pi; 确定 x>y. 

如 果 这 条 公理 不 成 立 ， 那 就 是 说 ， 无 论 选民 怎样 投 荣 ， 即 估 
所 有 p, 中 都 有 (x>y),,- 选 举 规 则 也 不 能 确定 x>y , 这样 的 规则 
不 尊重 全 体 选 民 的 一 致 愿 齐 . 

公理 5 【选民 的 非 独 裁 性 ) 

不 存在 这 样 的 选民 站 , 使 得 对 于 任意 一 对 候选 人 xx. , 只 过 六 
小 有 (x>y 了 ,选举 规则 就 确定 x> 了 ， 

因为 这 样 的 选民 i 事实 上 秦 断 了 选举 结果 ， 所 以 该 公 悍 表明 
不 允许 这 种 独裁 者 存在 . 

是 否 存 在 满足 以 上 5 条 公理 的 选举 规则 昵 ? 这 与 候选 人 人数 
H mz 和 选民 人 人 人数 有 关 ， 

妆 m= 1 或 r= | 时 选举 天意 义 , 不平 讨论 . 

当 m=2 ,nz2 时 简单 多 数 规则 就 满足 上 述 Arrow 公理 ， 请 
读者 验证 【习题 6). 

当头 基 3 ,822 时 则 有 

定理 ” 当 至 少 月 3 位 候 庆 大 和 2 位 选民 时 ， 不 存在 满足 Arrow 
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公理 的 选举 规 斯 ， 

[证 明 ] Fmi 锡 过 程 是 证 明 任 何 -~ 个 注 是 公 虹 1 ,2 ,3 ,4 的 选 
举 规 则 必然 导致 独裁 者 的 存在 ， 从 而 叫 反 公 理 5. 按 下 述 步 又 进 
行 ， 

1.3 引 入 决定 性 集合 的 妍 念 ， 选 氏 集 合 了 的 子 集 / 称 为 候选 人 
x 悄 的 决定 性 集合 ， 如 果 对 于 任何 -- 次 投票 ， 具 要 (x>y),ieJ， 
选举 规则 就 确定 x>>y. 由 公理 4 这样 的 集合 一 定 存在 ， 辟 如 全 
体 选 民 集 合 了 -一定 是 任意 一 对 候选 人 的 决定 性 集合 ， 如果 一 对 候 
选 大 的 决定 性 集合 7 中 不 包 合 真 子 集 赂 ,使 是 某 对 候选 人 的 
决定 性 集合 ， 则 J 称 为 最 小 决定 性 集合 ， 韦 实 4:， 从 了 中 将 选民 

-个 个 地 旭 除 ， 直 到 不 能 剩 下 一 个 六 定性 集合 为 上 ,就 得 到 了 了 最 
小 决定 性 集合 . 

2. 给 出 -个 引 理 . 在 Arrow 公理 下 /是 x ,y 的 决定 性 集合 
的 充 皮 条 件 是 ， 存 在 这 样 一 次 投票 : (x>y),, ieJ];(x<y),, 
ie ,选举 规则 确定 x>y .这 个 引 理 的 必要 性 由 识 定 性 集合 
的 定义 给 出 ,充分 性 可 由 Arrow 公理 1 ,2 ,3 证 明 { 从 上 略 ). 

3. 证 明 x,y 的 最 小 决定 性 集合 /中 仅 含 一 个 选民 ， 用 反 证 
法 ， 设 je J ,上 且 J 了 7 非 空 , 由 公理 I 可 以 考察 有 三 位 候选 人 x， 
的 这 样 次 投标. 

后 :世人 了 

pliEd NV): 2z>x>r (6)} 

plieEd ~): p>2>x 
因为 7 对 x .7 是 沁 定 性 的 ， 所 以 选举 规则 确定 x > . 另 一 方面 选 
举 规则 不 可 能 确定 z>y ,得 则 由 (6) 式 按照 3| 理 ，J \ 将 成 为 = ， 
六 的 决定 性 集合 ,与 /的 最 小 性 矛盾 ， 所 以 选举 规则 只 能 确定 
yz .这样 由 x>y 和 yyz，, 排序 的 可 传递 性 给 出 ;>z. 而 将 
xX>z 和 (6) 式 用 于 引 i 理 又 得 到 ，j 是 xz 的 决定 性 集合 ， 与 了 的 
最 小 忻 秆 盾 ， 所 区 了 中 上 只 含 个 选民 j. 

4. 证明 了 = 了 对 任 “对 候选 人 都 是 决定 性 的 . 首先 (6 ) 式 可 
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化 为 ; 

Pp; :> 

pliEFNI): r>o>x 
己 知 站 对 , 研 决定 性 的 ， 六 了 是 7 .zz 的 决定 性 集合 ， 由 此 可 知 j 
对 xx 也 是 决定 的 (为 什么 ? 1).、 若 候选 人 集合 4 中 只 有 一 人 ， 
齐 江 明 已 结 来 : 否则 ， 对 上 任意 的 另 - :位 候选 人 人 2， 我 们 证 有 骨 1， 
对 4,z 也 是 决定 性 的 . 为 此 劳 赛 在 (7) 式 基础 上 增加 候选 人 4 约 
这 样 次 投 束 : 


p, > 


(7 ) 


站 TPE 了 门下 > 区 全 1 
蕊 知 对 < 是 雇 定 性 的 ， 又 了 是 ax 的 次 定性 于 合 、 排序 的 可 
传递 往 给 加 ww>z .十 起 出 (8) 式 按照 引 理 可 知 j 对 ww,; 是 决定 性 
的 . 

上述 结果 表 蚌 j 是 华 籽 选举 的 独裁 着 ， 因 而 渗 忠 前 4 条 公 再 
的 选举 规则 违反 公理 5, 即 不 存在 满足 全 部 Arrow 公理 的 选举 规 
则 ， [ 证 些 ] 

商 对 这 样 的 结果 大 们 首先 想到 的 基 重 新 审 让 Arrow 公 虹 . 
症 细 完 这 些 看 米 合理 的 公 纪 ，、 有 人 对 公理 3 {无 大 候选 人 的 独 
立 性 ) 提 山 质 姑 ， 起 看 下 例 

设 7=(1,2) 4 一 (x 4 ,2)， 选举 届 则 是 ,着 > 人 >T， 
则 > 本 公正 和 的， 但 
是 将 要 大 到 利川 公理 3 会 革履 入 古 的 结 术 。， 芭 察 4 次 投票 ， 作 3 
次 拱 费 情况 及 按 这 个 选举 规则 确定 的 结果 为 : 


让 1 - TT 这 7 ; . 
A | } pl XY>T>2 (90) 
pi: FZ " 
pr x >> pol > (10) 
pl 二 并 

31 1 王 - 
fo 了 之 人 > pl: ~2> (11) 


Pa! 了 并 并 


第 4 次 投票 情况 为 ; 

Pl: X>y>2 

fo zZ> xXx>y (12) 

比较 (12) 与 (9),， 候选 信子 集 41=(x,y) 在 p,(i=1,2) 中 
的 排序 不 变 ， 核 照 公理 3,p 中 x ,y 的 排序 与 p31) 一致 ， 即 x >>y， 

比较 (12) 与 (10)，4,= {x ,z) 的 排序 不 变 ， 按 照 公理 3, p'*) 
中 x ,z 的 排序 与 p?; 一 致 ,有 皮 x~ 2z; 

比较 (12) 与 (41)，44=(y,z) 的 排序 不 变 ， 与 上 面 类 似 地 有 
FPF~ Zz. 

上 面 三 个 结果 显然 是 矛盾 的 ， 其 原 国 是 公理 3 中 虽然 子 集 4 
肉 候选 人 排序 不 变 ， 但 是 子 集 4 以 外 候选 人 【 即 无 关 候 选 人 ) 的 插 
入 影响 了 4 内 排序 的 优 步 程度 . 公理 3 不 考虑 这 种 影响 ， 致 使 
产生 了 无 法 统一 的 结果 .然而 如 果 修 改 公理 3 以 考虑 优 沙 程度 ， 
那么 就 会 入 及 到 对 排序 的 基本 性 质 的 假定 ， 超 出 了 本 节 的 讨论 苍 
围 . 下 面 转向 寻求 另外 的 解决 途径 . 

联合 尺度 下 的 选举 规则 ”和 如果“ 民选 入 "是 葡萄 泗 ， 那 么 可 以 
按照 它们 的 甜 度 在 从 0 到 1 的 尺 府 上 确定 各 自 的 位 置 , “选民 "的 
口 咪 不 一 ， 每 个 人 可 以 在 这 个 尺度 上 确定 自己 最 理想 的 “候选 人 * 
应 在 的 位 置 . 在 图 11 一 2 中 4 名 “候选 人 ”x,y ,vw 分 别 居 -于 0， 
0.1 ,0.7 ,0.9 处 ，3 名 “选民 ”1 ,2 ,3 认为 自己 晤 理想 的 “候选 人 ” 
的 位 置 是 1 .0.4 和 0.6， 

图 11 一 2 这 种 表示 称 为 选 
民 和 候选 大 的 联合 尺度 ， 联 合 | | | 
尺 座 的 选举 方法 可 以 用 在 如 请 3 ， ,3 上 
色 的 深 谈 、 口 味 的 成 淡 等 物品 “ 
质量 的 评定 上 ，“ 候 选 人 "按照 图 11 -2 联合 尺度 示意 图 
客观 标准 .“ 选 氏 * 按 照 主观 爱好 分 别 在 同 . -尺度 上 确定 自己 的 位 
兽 ， 

由 联合 尺度 很 容易 得 到 各 位 选民 的 一 -次 投票 结果 ， 如 对 图 
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11 一 2 有 

Pi i> yx 

Dy>o>X>u (13) 

Pi: UvU>uU>y>x 
如 果 按 照 简单 多 数 规则 确定 选举 结果 则 有 

p: Uy > Xx (14) 
与 p; 完 全 -至 ， 而 选民 3 是 三 位 选民 在 联合 ?尺度 上 居中 的 屠 -- 
位 ， 这 个 结果 不 是 侦 然 的 ， 事实 上 有 以 下 的 结论 : 

设 有 奇数 个 (2k+ 1 个) 选民， 投票 结 巢 p,(i=1， ， 
2 十 1 ) 幢 选民 和 候选 人 的 联合 尺 度 得 到 ， 了 是 联合 只 度 -下 中 的 
那 位 选民 ， 则 简单 多 数 规则 确定 的 选举 结果 pp 与 号 pj 一 致 ， 并且 简 
单 多 数 规则 符合 Arrow 公理 小， 

我 们 只 对 这 个 结论 作 些 解 释 ， 如 果 (xz>y， 那 么 在 联合 尺 
度 上 x,y 和 j 的 位 置 可 以 出现 图 11—3 所 示 的 情况 . 由 于 j 是 居 
中 者 ,他 的 左面 (包括 他 所 在 位 置 ) 正 好 有 名 个 选民 ， 这 些 选民 的 
投票 结果 必 是 x>y, 于 是 至 少 有 大 + 工 个 选民 的 投票 为 x>7， 按 
申 篇 单 允 数 规则 确定 的 选举 结果 应 为 x>y， 二 (XxX>y) 一 至 


个 选民 ; 个 选民 
i 、 A 


1 | 1 . 
袜 y EE vy 


区 11 一 3 联合 尺 诬 上 居中 选民 i 与 x 的 位 者 
向 此 可 以 看 出 ， 因 为 用 联合 尺度 对 投票 情况 作 了 限制 ， 才 可 
能 让 在 狂 足 Arrow 公理 的 选举 规则 ， 并 且 这 个 规则 简单 易 
行 一 一 联合 尺度 上 居中 的 选民 的 投票 结果 就 是 选举 结果 . 
最 小 距离 意义 下 的 选举 规则 ”这 是 一 种 与 Arrow 公理 完全 


* ) 这 里 的 p, 出 胶合 尺度 得 到， 其 范围 比 然 选 人 的 任意 排序 小 得 多 ，Armrow 公 
涉 此 的 投票 应 限制 在 这 个 小 范围 内 ， 
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无 关 的 方法 . 仍 用 J=(1 ,2 ,… ,n) 和 4={x,y ,z,… ) 记 选民 和 
候选 人 集合 , 用 PP 记 4 的 所 有 可 能 排序 的 集合 (在 徘 序 基本 性 质 
1 的 意 广 下 )， 选民 i 的 一 次 投票 p, 可 以 看 作 和 集合 P 中 的 一 个 点 . 
如 果 能 够 合理 地 定义 两 点 疡 和 避 之 间 的 距离 来 衡量 它们 的 接近 
程度 ， 那 么 从 /的 一 次 投票 多, , p, ，… , p, ) 确 定 选举 结果 ， 就 可 
以 归结 为 在 集合 P 中 导 求 到 个 点 pp, p;，… ;了 ,的 距离 之 和 最 
小 的 点 p， 

仍 急 于 以 用 公理 化 方法 来 定 类 此 离 .在 一 组 合适 的 公理 下 ， 
能 够 构造 征地 证 明 ， 如 下 定义 的 距离 是 唯一 的 (公理 及 证 明 见 
[5] }. 

任 一 对 候选 人 x 小 在 选民 的 - -次 投票 p; ,p; 中 的 距离 为 : 

0 ，p,,p 中 x ,的 排序 相同 
| 1 ，p,i ;Pp; 中 一 -个 合 x 一 y， 另 
| 一 个 含 xX>y ,或 x<y 

2 ，p;,p; 中 x ,y 的 排序 相反 


dy (pi : pi } = (15) 
pi, 忆 间 的 距离 为 
dpisp)=Y, S60. pi:p) (16) 
[| 
其 中 求 和 的 含义 是 候选 人 成 对 地 跑 遍 集合 4 . 例如 对 于 
bi: XZ 


Di: XxX~ 2 


按照 定义 (15), (16) 有 


d pI : Pi) = 6, (0) 十 Duan 人 :P23} + 6 (pi sp) 
=0+1+2=3 
对 于: -次 投票 pp, ,，… ,Pp,), 人 确定 选举 结果 pp 的 原则 通常 


有 两 种 ， 一 是 使 d (p 只) 最 小 , 二 是 使 六 da ,p,) 最 小 前 者 
i=1 i=1 
平均 二 照顾 各 个 选民 的 意愿 ， 后 者 对 于 与 多 数 选民 看 法 不 同 的 少 
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数 选民 的 意见 耶 以 更 多 的 壮 碟 ， 

这 种 最 小 距离 意义 下 的 选举 规则 有 两 个 主要 身 点，- -是 尚 没 
有 在 |: 述 原则 下 求 p 的 有 效 方法 ,基本 上 只 能 利用 穷 举 法 ， 当 俱 
选 人 数目 稍 多 时 计算 量 很 天 ; -是 可 能 出 现 吕 不 唯一 的 情况 (不 
论 在 哪 种 原则 下 ). 读者 可 以 验证 ， 对 了 于 本 节 (3 ) 式 给 出 的 投票 ， 
出 第 一 种 原则 确定 的 p 是 不 叭 一 的 (习题 9 )- 

评注 我 们 用 选民 投票 、 选 举 规 则 等 词汇 叙述 的 群体 决策 问 
题 在 社会 经 济 领 域 有 着 很 蜡 的 实际 背景 和 狂放 的 应 用 .本 市 是 
规定 排序 的 基本 性 质 ， 提 出 -组 会 理 ， 通 过 示 缉 推理 ， 嫂 求 选举 
规则 这样 的 过 程 来 建立 模型 的 ， 可 以 知 道 ， 如 果 提 出 的 公 型 不 合适 
(过 多 ,可 五 夏 盾 ,过 于 严格 等 )， 则 可 能 得 不 到 满足 这 些 公理 的 
结果 ; 另 一 方面 ， 如果 提出 的 公理 不 充分 (过 少 ， 过 于 宽松 】)， 则 
又 是 能 无 法 推出 结果 或 者 结果 不 唯 -， 所 以 用 这 种 方法 建 模 常 常 
需要 多 次 的 反复 、 我 们 在 叙述 了 Arrow 得 到 的 反面 结果 后 又 介 
绍 了 两 种 方法 ， 联 合 尺度 下 的 选举 规则 是 以 缩小 应 用 范围 为 代价 
换 训 一 定 结果 的 ， 最 小 距离 意义 下 的 选举 规划 应 用 上 岂 存 在 诸多 
不 恒 之 处 ， 


11.3 价格 指数 带 来 的 问题 


消费 品 价 赂 的 变化 在 任何 国家 都 是 普通 百姓 十 分 关心 的 问题 
之 .由 于 政局 不 稳 或 市 场 失控 ， 物 价 几 悦 ， 几 于 售 地 上 张 ， 轿 
然 会 引起 丝 济 崩溃 、 民 不 聊 生 ， 而 由 政府 把 所 有 的 价格 定 死 ， 长 
期 不 准 变 动 ， 也 会 导致 生产 停滞 、 比 例 失 调 , 险 但 经 济 的 正常 发 
展 . 为 了 逐步 理 顺 各 个 经 济 部 门 各 各 种 生产 品 之 间 的 关系 ， 既 澡 
允许 各 种 商品 的 价格 有 升 有 降 ， 又 要 将 消费 品 价格 总 的 上 涨幅 度 控 
制 在 “ 定 范围 之 内 ， 怎 样 衡 量 价格 变化 的 趋势 和 程度 呢 ? 在 资 
本 主义 社会 发 展 的 几 下 年 历史 中 经 济 学 家 们 提出 了 许多 种 所 谓 价 
格 指数 . 日 前 我 国 在 关 部 门 通用 的 价格 指数 也 是 其 中 的 …… 种 . 
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本 节 要 讨论 的 问题 是 ， 如 何 评价 工 经 存在 的 这 些 价 格 指数 ; 根据 
客观 的 经 济 规律 人们 有 理由 览 求 价 补 指 数 满足 哪些 性 质 ， 能 省 找 
到 满足 这 些 性 质 的 价格 指数 区 ， 

可 以 看 出 ， 这 个 同 题 的 提 法 与 上 -- 节 的 选举 规则 有 相似 之 处 ， 
我 们 可 以 把 价格 指数 应 读 福 是 的 性 质 归纳 为 若 十 条 公理 ， 然 后 用 
逻辑 推理 的 方法 讨论 这 些 公 理 的 相 容 性 和 独立 性 ， 这 样 既 能 竞 从 
-个 角度 评价 已 有 的 - - 些 价格 指数 ， 又 可 以 回答 满 是 上 述 性 质 的 
价格 指数 的 存在 性 问题 

各 种 形式 的 价格 指数 首先 ， 对 于 一 种 国定 的 商品 ， 若 原来 
的 价格 为 到, 现在 的 价格 为 P ,那么 可 以 简单 地 用 

7= 页 {1) 

衡 旺 价格 的 变动 ， 如果 两 种 商品 原价 是 mu 和 p? ,现价 是 p, 和 p,， 
简单 地 用 姑 下 的 平均 


pl Pp ps ptp, pp; 
三 pit py 和 prtp? 或 pep? 2) 


显然 都 不 能 表示 总 的 价格 变化 ， 因 为 若 第 一 种 商品 古 大 米 ， 第 二 
种 是 钢琴 ， 那么 (2 ) 式 无 法 反映 大 们 对 大 米 涨 价 远 比 对 钢 芍 降价 
重 为 关切 的 实际 情况 .我们 自然 想到 应 该 出 加 权 平 均 的 办 法 . 
与 人 民生 活 息 息 相 关 的 消费 曲 有 成 百 上 千 种 ， 各 个 国家 和 地 
区 要 根据 其 体 情 况 选 出 具有 代表 性 的 若干 种 ， 作 为 制订 价格 指数 
的 依据 .价格 指数 通常 是 衡 蛙 基准 年 ( 基 年 ) 和 考察 年 (现年 ) 价 
格 的 总 的 变动 设 n 种 代表 性 消费 品 在 丰年 的 价格 为 p? ,p2 ，…， 
pa 在 现 秆 的 价格 为 P ;ps ;… ,已 ,按照 它们 对 人 民生 活 、 国 家 
财政 等 方面 的 影响 皖 人 台 壮 虚 ， 其 权重 分 别 为 名, 四，… ,4 和 
4 9 和.( 例 如 可 以 用 它们 的 销售 量 作为 权重 ) 记 向 量 久 = 
(pe pp] 二 
gf 人 0 则 价 格 指数 可 记 作 tp ,8 下， 部 ) .下面 
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列举 “此 经 济 学 家 们 提出 来 的 价格 指数 ， 


。 0 Dpig! 
titp,e|p' ,9)= 0 ~ 
LP 
四 Epa 
hp ,gip ,9g)= f= -全 
Pg 忆 
Pid 
1=] 
Lbig 
五 包 :gp ,9 )= 0 人 一 一 
pa 
j= 
DPid, 


Lpq|p ,0 )= £m 2 =- 一 ， A>0 


.a 机 2 
holp (如) 


Lap ,gn)= ]] (全 ， >0, Y= 


n _ bi 站 
lp ,91p" ,9 )= 站 ( 马 ) ,B= 
: 2 9 

了 

站 和 

hw,9ip ,9)= ( 台 ;= 一 于 
i—] pi) by g 
fe 下 
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(3) 


(4) 


(5) 


(6) 


(7) 


(8) 


(9) 


(10) 


可 以 看 由 ， 在 五 中 权重 均 用 大 年 的 数据 ， 统 计 和 计算 比较 简 
单 ， 很 多 国家 都 用 这 种 指数 . 在 /中 权重 均 用 现年 的 数据 ， 上 增加 
了 统 i 让 和 计算 量 ,， 但 是 较 确切 地 反 块 了 价格 的 变化 对 当前 人 民生 
笑 的 影响 ， 我 国有 关 部 门 采用 这 种 指数 , 瑟 的 权重 是 央 定 的 ， 与 
基 年 和 需 年 无 关 . I 是 1 和 了 工 的 几何 平均 .与 工 , 的 区 别 在 
于 %, 为 围 定常 数 ,， 与 负 或 9 无关. 

为 了 进 -- 步 比较 、 评 价 这 些 指数 ， 并 研究 更 合适 的 价格 指数 
的 存在 虱 ,下面 从 直观 上 价格 指数 应 满足 的 性 质 出 发 ， 引 [人 蔡 于 
”价格 指数 的 公理 化 ”首先 列 出 一 些 坟 多 数 人 认可 的 价格 指数 
应 县 有 的 性 质 . 

1 内 要 有 有 -种 高 品 的 价格 诗 谈 ， 站 他 商品 的 价格 不 下 降 ， 价 
格 指数 试 应 该 上升 (对 价格 的 单调 性 ). 

2. 基 所 有 商品 的 价格 本 变 ， 价格 指数 不 随 权重 的 改变 而 改变 . 
{对 权重 的 不 变性 )， 

3. 苦 所 有 商品 的 价格 均 上 升天 倍 ， 价 格 指 数 也 上 升天 和 售 . 
(对 价格 的 齐 次 性 ). 

4. 价格 指数 介 十 单 种 商品 价格 比值 的 最 小 值 和 最 大 值 之 闻 ， 

5. 价格 指数 与 货币 单位 的 选 瑟 无 关 ， 如 只 要 商品 的 实际 价格 
不 变 ， 仅 仪 货币 单位 改变 ， 价 客 指数 不 应 政变 .对 货币 单位 的 
独立 社 ). 

6. 价格 指数 与 商品 计量 单位 的 选取 无 关 .【 对 计量 单位 的 独 
下 性 ， 这 里 隐 含 着 用 商 遇 数量 表示 权重 )， 

7. 两 年 的 价格 指数 之 比 与 基 年 的 选取 无 关 . 

8. 价格 指数 不 因 其 种 向 品 被 淘 汪 而 失去 意 交 . 

这 8 条 性 质 可 以 用 数学 语言 表述 为 如 下 的 公理 . 

对 于 pg 珊 ;>0{i=1 ,2,… ,nn), 价格 指数 Tp ,g| 
p99 >>0 ,应 满足 以 上 8 条 公理 : 

1 . 车 p>p( 指 对 所 有 的 i,P.>p,, 且 至 少 有 一 个 i ,p>p,)， 
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WI .gp >1p ,gp , 的)， 
2,.7{p ,9 ,gq )=1. 
3.7{kp,alp a)=kipm ,gp ,gq) ,kk>0. 


4. min < Tg 9) max 阁 ， 


Ss. p.aqlip ,pe)= Tp ,gp 的) ,>0. 
6.TAp .A glAp, A =7(p, 83P 9),， 其 中 A= 
Diag[ 4377 7 A] sh>0{i=1 2, ,0). 


7 PG 1p 9) TP, 9p , 9) .., 
Itpqglp ,Gg) itp.glp*,9°) 


8. lm Twp,glp', >0.") 
| 


用 这 8 条 公理 一 一 检验 063) 一 (0) 列举 的 价格 指数 一， 
我 们 发 现 没 有 -个 价格 指数 满 是 所 有 公理 ， 些 如 了 ,了 ,工人 不 满 
是 公理 ?天 ;了 ,2 不 满足 公 蛙 $8, 了 个 满足 公理 2 ,不 福 忠 公 
理 6. 那么 ， 是 否 可 以 找到 其 他 的 ， 由 pp ,gg 妈 ， 红 决定 的 价格 指 
数 了. 满足 所 有 公理 昵 ?” 可 惜 的 是 Eichhor 证 明了 如 下 的 定 
理 ! 蜀 ， 

定理 不 存在 同时 满足 公理 2 .3 、6 、7 .8 的 价格 指数 7p， 
4 ma， 0)， 

[证 明 ] ”其 过 程 是 证 明 任何 - -个 满足 公理 2 .3 .6 .7 的 指数 
了 人 9 六) 必然 不 宝 是 公理 8. 

记 e=(f1，1，…，1) 7, C=Diaglo, co ， 
D= Diag [di ,到 :二 :cd>0)i=1 2 :).、 先 证 明 


4 Diag [| 国志] 甫 二 以 略 ， 入 ，… ， 忆 为 必 角 元 素 的 对 角 秆 阵 ; 请 小 首 
涪 明 为 什么 这 个 臣子 虚 壕 了 前 而 的 第 6 条 性 质 . 

+】 BO ,名 分 别 是 田 - 基 第 的 价格 和 权重 向 旺 . 

-x* ] 用 .>0 表 示 第 ;各 商品 被 淘汰 . 
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山 个 等 式 ， 
TT TI(CDe, CiD lele,e)=TiCe, Clele,e) 
IlDe,D' ele,e) (11) 
其 推导 如 下 : 
TIT(CDesC Deleye) 
Tl(Ce,C tele,e) 
-IlCe,C-lele,e) 


{I(CDe,C Dele,e)= 


守 


理 7 j{CDe,C iD elCe,C le) 
TiCe, Cie|lCe, Cle) 


* I(Ce,C ele,e) 


S26 jy (pe,p ele,e), 1(Ce, Cele,e) 


Ep ,elewe)=I(p,p !'le,e) (12) 
其 推导 如 下 : 
itpsele,e) 公理 7 IT(p:elp,e) 公理 2 1 
ple:e) 了 所 .pe) 


下 面 证 其 定理 . 记 A,= Diag[ 1… ,1 ,1] (第 i 对 角 元 
为 2 2 >0 ,其 余 为 1). 于 是 ] 4,= 1 己 (E 为 单位 阵 ) 
设 7@ vg lp ,0] 是 满足 公理 2 .3 .6 ,7 的 价格 指数 ， 令 
s=]] 7 (he, ele,e) (13) 


i=| 


则 


， G2 坛 [Il i{Ae,Ar'ele,e) 
i | 


(11] 式 /让 se faiielere | 


:二 | i=t 


~ {ie lele,e) 


公理 3 1 Je 21eje,e 1 公理 2 和 {14} 
当 4 一 0 时 s 一 0 ,于 是 在 113 ) 式 帮 澳 必 存 在 某 个 因子 有 
lim I(Ae,ele,e)}=0 (15) 
A 


这 个 结果 与 公理 8 地 盾 . [ 证 毕 ] 

顺便 指出 ,， 谈 定 盟 没有 涉 上 及 公 器 1 .4.5 的 一 个 原因 是， 可 
HiE 明 (习题 13、44 ): 

若 指 数 了 满足 公理 1,2.3 , 则 了 满足 公理 4: 

若 指 数 了 满足 公理 2、3 .7 , 则 工 满足 公理 5. 

对 常用 的 价格 指数 的 分 析 ”既然 不 存在 满足 所 有 公理 的 价格 指 
数 , 我 们 只 好 回 到 前 面 别 举 的 了 一 J((3)~(10) 式 )， 首先 ,和 
需要 构造 另外 的 参数 e 和 x, 不 全 应用, 六 可 由 到 .无 直 接 得 到 ， 
五 不 满足 公理 2 {这 是 非常 基 椒 的 去 求 )， 所 以 不 再 对 人 尼 们 作 进 … 
步 的 分 析 . 

对 于 大 、 天 ,不 难 验证 它们 不 满足 公理 6 7.8 {习题 11)， 并 
凡 Li 寺 算 量 较 大 ， 而 对 二 志和 到 ,可 以 验证 它们 满足 除 公 坦 了 以 外 
的 共 余 公理 (习题 10)， 计 算 也 较 方便 ， 所 以 了 和 了 工 是 串 前 常用 
的 价格 指数 . 进 .… 砂 分 析 它 们 与 公理 7 的 着 盾 还 可 以 发 现 ， 在 -- 
般 情 况 下 公理 7 能 够 近似 地 成 立 ， 倒 如 对 于 价格 指数 六 和 网 个 不 
同 基 华 的 价格 向 量 p?,p? ,公理 ?7 成立 的 条 件 是 存在 正 数 大， 

por=kp (16) 

吕 对 于 所 有 商 咒 … 个 大 年 的 价格 蹇 是 为 一 基 年 价格 的 大 售 .这 个 
杂 件 虽然 不 会 绝对 成 立 ， 但 实际 上 是 近 但 满足 的 ， 丁 是 为 人 术 ] 采 
用 二 和 和 作为 实用 的 价格 指数 提供 了 旧 强 的 论据 (关于 二 见 导 9 
三 12). 


习 题 


]. 在 11.1 调 中 证 明 由 (7) (6) 给 出 的 shapley 值 Bt5) 满 下 p(t ) 


FI) ,i 2 
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2. 其 甲 【《 农 民 ) 有 一 块 土地 ， 若 从 事 农 业 生 产 可 收入 100 元 . 背 和 将 士 地 
租 给 某 乙 (企业 家 ) 几 下 工业 生产 ,可 收入 200 元 . 若 租 给 某 夫 (旅店 基板 ) 
开发 旅游 业 , 可 收入 300 元 ， 当 旅店 老板 请 企业 家 参与 经 营 时 ， 收 入 达 400 
元 ， 为 促成 最 高 收 人 的 实现 ,试用 shapley 值 方 靶 分 配备 人 的 所 得 ， 

3. 100 人 的 团体 由 站 派 组 成 ， 上 大 数 分 别 为 40. 30. 20. 10 人 . 决议 需 过 
半数 成 贡 百 成 方 可 遂 过 .每 个 派别 成 员 同 时 投 欧 成 或 反对 票 . 用 shapley 值 
方法 计算 各 派 在 表决 中 的 权重 . 

4. 理事 会 有 五 个 常 企 理事 和 | 个 非常 性 蛆 事 ， 提 案 仅 当 全 部 常任 理事 
和 至 少 四 个 非常 任 理 扣 符 成 时 方 可 通过 . 求 每 位 常任 由 束 和 每 位 非常 任 于 
事 在 投 票 中 的 权重 ， 

5. 奇数 个 席位 的 理事 会 出 三 派 组 成 ， 议 案 表决 实行 过 半数 通过 方案 . 
证 明 在 侍 - - 浅 都 不 能 操 组 表 雇 的 条 件 让， 三 派 占有 的 席位 不 论 多 少 ,他 们 在 表 
决 中 的 收 重 者 是 … 样 的 . 

6. 在 11.2 方向 证 有 明 当 伐 选 人 人 数 日 j=2, 选民 人 数 n> 2 时 简章 多 数 规 
由 满足 Arrow 公理 ， 

?, 举重 说 明确 定 选举 结果 的 记分 般 则 (由 11.2 节 (4) 式 定义 ) 不 满足 
Arrow 公理 3. . 

*8 ,投了 =(1 ,2 ,RR) 和 4=(x ,,… 分 昼 是 选民 和 候选 人 集合 ，tp ， 
Pinpn) 旦 了 对 4 的 一 深 投 蒜 ( 为 简单 起 见 ， 不 芒 虚 两 候选 人 人 等同 的 情 阅 )， 
选举 结果 7p 不 是 对 4 的 … 个 排序 ,而 上 只 是 决定 :名 优胜 者 (第 -名 }. 现 举 
用 以 下 几 种 选举 规则 : 

和 py py，…… pn) 中 排 在 第 :名 最 多 的 那 位 候选 人 为 优胜 者 . 

人 各 若 多 于 或 等 | 半数 的 选民 将 xx 排 在 其 它 候选 人 人 之前，x 是 忧 胜 者 . 

入 此 多 于 或 等 本 半数 的 选民 将 x 排 在 第 一 位 ， 则 x 是 优胜 者 ; 若 没 有 
这 样 的 x ,就 把 排 作 第 位 最 多 的 两 个 候 选 人 xx ,y 进行 比较 ， 当 多 于 战 等 于 
半数 的 选民 将 x 排 在 yy 前面 时 ，x 是 优 竹 者 . 

站 得 分 (Borda 数 ) 忆 第 一 位 者 为 优胜 者 . 

问 这 些 需 则 都 能 确定 优胜 苛 吗 ? 对 于 同一 次 投 不 这 些 规则 决定 的 优胜 
者 相同 上 四? 你 还 能 操 出 - - 些 问 定 优胜 者 的 选举 规则 码 ? 

9. 用 最 小 距 离 意 区 下 的 选举 规则 研究 11.2 节 (3 ) 式 给 出 指 投票 . 


了 
所 如 林 以 2 qd 四 症 ] 最 小 为 原则 确定 选举 结果 P, 说明 闫 可 以 是 让 ,ps 
4 一 1 
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或 ps 中 任 -个 . 
侈 如 果 以 了 中 甸 wpi 沽 小 为 原则 确定 选举 结果 p , 说明 p ;x ~y 一 =， 
i=1 


0. 在 11.3 节 中 验证 价格 指数 了 (4 ) 式 满足 除 公理 7 以 外 的 其 余 公理 ; 
而 且 当 条 件 (16) 式 成 立时 它 也 满足 公理 了 ， 

11. 验 证 价格 指数 (11.3 节 (10) 式 ) 油 号 公理 1 一 5, 相 不 潢 十 公理 
6~8. 

12 ,给 出 价格 指数 并 (11.3 节 (3) 式 ) 满 足 公理 7 的 条 件 ， 并 解释 该 条 件 
的 实际 禽 浆 ， 

13. 证明: 若 价格 指数 /满足 公理 1 ~ 3 , 则 满足 公理 4. 

14. 证 明 ; 车 价格 指数 了 满足 公理 2 .3 .7 , 由 满足 公理 5. 

15. 在 定 祥 价格 指数 时 如 何 构造 权重 gw 和 池 是 关键 之 --， 你 认为 应 该 如 
何 确 定 权重 ,当然 ， 你 也 可 以 定 交涉 同村 站 ~ fi 的 价格 指数 ， 并 说 明 上 其 谷 
区 和 性 质 、 
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第 四 篇 ”随机 六 模型 


在 第 :、 三 篇 讨论 的 模型 中 ， 从 假设 条 件 到 求解 结果 都 是 确 
定性 的 . 例如 存 贮 模型 中 在 单位 时 间 对 物品 的 需求 为 已 知 常 数 的 
假定 下， 得 到 的 最 佳 订货 周期 和 订货 甘 是 确定 的 数 慎 .这 种 模型 
适合 像 炼 钢 原 料 的 存 凡 等 一 类 实际 问题 ， 因 为 练 钢 厂 的 生产 对 原 
料 的 需求 通常 是 稳定 的 . 但 是 如 果 对 和 象 是 商店 企 库 中 的 商品 ,市 
场 对 商品 的 需求 不 怀 依 定 的 ， 而 是 遵从 某 种 随机 规律 那么 避 求 
商店 的 订货 策略 就 应 该 建立 随机 存 妨 模型， 你 如 在 人 口 模型 中 根 
据 调查 资料 和 设 定 的 年 育 率 、 死 实 率 等 数据 ， 所 和 孙 测 的 未 米 人 天 
总 数 及 接 年 龄 的 分 布 都 是 确定 的 数量 . 但 是 如 果 把 出 生 和 死亡 看 
作 有 -- 定 概率 的 随机 事件 ， 那 么 我 们 将 得 到 预测 未 来 人 口 概率 分 
布 及 数字 特征 的 随机 人 口 模型 . 

本 篇 炎 讨 论 的 随机 性 模型 ， 是 根据 研究 对 象 共 有 的 包含 随 
机 因素 的 规律 ， 以 概率 论 为 基本 数学 工具 建立 的 ， 其 结果 通常 也 
是 在 概率 意义 下 表示 出 米 的 ， 

随机 性 模型 也 有 连续 的 和 离散 的 ， 第 12 章 几 连 续 型 概率 分 
布 建立 的 模型 大 多 属于 连续 模型 ; 在 第 13 合 中 以 服从 马 氏 规律 
的 离散 状态 为 对 象 的 模型 和 第 14 章 的 排队 模型 属 二 离散 模 型 . 

顺便 指出 ， 因 为 本 书 介 绍 的 主 鉴 是 以 机 理 分 析 方 法 建立 的 模 
型 ， 所 以 用 诸如 回归 分 析 ， 方 莽 分 析 、 主 成 分 分 析 、 豪 类 分 析 、 
时 间 | 序列 分 析 等 方法 ,根据 大 车 统计 数据 建立 的 模型 (也 可 称 随 
机 性 模型 )， 不 在 本 篇 讨论 之 列 . 
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第 12 章 概率 分 布 方法 建 模 


在 2.3 节 计 论 过 儿 个 用 初 党 概率 方法 建立 的 异型 ， 实 际 上 - 
些 后 题 中 的 不 傅 定 现象 常常 是 众多 的 随机 因素 影响 所 致 ， 经 过 对 
大 量 数 据 的 处 理 或 者 根据 理论 十 的 分 析 ， 随 机 影响 可 以 用 - 定 的 
概率 分 布 ， 如 正 态 分 布 、 指 数 分 布 等 擅 述 ， 本 匠 不 赴 计 论 如 何 得 
到 这 些 概 率 分 布 的 统计 方法 ， 而 是 在 假设 酸 率 分 布 已 知 的 条 件 下 ， 
技 照 研究 月 的 和 对 象 的 客观 规律 米 建立 模型 . 


12.1 报 童 的 诀 罕 


报 便 每 天 清晨 从 报社 购 进 报纸 零售 ， 晓 上 将 没有 卖 掉 的 报纸 
退回 . 设 报纸 每 份 的 购 进 价 为 5 , 零售 价 为 a , 退 阿 价 为 c ,应 该 扬 
然 地 假设 为 a> b>c. 这 就 是 说 ， 报 章 售 出 一 份 报纸 赚 4 一 户 , 退 
回 一 - 份 赔 5 一 ce. 撒 童 每 天 如 果 购 进 的 报纸 太 少 不够 雪 的 ， 会 少 赚 
钱 ， 如 果 购 进 太 多， 顽 不 完 ， 将 要 赔钱 .请 你 为 报 童 筹划 -- 下 ， 
他 应 如 何 确定 每 天 购 进 报纸 的 数量 ， 以 获得 最 大 的 收入 引 ， 

仿 所 周知 ， 应 读 根 据 需求 量 崩 定 娩 进 量 . 需求 基 是 随机 的 ， 
假定 报 童 已 经 通过 自己 购 经 验 或 其 它 的 渠道 掌握 了 需求 莉 的 随机 
规律 ， 妈 在 他 的 销售 范围 内 每 天 报纸 的 需求 昌 为 了 份 的 概率 趣 
f(r=0,) ,2 ,ee ). 有 了 Fr) 和 ab,c ,就 可 以 建立 关于 
购 进 量 的 优化 模型 了 . 

假设 每 天 购 进 曙 为 n 份 ， 二 为 需求 葛 7 是 随机 的 ,，r 可 以 小 -于 
n, 等 于 nn 或 大 于 nn ,致使 报 童 每 天 的 收入 也 是 随机 和 的， 所 以 作为 
优化 模型 的 日 标 函 数 ， 不 能 是 报 童 每 厂 的 收入 ， 而 应 恋 是 他 长 期 
( 记 个 月 ， 一 年 ) 走 报 的 日 平均 收入 ， 从 报 率 论 大 数 定律 的 观点 看 ， 
这 相当 于 报 童 每 天 收入 的 期 望 值 ， 以 下 简称 平均 收入 ， 
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记 报 兰 每 天 购 进 ? 份 报纸 时 的 平均 收入 为 G fn) ,和 如果 这 天 

的 需求 量 " 系 员 ， 则 他 告 出 7> 份 ， 退 加 -了 份 ; 如 果 这 天 的 需求 时 

Fr>8, 则 于 份 将 全 部 售 出 苍 虑 到 需求 量 为 了 的 概率 是 Fr] ,所 以 
GOD=Y (ap) On ry a-p)nftr) 


r=n+] 


(1) 
问题 归结 为 企 关 7),，# ,5.c 己 知 时 ， 求 hn 使 G (nj) 最 大 . 
通常 需求 量 + 的 取信 和 购 进 量 n 都 相当 太 ， 将 r+ 视 为 过 续 变 
基 更 便于 分 析 和 计算 ， 这 时 概率 三 (7) 转 化 为 概率 密度 国 数 请 (7) ， 
(1 ) 式 变 成 


G =| [Ca br (pen p (rd 
0 


+| (a—b np(r}dr (2) 


计算 
dG | 
rr -ro -| (p—eplrdr—-{a—b)np(n) 


0 


n 


Ea 


十 | (ua— bY)pilr)dr 


二 -6-o| plrjdrrla—pb | plr}dr 


0 


d 

jo0 r ee, 
pe (3) 
| oer 
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dG 
AA 
”dn 


= 0 ,得 到 


使 报 任 日 平均 收入 达到 最 大 的 购 进 量 n 应 满足 (3) 式 . 因为 


| par 15 林寺 


中 一 六 
dr= < 
| emer oe (4) 


根据 喜 求 台 的 概率 密度 。 
Pp (7) 的 图 形 很 容易 从 (3 ) 式 
确定 购 进 节 .在 图 12 一 1 
中 用 已 、P, 分 别 表示 有 曲 线 
P(r) 下 的 两 块 面积 ， 则 (3) 1 
式 可 记 作 0 ” r 
P a—pb (5) 图 12 一 1 山 pfr} 诡 定 的 图 解法 


Pp, bp-—e 


因为 当 购 进 # 份 执 纸 村 ， | Pp (rdr 总 镶 求 量 7 个 超过 
的 概率 ， 即 卖 不 完 的 概 认 ; “| pitr)ydr 是 病 求 量 > 超 过 产 的 
概率 ， 邯 卖 完 的 概率 ， 所 以 (3] 式 表明 ， 购 进 的 份 数 站 应 该 使 卖 
不 完 与 卖 完 的 概率 之 比 ， 愉 好 等 于 卖 出 一 份 赚 的 钱 a 一 5 与 退回 
人 份 财 的 蚀 -之 比 ， 显然 ， 当 报 童 与 报社 签订 的 合同 使 报章 
每 份 赚钱 与 赔钱 之 比 越 天 时 ， 根 童 响 进 的 份 数 就 应 该 战 多 . 


12.2 随机 存 贮 策略 


商店 在 -局 中 的 销售 量 是 随机 的 ， 每 逢 周末 经 理 要 根据 在 货 
的 多 少 洪 定 是 否 订 购 货 物 ， 以 供 下 周 的 销售 适合 经 理 采 用 的 一 
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种 简单 的 策 酷 是 制订 一 个 下 时 和 一 个 上 界 $,， 当 周末 存货 不 消 
于 5 时 就 不 订货 ， 半 存货 少 扩 5 时 则 订货 ， 且 订货 量 使 得 下 周 初 
的 存量 达到 S. 这 种 策略 称 为 {s ,5) 随 机 存 贮 生 略 . 

为 全 问题 简化 起 见 ， 像 确定 悼 存 具 横 型 (4.2 市 ) - 样 , 仍 
然 上 只 考虑 费用 : 订货 费 、 有 贮存 费 、 缺 货 费 和 商品 购 进 价 略 ， 在 贮 : 
策略 的 优 睹 以 总 费用 为 标准 . 显然 , 总 费用 {在 平均 意义 下 ) 与 
(5 ,S) 策 略 、 销 售 量 的 随机 规律 以 及 单项 费用 的 大 小 有 关 . 

模型 假设 ”为 了 握 述 的 方便 ， 时 间 以 周 为 单位 ， 商 品 数量 以 
件 为 划 位 ， 

1. 每 次 订货 费 为 c, (与 数量 无 关 )， 每 件 凋 赂 响 进 价 为 c.， 每 什 
商 遇 一周 的 贮存 费 为 ce,, 每 件 商 晨 的 缺 货 损失 为 c,, cy 相当 于 售 
出 价 ， 所 以 应 有 cc. 

2 .一周 的 销售 量 ”是 随机 的 . 了 的 取 值 很 大 ， 可 视 为 连续 窑 
量 ， 其 贩 率 密度 六 数 为 P(7). 

3. 记 周 本 的 存货 感 为 x, 订货 量 为 x ,并 日 立即 到 货 ， 于 是 
周 初 的 存货 七 为 x 十 W. 

4. 一 周 的 销售 是 集中 在 周 初 进行 的 ， 即 : 周 的 贮存 量 为 
x 十 一 ;不 随时 间 改 变 , 这 条 假设 是 为 了 计算 星 存 费用 的 方便 ， 
以 后 我 们 将 考 虚 修 改 罕 ， 

建 模 与 求解 ”按照 制订 (s ,S) 策 略 的 要 求 ， 当 周末 存货 量 
Y 匀 时， 订货 量 4=0; 当 x<3 用 >0, 且 令 x+&=S. 确定 y， 
5 应 以 “总 费用 "最 小 为 标准 ， 因 为 销售 最 + 的 随机 性 ， 丹 存量 和 
扇 货 重 也 是 随 机 的 ， 致 合 -- 周 的 几 存 费 和 轧 货 贰 也 是 允 机 的 ,所 
以 目标 函数 应 取 一 周 总 费 几 的 期 望 值 ， 即 长 期 经 营 中 每 周 费 用 的 
平均 值 ， 以 下 称 平均 费 几 . 

根据 假 旭 条 件 容易 号 出 平 铭 费用 为 

GuteutLilxt+u), du>0 
1 = 1 xz 


(1) 
共 中 
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zeo=e| (x—r}p{r)dr+i “| (r—x}jplr}ydr {2} 
我 们 先 在 w>0 的 情况 下 , 求 荆 使 54) 达到 基 小 值 ， 从 而 确 
定 S. 为 此 计算 


-otol rer plr)dr (3) 
“ un 
令 0 , 记 x+ 4 二 六， | ptrdr=1. 可 得 

0 


3 
| PErhdr 
= 二 一 所 (4) 


如 十 后 
| plr}dr 
各 


这 就 是 说 ， 令 订货 量 4 加 上 原来 的 在 量 x 太 到 (4) 式 所 示 的 5， 
可 使 平均 费用 最 小 和 …. 

从 (4) 式 可 以 看 出 ， 当 商品 购 进 价 c -定时 ， 性 存 费 c 越 小 ， 
筷 货 费 c) 越 大 ，S 应 越 太 ,这 是 符合 常识 的 . 

下 面 计 论 人 确定 s 的 方法 . 当 存 货 量 为 x 时， 车 订货 旭 由 (1) 
式 在 SS 策略 下 平均 费用 为 

T=otolSs—x)+L(s) 
若 不 订货 则 平均 费用 为 凡 = 工 (tx). 显然 ， 当 六 过 所 即 
了 人 x 所 所 二 (4S 一 X) 二 二 (0S》 (5) 

时 应 不 订货 ， 忆 


f(x)}=e x+ L(x) (60) 


。 】 读者 容易 验证 ， 人 二 大 [3 
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则 不 订货 的 条 件 (5 ) 式 表 为 


T(x)<oti(s) (7) 
(7) 式 在 帆 为 已 知 数 . 于 是 > 应 为 方程 
1(x)=ct 1(S) (8) 


的 最 小 下 根 . 

方程 (8) 可 以 用 图 形 求解 ， 福 意 到 F(x) 与 J (wu] 表 达 式 的 相 
位 性 ( 见 (7 与 (6) 式 ), 可 知 7x) 是 下 而 的 ， 匡 在 x=5 时 述 芭 
极 小 御 ， 如 图 12 一 2. 在 极 小 值 1S) 上 和 蕉 加 cc , 按 图 中 第 半 方 向 
即 可 得 色 s， 


Ttry 

综 上 所 述 ， 根据 模 型 
(1)、(2) 所 确定 的 (3,5) 策 | 
略 肯 (4)、(6)、{8 ) 式 给 出 ， c。 
于 CC 人 及 p(7) 给 I) 下 
定 后 ，s*, SS 可 以 唯一 地 解 
出 . 0 5 人 本 

评注 在 这 个 模型 中 贮 向 12-2 求 * 的 图 解法 


存 费 用 的 计算 是 比较 困难 的 ， 因 为 - 般 地 说 贮存 费 度 与 贮存 时 间 
有 关 ， 所 以 几 须 对 一 则 内 巡 夺 虽 的 变化 情况 作出 适当 的 假定 ， 按 
照 模 型 假设 第 4 条 , 贮存 量 g 在 0 所 ! 必 1 内 的 变化 可 用 图 12 一; 
表示 (为 简单 旺 见 设 原 存量 垃 为 0)， 即 在 可 以 忽略 的 短 时 间 内 贮 
存 基 就 降 为 zx 一 r(z>r 时 ) 或 0(asr 时 )， 我们 已 经 看 到 在 这 个 
假定 下 计算 及 其 结果 都 | 分 简单 . 


Wr ur 


1 t 0 1 1 
峰 和 2 一 3 模 粗 假设 4 的 图 水 
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基干 星 存 明 g 的 更 合理 的 假定 似乎 应 污 刀 图 2 一 4 所 和 天， 节 
“ 周 内 的 销售 是 均匀 的 ， 因 侧 贮 存 莉 9 芋 直 线 下 降 . 存 这 种 情况 
下 贮存 费 的 计算 就 比较 麻烦 了， 而 县 得 不 到 简 法 的 结果 (习题 2). 


全 12 一 4 模型 假设 4 的 改进 
12.3 广告 中 的 学 问 


世 店 要 订购 -- 批 新 书 出 售 。 它 打算 纯 制 详细 介绍 图 书 内 容 的 
捕 闫 广告 分 发 给 广大 读 省 以 招徕 顾客 . 虽然 读者 对 这 种 图 省 的 天 
求 划 是 随机 和 的 ， 但 是 与 书店 投入 的 广告 费 放 有 美 ， 根据 以 往 的 经 
验 知 道 . 随 着 广告 费 的 增加 于 在 的 购买 量 会 F 升 ， 并 且 有 一 个 上 
限 、 所 亩 法 在 的 买 士 是 指 那 些 对 于 得 禄 这 种 图 书 确实 有 兴趣 ， 和 但 
不 一 定 花 钱 从 这 家 书店 购买 的 人 人， 书店 掌握 六 共 下 个 潜在 买主 鬼 
名 单 ， 广告 将 首先 分 发 给 他 们 . 这 个 模型 要 求 我 们 ,在 对 需求 量 
随 广告 费 增 加 而 变化 的 随机 虎 律 作出 合 建 假设 的 基础 上 ， 根 据 图 
后 的 购 进 价 和 和 售 出 价 确定 广告 费 和 订购 量 的 最 优 值 ， 人 尼 是 店 的 利 
酒 【 在 平 欧 意 交 下) 最 大 03 . 

问题 分 析 ” 建 模 的 关键 在 于 分 析 广 告 上 党、 潜在 购买 晤 与 随机 
需求 后 之 问 的 鞠 系 ， 并 作出 合理 的 ， 简 化 的 假设 者 记 广 告 费 为 
,潜在 购买 晤 为 s {ey ,ss (0 应 是 的 弹 函 数 ( 严 格 地 说 是 括 取 
| 入 有 一 个 下 异 ， 为 简单 起 见 不 妨 设 300)==0. 记 实 际 的 
带 求 量 为 随机 变量 1, 具 概 率 密度 为 ptr) ,十 是 对 『 给 定 的 广告 


3 了 96 


次 <, 需求 量 7 在 0 到 ste) 之 间 随机 取 值 ， 如 此 没有 进一步 的 信 
息 ， 可 以 简单 地 假 没 p (7) 在 区 间 [10 ,s (ce)] 内 革 均 名 分 布 . 

为 了 确定 国 数 fc) 的 形式 ， 不 站 首先 假设 印刷 广告 需要 一 笔 
问 定 的 费用 c, ,人 它 并 不 产生 潜在 购 头 量 ; 然后 ， 因 为 广告 将 优先 ， 
分 发 给 那些 确定 的 汶 在 买主 ， 如 果 每 份 广告 的 印 唱 费 和 邮寄 费 是 
冉 定 的 ， 孝 么 s (c) 将 随 着 c 线性 则 增加 ; 最 后 ， 随 着 广告 的 着 遍 
分 发 ,，s te) 随 着 c 的 增加 而 浙 
赵 干 时 一 上 上 界 5. 示意 图 如 图 
12 一 5, 共 路 ocso 是 sc) 
的 线性 增加 阶段 . 

在 以 上 分 析 的 基础 上 作 下 
面 的 假设 . 

模型 假设 > 

1. 短 本 图 书 的 购 进 价 为 a ， 图 12-5 法 在 购 类 量 s tc] 的 示意 图 
售 出 价 为 5p, 忽 酷 贮存 费用 ; 需求 野 r 古 随机 的 ,车 概 素 窗 度 
记 件 p (7). 

2 .三 告 费 为 c ,潜在 购 闷 量 是 c 的 函数 记 作 5s (cc) 需求 芋 r 
在 [st0),s(e)] 上 肉 呈 均匀 分 布 . 

3, 广告 费 中 国定 党 用 为 ,ss (0)=3(66)=0; 每 份 广告 的 印 
和 制 和 | 邮寄 费用 为 天 ,广告 将 首先 分 发 给 个 确定 的 汶 企 买 十 ; 
s (0) 是 6c 的 韭 降 隔 数 ， 且 上 界 为 S. 

建 模 与 求解 ” 设 图 节 的 购 进 早 为 w, 建 神 的 日 的 是 确定 广告 
费用 c 和 购 进 芋 &# 的 最 优 亿 ， 使 商店 的 平均 利润 (项 利润 的 期 望 
但 ) 最 大 . 

分 三 步 建 立 模 型 ， 先 在 给 定 的 广告 费 “ 下 根据 假设 1 ,2 确定 
使 平均 利润 达到 最 大 的 购 进 量 ， 再 利用 假设 3 构造 明 数 fc) 的 
且 体 形式 ， 最 后 根据 前 由 步 的 结果 确定 广告 费 药 最 优 值 .下 面 是 
有 具体 步骤 ， 

1. 当 广 告 费 给 定时 ， 记 购 进 景 为 上 的 平均 利润 是 ta) 因 


到 [Ce 


"| 
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为 利润 是 从 上 售 出 书 的 收入 中 减 苹 购 进 共和 广告 费 的 支出 ， 注意 到 
汰 求 甘 1 的 概率 密度 为 p (rlj， 可 以 写 贡 (4 的 表达 式 为 


roo=o{| rp {rjdrt | ww ow) (1) 


利用 | plndr=1，01) 式 可 化 为 
[0 


H 


100=06-aw-e-s | (nu—r)ptlr)dr (2) 


0 
nr 


式 中 (ba}au-c 是 购 进 的 书 全 部 售 测 时 的 利润 ， ,| (ur) 


. p (rar 是 当 部 分 图 忆 坟 能 售 出 时 的 损失 . 
计算 对 并 令 其 为 零 ,容易 求 出 使 / fx ) 达 到 最 大 的 的 最 
优 值 ， 记 作 w* ,wu" 满足 


| p (rjdr= “3 3) 
根据 7 在 [s 00)，s (el 内 均匀 分 布 的 假设 下 st0]= 0. 有 
| 
p= tey OSrgsie) i 
【| 0 ， HE 
代入 (3) 式 得 
OO- 0 (5) 


旭 购 进 昔 的 最 优 值 x 等 二 广告 费 c 所 决定 的 溢 在 购买 品 sfc]) 胰 


2398 


以 比例 系数 -二 和， 这 个 系数 与 进出 差价 6 一 4 成 正比 


价 占 成 反比 . 
将 (4)、(5) 代 入 (2) 式 : 可 得 最 大 的 平均 利润 为 


J ' (e)) = 2 se)e 


ph 
2. 根据 假设 3 和 图 12 一 5, 首先 设 
s{c)=0,， Oareo 
记 
0 = kso 


因为 ste)=5 ;所 以 


eC 


SC 一 一 RC 
是 图 12 一 5 上 的 直线 部 分 ， 对 -上 c>e ， 应 在 
lim stel= 5, lim s {ce)=0 


满足 这 个 关系 的 最 简单 的 男 数 形式 之 一 是 s(c] 一 SS 


(6) 


(7) 


(8)} 


(9) 


(10) 


,和 


可 以 由 sfce) 在 上 处 函数 和 导数 的 连续 性 确定 ， 最 后 将 所 得 结果 


与 (7 )、(9 ) 画 式 台 在 一 起 ， 得 到 


作 + 0c 人 eo 
, Lm Ca 
stle)= Kk 


S(c—e)tsktS—s,) 
cc—atk(S—s,)} 


3. 将 s (ce) 的 表达 式 (11) 代 入 (6) 式 ， 并 记 


(一 全 
2 


+ Ce 


2 = 


(12) 
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| Te 中 Dar 人 eo 
1 i 
lu’ (c})= (二 -一 ke | 
 S(c—0)+sk(S—s,) 
cetk(S—s) Cy Ce 
(13) 


其 示意 图 如 图 12-6. 为 joy 

求 出 使 了 (Ww (ce) ) 达 到 最 大 

的 广告 费 c” , 先 设 当 $ 个 

潜在 洋 士 实际 上 前 来 购书 时 ， 

商店 的 利 镁 庶 为 正 值 ， 即 

ytc))>O 

代入 (13) 式 ， 相 当 于 要 求 

k<2- (14) 网 一 6 J tye)] 的 示意 图 


tC 


如 每 份 广告 的 上 费用 天 必须 充分 小 、 旦 由 (1121 起 可 以 看 出 0141 式 
占 端 第 一 项 取决 于 图 书 的 进出 差价 ， 而 第 : :项 是 每 个 弟 在 


洋 主 分 担 的 国定 广告 费用 . 事实 上 ，(14 ) 式 的 假设 是 合理 的 ， 央 
为 如 采 连 那些 确定 的 潜在 头 主 来 买书 时 商店 都 赔本 的 话 ， 那 么 这 
笔 生 总 就 根本 不 必 做 了 . 

这 样 ， 为 确定 e” 只 须 对 (13) 右 端的 第 3 式 求解 极 信和 问题 . 
用 微分 法 不 难 算 由 


tk 人 (去 -1) 【15 ) 


这 就 是 使 商店 利润 达到 最 大 的 广告 费 的 基 优 值 . 将 (15) 代 入 {11) 
的 第 了 3 式 可 得 
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sc 一 8 | (Ss) (16) 


如 在 晤 优 值 c* 下 的 潜在 购买 量 是 从 上 和 界 5S 中 减 去 一 部 分 ， 这 部 
分 与 $-5% 成 正比 , 且 盎 着 广告 费用 天 (单价 ) 的 增加 而 增加 ， 随 
着 2{ 参 看 (1I2) 式 ) 的 增加 而 减少 , 

最 后 ,将 (116] 代 人 (15) 式 得 到 购 进 量 x 的 最 优 值 为 


#" (ce )= 三 <[s- /和 Ge| (17) 


评注 ”这 个 模型 ?| 入江 在 购买 量 作 为 广告 费 的 国 数 ， 将 随机 
需求 量 的 概率 分 布 与 广告 费 联系 起 来 ， 从 而 确定 了 平均 利润 和 购 
进 明 ,广告 费 之 问 的 关系 . 一 个 值得 商 梭 的 地 方 是 需求 量 呈 均匀 
分 布 的 假设 ,不 过 这 不 是 本 质 的 ， 如 果 代 之 以 根据 实际 情况 得 到 
的 其 他 概率 分 布 ， 可 以 类 似 史 求解， 英 于 洲 在 购买 量 的 困 数 stc)， 
也 可 以 依据 具体 问题 选用 其 他 形式 、 另外， 这 个 模型 没有 考 虚 贮 
存 费 ， 读 者 可 以 把 这 项 费用 加 上 ， 看 看 结果 有 哪些 变化 (习题 
3). 


12.4 轧钢 中 的 浪费 


用 连续 热 轧 方 法 制造 钢材 时 要 经 过 两 道 工序 ， 第 一 道 是 钥 轧 
{ 热 轧 )， 形 成 钢材 的 锥 形 ， 第 道 是 精 轧 ( 岭 轧 )， 得 到 规定 长 度 
的 钢材 ， 粗 轧 时 让 于 设备 、 球 境 等 方面 随机 因素 的 影响 ， 钢 材 冷 
却 后 的 长 麻 太 致 上 上 呈正 态 分 布 ， 其 均值 可 以 在 轧 制 过 程 中 由 轧机 
调整 ， 而 其 均 方 差 则 是 由 设备 的 精度 识 定 的 . 不 能 随意 改变 ， 精 
轧 时 他 多 出 规定 长 放 的 部 分 切 掉 ， 但 是 如 果 发 现 粗 轧 后 的 钢材 已 
经 比 战 定 长 度 短 ， 则 整 根 报废 ， 精 轧 设 备 的 精度 很 高 轧 出 的 成 
品 材 可 以 认为 是 完全 符合 斯 定 民 度 归 求 的 口 ， 

根据 轧 制 工艺 的 更 求 ， 要 在 成 品 材 者 定 长 诬 7 和 粗 轧 后 钢材 
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长 订 的 均 方 蕾 5 已 知 的 条 件 下 ， 确 定 粗 轧 后 钢材 兵 度 的 均值 jx， 
使 得 当 轧 机 调整 到 六 进行 组 轧 ， 再 通过 精 轧 以 得 到 成 品 材 时 的 
浪费 最 少 . 

问题 分 析 ee 长 庆 记 作 x ,x 是 均值 m. 均 方 莽 o 
的 正太 苦 机 变量 ，x 的 概率 密 zz) 
度 记 作 p (x)， 各 网 12 一 7 了 所 
未 ， 其 中 og 已 知 ，m 是 待 确定 
的 值 。 当 成品 材 的 规定 长 度 / 
给 定 后 ， 记 xz 的 概率 为 ， 
即 P= P(x 关中 ,PP 是 图 中 表 
影 部 分 面积 . 0 { ™ ” 

转制 过 程 中 的 浪费 由 两 部 其 12-7 钢材 长 度 x 的 概率 密度 
分 构成 ， :是 当 x 宕 1 时 ， 精 蕊 时 要 切 岳 长 x ~! 的 钢材 ， 二 是 当 
xX<1 了 时 ， 长 x 的 整 根 钢材 报废 .由 图 可 以 看 出 ，m 变 大 时 曲线 石 
移 ， 概率 P 增加 ， 第 一 部 分 的 浪费 随 之 增加 ， 而 第 -部 分 的 浪费 
人 反之 ， 当 mm 变 小 时 曲线 左 移 ， 虽 然 被 切 掉 的 部 分 减少 了 ， 
但 是 整 根 报废 的 可 能 将 增加 ， 上 于 是 必然 存在 … 个 最 伟 的 m , 使 得 
两 部 分 的 浪费 综合 起 来 最 小 . 

这 是 一 个 优化 模型， 建 模 的 关键 是 选择 合适 的 日 标 函 数 ， 并 
用 已 知 的 和 待 确定 的 旺 ! ,rr , m 把 日 标明 数 表 未 出 来 . 一 种 很 百 
然 的 想法 是 直接 写 出 上 上 面 分 析 前 两 部 分 浪费 ， 以 二 者 之 和 作为 日 
标 函 数 ， 于 是 容易 得 到 总 的 浪费 长 度 为 


w=-| 《六 一 了 加 cuer| xD(xJdx ™ (1) 
上 加 


= ) 实际 1 ， 铜 材 长 度 * 不 可 能 耻 负 值 . 但 是 因为 通常 jm 洁 gx 取信 值 的 概 
率 概 小 ， 式 中 积分 下 限 取 -~ vw 是 为 广 下 面 豆 未 和 计算 的 方 堪 . 
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利用 | plx)dx=1,， | xplx)dx==m 和 | p(x}dx=P, 
{1) 式 可 化 简 为 
W=m—iP (2) 
环 是 每 粗 轧 一 根 钢材 浪费 的 平均 长 度 ， 设 息 共 粗 轧 了 mw 根 钢 材 
(N 很 大 )， 所 用 钢材 总 长 为 mm ， 六 很 忆 利加 民 材 的 只 
看 PN 根 成 品 材 总 民 为 PFA， 于 是 著 浪 费 了 出 长 度 为 
MmN 一 1 PN ,平均 每 粗 思 一 根 钢材 浪费 长 度 为 
mi 
Ty =m—iP {3) 
与 {2) 式 相同 .以 丸 为 日 标 函 数 是 否 合适 呢 ? 
轧钢 的 最 终 产 品 是 成 曲 材 ， 浪 费 的 多 少 不 应 以 每 组 轧 一 根 钢 
材 的 平均 浪费 量 为 标准 ， 而 应 该 用 每 得 到 一 根 战 品 材 浪费 的 平均 
长 度 米 衔 量 . 为 了 将 月 标 函 数 从 前 者 ( 戎 (3 ) 式 所 表示 的 } 改 成 后 
者 ， 只 需 将 (3) 式 左 端 分 母 N 斤 为 成 品 材 色 数 PN 即 可 . 
建 模 与 求解 ”以 每 得 到 - 根 成 品 材 浪费 钢材 的 平均 兵 订 为 日 
标 国 数 ， 四 为 当 粗 轧 w 捐 钢 材 时 浪费 的 总 长 度 是 mrN 一 1 PN : 而 
只 得 到 PWN 根 成 品 材 ， 所 以 目标 国 数 为 
mN-lPN 更 


Jp (4) 


因为 /是 已 各 常数 ， 所 以 目标 函数 可 等 价 地 只 取 上 式 右 端 第 一 项 ， 
旭 


Im 
(m= pemy (5) 


式 中 (Gm) 寄 示 概 率 P 是 m 的 孙 数 .实际 上 ，J (= 十 门 恰 是 
每 得 到 一 根 成 品 材 所 需 钢 材 (起 轧 后 ) 的 平均 长 讼 ， 
下 面 求 占 使 Cm) 达 到 最 小 ， 对 二 表述 式 
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eeo=| p(x)dx, p(x)= oe 
1 


| V2x 5 
作 变 量 代 换 
xX—m 
二 
并 令 
m , i 

tA 
则 (5 ) 式 可 表 为 

T= a0 


其 中 由 (z) 蚌 标准 正 态 变量 的 分 布 隔 数 ， 即 ” 


四 (y)d 二 一 一 一 -于 
(z)= | py)dy, ol(y)= - e 
9 {9 ) 是 标准 正 坊 变量 的 密度 函数 .再 设 


z=A—H 
用 微分 法 解 国 数 


_ (人 一) z) 
J (z) -一 


(0 ) 


(7 ) 


(8) 


(9) 


(10) 


(11) 


(12) 


的 极 值 问题 . 注意 到 中 《zz) = 一 gg (2)，, 不 难 推 出 z 的 最 优 值 =- 


Fl2)=72—2, F(z)=opb (2) /0 (z) 


(13) 


下 (1z) 可 根据 标 崔 正 态 分布 的 熙 数值 PP 和 @ 制 成 表格 {( 简 表 见 表 
12 一 1) 或 给 出 图 形 (略图 如 图 12- 8)， 由 表 或 合 可 以 得 到 方程 


+ ) 通常 分布 一 教 定义 为 名 ， | @@ 信 jdy ,这 时 有 二 (2)=1 一 (21 


404 


(13 ) 的 根 =”， 再 代 回 (11) 和 《8 ) 式 即 得 到 闫 的 最 优 值 mm”. 
表 12 一 1 天 (z)= 古 (z]j1z) 简 表 


一 3 2.5 2.0 1.5 1.0 0.5 
227.0 56.79 18.10 7-206 -3.477 ] .580 
0 0.3 1.0 1.5 20 2.5 


1 .253 0.876 0.650 0.3518 0.420 0.355 


值得 指出 的 是 ， 对 于 给 定 Frzy F(x) 
的 4> 天 (0)= 1.253" .方程 (13) 
不 上 只 一 个 根 ， 但 是 可 以 证 明 ， 
只 有 唯一 负 根 ”<0, 才 使 
J (z) 取 得 极 小 慎 (4 题 6). 

试看 下 面 的 例子 ， 设 要 轧 
制 长 1=2.0 米 的 成 上 钢材 ， | ,~ 
也 粗 轧 设 备 等 因素 决定 的 粗 轧 。 20x06 ID 3. 
冷 芭 后 钢材 长 度 的 均 方 差 赂 12-8 Ffz) 的 图 形 太 (13) 的 图 解法 
5= 20 厘米 ， 问 这 时 钢材 长 度 的 均值 m 应 调整 到 多 少 才 使 浪费 最 


少 . 


二 -一 


以 45) 式 给 出 的 JU) 为 日 标 攻 数 ， 由 18 ) 式 算出 1= Ja= 
10, 解 出 方程 (13) 的 负 根 为 > = 一 1,78 (需要 用 更 精细 的 F(z】 
琢 )， 记 图 12 一 8 所 加 ,由 (11) 和 {8) 式 算得 pj* =11.78 ， Pr = 
2.36, 即 最 佳 的 均值 应 调整 为 2.36 有 米 . 还 可 以 算出 ,P (rm”) = 
0.9625 , 按照 (4) 臣 每 得 到 一 根 成 品 材 浪 费 钢 材 的 平均 长 度 为 
天 可 -一 /一 0.45( 米 ) 为 了 减 小 这 个 相当 可 观 的 数字 ， 
应 该 设法 提高 相思 设备 的 精度 ， 即 减 小 5 (习题 7). 

评注 “模型 中 假定 当 粗 轧 后 钢材 长 度 x 小 二 规定 长 度 /时 就 
整 根 报废 ， 实 际 上 这 种 钢材 还 常常 能 轧 成 短 一 些 ， 璧 如 长 1, {< 站 


J 一 


* ) 通常 1>>q ,版 对 于 X=17o .这 个 条 件 是 容易 满 吓 的 . 
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的 成 品 材 ， 只 有 当 x< 二 时 才 报废 ， 或 者 当 x<! 时 可 以 降级 使 用 
(对 浪费 打 一 折扣 )， 这 些 情况 下 的 模型 及 求解 就 比较 复杂 了 (4 
题 8). 

在 日 常生 产 活动 中 类 科 的 问题 很 多， 如 某 种 物品 人 包 淮 成 500 
克 一 袋 出 上 售 ， 在 众多 因素 的 影响 上 包装 封口 后 - 袋 的 重量 是 随机 
的 ， 不 妨 仍 认为 服从 正 态 分 布 ， 均 方 奖 已 知 ， 而 均值 可 以 在 包装 
时 调整 ， 出厂 答 验 时 精确 好 秤 伍 每 袋 的 重量 ， 多 于 500 克 的 仿 按 
500 过 一 - 袋 出 虞 ， 厂 注 吃 亏 : 不 是 500 克 的 降价 处 理 ， 或 打开 圭 
口 返 上 上 ， 或 直接 报废 ， 将 给 广 方 造 成 更 大 的 损失, 问 如 何 调整 包 
装 时 每 绕 重 量 的 均值 使 三 方 损失 最小 .人 芋 于 生 话 中 类 介 的 现象 党 
常 难 以 完全 用 数量 描述 ， 如 你 从 家 中 出 发 去 车 站 赶 火车 ， 由 于 途 
中 各 种 因素 的 干扰 ， 到 述 车 站 的 时 间 是 随机 的 、 但 是 平均 时 间 可 
以 控 常 ， 到 友 太 员 白 白浪 费时 间 ， 到 术 晚 了 则 赶不上 火车 ， 损 大 
Ef 大. 你 如 何 权 衔 两 方面 的 影响 来 决定 出 发 时 间 呢 ? 


12.5 随机 性 人 口 模型 


我 们 在 1.4 节 ， 5.7 节 和 8.4 节 讨 论 的 人 人 口 模型 都 是 确定 性 
的 ， 己 各 初始 人 口 并 且 给 定 了 生育 率 、 死 亡 率 等 数据 后 ， 可 以 确 
切 地 预测 未 来 的 人 口 . 但 是 事实 上 ，“ 个 人 的 出 生 和 有 死 广 应 该 说 
是 随机 事件 ， 无 法 准确 预测 .之 所 以 能 用 确定 性 模型 拱 述 入 口 的 
发 展 ， 是 因为 考察 的 是 一 个 同 家 或 地 区 和 的 数量 很 大 的 人 人 口 ， 用 对 
总 数 而 言 的 平均 生育 率 、 死 让 率 代 转 出 生 、 死 位 的 概率 ， 将 人 口 
作为 连续 变量 处 理 ， 如 果 研 究 对 象 是 一 个 自然 村 落 或 - 个 家 族 的 
人 口 ， 数量 不 大 ， 需 作为 离散 变量 看 待 时 ， 就 要 利用 随机 性 人 口 
模型 来 描述 其 变化 过 程 了 局. 

时 肇 + 的 人 日 珊 随 机 变 基 (站 表示 , 小 (1) 只 取 整 数值 . 记 
P, (1) 为 六 (1)= 4 的 概率 , n 二 0 ,1 ,2,… .下 面 变 在 对 出 生 和 死 
[的 概率 作出 适当 假设 的 基础 上 ， 寻 求 已 (二 的 变化 规律 ,并 由 
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此 得 曲 人 人口 针 (的 期 望 和 方差， 用 它们 在 随机 意 疼 下 描述 :人口 
的 发 展 状 况 . 
模型 假设 若 了 ( 门 =1 ,对 人 人 口 在 1 草 1+A1 的 出 人生 和 死亡 
作 如 下 假设 (At 很 小 ): 
1. 出 生 一 人 的 概率 与 At 成 正比 ， 记 作 5 At; 出 年 汪 人 及 二 
人 以 上 的 概率 为 o (A7)". 
2. 死亡 -人 的 概率 与 At 成 正比 记 作 & At 死亡 二 人 及 二 
大 以 上 的 概率 为 0 (A1). 
3. 出 生 与 死亡 是 相互 独立 的 随 本 事件 . 
4. 进一步 设 疡 和 区 与 天 成 正比 , 记 记 = 和 4 ,d= jpn, 和 
上 分 别 是 单位 时 涪 内 n= 1 时 - -个 人 出 上 生 和 死亡 的 概率 . 
建 模 与 求解 为 了 得 到 P, (1) 的 方程 ， 考察 孟 机 事件 
革 { 十 A1)=n. 根据 假设 1 ~ 3, 与 出 生 或 死亡 -- 人 的 概率 相 比 ， 
出 生 或 死亡 二 人 及 二 人 以 上 的 概率 ， 出生 一 人 且 死 广 一 人 的 概率 
均 可 忽略 ， 这 样 ， 针 (1 十 A 二 =n 可 以 分 解 为 仅仅 二 个 互 不 相 容 的 
事件 之 和 : (7 站 =# 一 1 月 Ai1 内 嘲 生 -大 ; 对 (1)=n+1 且 At 
内 死 让 一 人 ; {站 = 时 At 内 没有 入 出 生 或 死亡 ,按照 全 概 这 
公式 有 
P {t+ A)=P, (Db _ AItP (Td ,At 
+P, (A) bb At—d,Ar) (1) 
由 此 可 得 关于 P, (7) 的 微分 方程 : 
eb PF ap (0) -tb ta)P,l) (2) 
特别 地 ,在 假设 4 下 方程 为 


人 =Atn— TP (DTH (nt TP, (D(A+ pn P, (1) 


(3) 


#》 OD) 表示 四 :的 商 阶 小 晨 . 
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车 初始 时 刻 {+=0 ) 人 口 为 确定 数量 n , 则 P,(1) 的 初始 条 件 为 
1 ， n= 
P.(0) = 0 本 (4) 
(3 ) 式 对 于 不 同 的 4 是 一 组 递 推 方程 ， 在 条 件 (4) 下 的 求解 过 
程 非 常 复杂 并 且 没 有 简单 的 结果 ， 幸 而 ， 道 常人 们 对 (3) 式 的 
解 P,(1) 并 不 关心 ， 感 兴趣 的 只 是 六 (7) 的 期 望 E(X (2 )( 以 下 
简 记 作 EE(1) ) 和 方差 D(1) , 而 它们 可 以 由 (3)、(4) 直 接 得 到 . 
因为 按照 定义 ， 


E(D)=> npP, (1) (5) 


对 (5) 求 导 并 将 (3) 代 人 得 
全 -7 n(n—1)P,_1(r)+ ny n{n t+ 1)P,. (1) 


n=1 


-+ py 正己 (0 (6) 
社 意 到 


Lr 


Tn DP, DY KF PD), T nlnt Ps tt) 


n=1 


-=> kk 一 1)P, (1), 代入 (6) 式 并 利用 (5) 式 ， 则 有 


EAA (7) 
出 (4) 可 以 写 出 (7) 的 初始 条 件 
E{0)=n, (8) 
显然 , 方程 (7) 在 (8) 下 的 解 为 
五 (一 Pei r=2—H (9 ) 
这 个 结果 与 1.4 节 (3 ) 式 表示 的 指数 模型 ， 
x{(1)=xoe” (10) 


形式 上 完全 …- 致 ,从 储 多 上 看 , 随机 性 模型 (9) 中 出 生 概率 与 
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死 [ :概率 1 之美 r 可 称 为 净 于 长 概率 . 人口 前 期 黑人 情 天 (于 指 
数 增长 ， 在 人 口 数量 很 多 的 情 襄 下 如 果 将 了 视 为 平均 意 艾 于 的 兆 
增长 率 ， 那 么 五 ( 门 就 可 以 看 成 确定 性 模型 (10) 中 的 人 口 总 数 
xftrtT 了 . 

对 于 方差 已 上)， 按 照 定 浆 


DD)=Y 三 忆 (一 严 ( (11) 


n= 


用 类 似 求 E (0) 的 方法 可 以 推出 (习题 9) 
z+ 
2H 
五 (1) 的 大 小 表示 了 人 口 志 0 门 在 期 望 佳 忆 ( 电 附近 的 波动 范围 ， 
(12 ) 式 说 明 这 个 范围 不 仅 随 着 时 间 的 延续 和 净 增长 概率 := 一 J 
的 增加 而 变 大 ， 而 且 即 使 当 不 变 上 时 ， 它 也 随 着 上 和 中 的 上 升 珈 
增长 这 就 是 山 ， 当 出 生 和 死亡 频 繁 出 现时 ， 大 口 的 波动 范围 变 
大 . 

评注 “从 模型 假设 和 得 到 的 人 口 期 望 值 的 结 旷 可 以 看 出 ， 这 
个 随机 覆 模 型 在 人 确定 性 人 号 模型 中 相对 应 的 ， 只 不 过 是 最 简单 的 
指数 增长 模型 ， 但 是 即使 这 样 ， 由 方程 (3 )、(4 ) 求 解 已 [已 经 
相当 复杂 了 . 读者 本 以 建立 与 确定 性 的 阻 谐 增长 (4Logistic ) 模 型 
相对 应 的 随机 性 模型 (习题 10}， 由 这 个 模型 ,不 权 五 (1 而 且 
ECX (7 ) 都 难以 求 出 ， 其 至 不 知道 (XX(1)) 是 否 与 确定 性 咀 河 
增长 玉 型 的 结果 (1.4 节 (7) 式 ) 一 致 ， 所 以 本 节 的 讨论 作为 人 口 
模 增 并 没有 多 大 的 意义 ， 但 是 作为 一 般 的 生 灭 过 程 ， 特 别 是 从 假 
设 1 ~ 3 得 到 的 模型 (2) 式 有 着 广泛 的 用 途 ， 如 电梯 的 升降 ， 人 用 
通路 口 的 通过 以 及 各 种 排队 现象 ， 都 可 以 在 适当 的 假设 下 用 生 灭 
过 程 的 模型 描述 ， 我 们 将 在 后 面 的 章节 中 加 以 讨论 ， 


Dli)=n, 


er [er kr 一 1 (12) 
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12.6 零件 的 预防 性 更 换 


在 生产 设备 或 科学 仪器 中 长 期 运行 的 零 部 件 ， 如 滚珠 、 轴 有 车 ， 
电器 元 件 等 会 突然 发 生 故 障 或 损坏 ， 即 使 是 及 时 唱 换 也 已 经 造成 
了 - 定 的 经 济 损失 .如果 在 零 什 运行 -定时 期 后 ， 就 对 疝 属 让 常 
的 零件 做 预防 性 更 换 ， 以 蓝 免 - : 电 发 生 坡 隆 带 来 的 损失 ， 从 经 湾 
下 看 是 否 更 为 合算 ? 如 果 合 算 ， 届 这 种 预防 性 更 换 的 时 间 如 何 
确定 昵 ? 5 . 

显然 ， 解 决 这 个 问题 的 关键 在 于 恰当 地 估计 零件 能 够 正常 运 
行 的 时 间 ， 简 称 为 零件 的 寿命 ， 由 于 零件 在 制造 及 运行 过 程 中 各 
种 随机 贰 素 的 影响 ， 它 的 寿命 是 随机 变量 ， 通 过 试验 数据 的 统计 
处 明和 理论 分 析 ,， 可 以 确定 零件 寿命 的 分 布 国 数 、 针 率 密度 和 平 
均 寿 命 等 数字 特征 ,下面 先 介 绍 两 个 基本 概念 和 儿 种 常见 的 连续 
型 寿命 分 布 ， 再 讨论 零件 的 预防 性 更 搞 问 题 . 

可 靠 度 和 失效 率 ”用 随机 变革 X 表示 零件 的 奉命， 其 分 布 函 
数 F(1)= P(X 所 1) 表 示 零 件 奉命 不 超过 时 间 上 的 概率 (期 在 时 
世上 之 前 上 先 效 ). 的 概率 密度 记 为 (1)， 寿 命 大 于 1 的 概率 记 为 
呈 {1), 即 

R(N=P(X>1)=1—F() (1) 
称 为 零件 的 可 靠 度 ， 显 然 有 只 (0]=1, R(cc)=0. 按照 定 闵 和 
简单 的 推导 ， 平 均 寿 命 即 天 的 期 望 为 【 设 积分 收 伍 ): 


玫 


Ex=| ear | RA)dt (2) 
站 0 

设 零件 运行 到 时 刻 z 仍 然 正 常 ， 则 它 在 C(t, 1+ A 内 类 效 的 
概率 为 


P(XYEI+AIIN>1)= FADD A 3) 
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r= 上 全 (4) 
称 为 失效 率 ， 是 条 件 概 率 密度 ， 当 A1 很 小 时 + (17)&1 表 示 零 件 在 1 
以 前 正常 运行 条 件 下 ， 在 (1 ,1+Ai] 内 失效 的 梳 率 . 在 实际 应 用 
中 让 NN 个 零件 同时 运行 记 n (为 了 时刻 1 以 前 失效 的 个 数 ， 
An (4) 为 这 时 六 位 时 间 肉 失效 的 个 数 ， 则 一 AD sr(r) 典 
真一 中 [站 

型 的 和 失效 率 骨 线 如 | 针 13 9, 量 容 贫 形 状 ， 分 三 个 阶段 . 第 工 阶 
段 是 早期 失效 期 ， 证 要 由 材料 
或 工 二 制造 目的 缺陷 引起 ， 应 
通过 检验 别 除 . 批 不 合格 品 ， 
待 零件 滤 过 这 -阶段 后 再 投入 
运行 . 第 正 阶 段 为 偶然 失效 期 ， 
r(z) 基 本 上 保持 不 变 ， 是 零件 
的 最 佳 使 用 阶段 . 第 于 阶段 是 
老化 内 效 期 ， 由 于 磨损 ， 老 化 图 12 -9 典型 的 失效 率 明 线 
等 原因 失效 率 迅 速 上 升 ， 应 采取 维修 或 更 换 等 手段 维持 设备 的 正 
前 运行 . 

常见 的 寿命 分 布 

1 . 指数 分 布 “ 设 失效 率 六 站 为 常数 4 , 即 当 零件 正常 运行 到 
上 时刻: 后 ， 在 (1t,1+At] 内 失效 的 概率 为 Ar , 与 :无关 ， 那 么 
用 了 f 门 = 大 代 人 (4)、 (1) 式 可 得 


-ED (5) 
在 初始 条 件 F(0)=0 方程 (5) 的 解 为 
Fl)=i—e *, {20,4>0 (6) 


零件 寿命 X 称 为 服从 参数 4 的 指数 分 布 ， 它 最 重要 的 性 质 是 “无 
记忆 性 ”， 即 当 零 件 运行 了 时间 上 后 如 果 仍 正常 ， 则 从 上 开始 亡 和 
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痢 的 “ 样 ， 寿命 仍 眼 从 承 来 的 指数 分 布 ， 几 忒 和 节 志 所 训 是 ( 证 明 
留 作 习题 13 ) 
PIX>It+TIX>I)= P(X>rt)=e “ (7) 
在 典型 失效 率 曲线 的 第 工 阶 段 { 图 12 一 9)， 寿 命 大 致 上 服从 指数 
分 布 . 
出 (1)，、(2) 式 容易 得 到 指数 分 布 的 概率 密度 ， 可 靠 度 和 平 
均 寿 命 分 别 为 


f(t)= Ze 2 (8 
R(t)=e “ (9) 
FX=1 {10) 

2. 丁 分 布 书 随 宙 安 时 的 概率 密度 为 
F(t)= 在 Ty Le 0 %,A4>0 {11) 


称 大 服从 参数 为 x ,4 的 了 分 布 , 记 为 T(& ,7%)， 其 中 必 称 形 
和 状 参 数 ， 2 称 尺 度 参 数 ， r=| xierrdr， 显然， x=] 时 
[1 


T 分 布 即 为 指数 分 布 ， 并 且 可 以 证 明 ， 若 | » 中 1， 蕊 , 均 为 

参数 4 的 指数 分 布 ， 且 相互 独立 , 则 = 艺 服从 (Gn ,2) 分 
i=1 

布 ， 利 用 (4)、{11) 式 还 不 难 写 出 分 布 的 失效 率 为 


‘90-|| {+ 二 ) 已 ox| (12) 
Lh 


岂 (2) 式 可 知 ， 当 &<1 时 7(1) 为 减 国 数 ， x> 1 时 Fr(1) 为 增 阅 
数 ， 
了 分 布 的 概率 密度 曲线 和 失效 率 曲 线 如 图 12 一 10. 若 某 零件 
的 失效 率 不 是 常数 ， 而 是 有 下 降 或 上 升 的 趋势 ， 则 可 以 考虑 采用 
a<1 或 a> 1 的 本 分 布 描述 , 
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图 13-10 了 分 布 的 概率 密 雇 曲线 Fr) 和 失效 率 曲线 (1) 
tx 二 1 时 即 为 指数 分 布 ) 


容易 算出 了 (x ,4) 分 布 的 平均 寿命 为 
EX= 志 (13) 
3. 威 布尔 分 布 (W eibull) 车 的 概率 密度 为 
f= C2) exp( -0 1t20,«,4>0 (14) 
了 称 所 服从 参数 x ,2 的 威 布 尔 分 布 , 记 作 下 (a 4) :其 中 民 : 
分 别 为 形状 参数 和 尺度 参数 ， 当 “= 1 时 也 转化 为 指数 分 布 ， 可 
以 算出 历 (& ,4) 分 布 的 可 靠 讼 和 内 效率 分 别 为 
R(1)=exp[{— (1) {15) 
PE 一 AT (16) 
rf 昌 当 x< 1 时 是 减 国 数 ， 当 x> 1 时 是 增 晤 数 . 
威 布 尔 分 布 的 概 涪 密度 和 失效 率 曲线 如 图 12 一 11. 它 广泛 地 
用 于 描述 真空 管 、 铀 承 等 震 器 件 的 寿命 分 布 . 


| 1=1 


由 12 一 [Ll 威 布 水 分 布 的 氢 素 密 府 曲 线 站 7) 种 失效 率 曲 线 (1) 
tg= 1 时 却 为 指数 分 布 ) 
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容易 算出 玉 (gz ,分 布 的 平均 寿命 办 
EX=Tr CE 二 (17) 
| 
预防 性 更 换 策 略 设 茜 零件 寿命 的 分 布 殴 数 为 六 (1)， 于 
均 寿 命 为 上 . 若 零 件 发 生 故 障 后 更 换 带 来 的 损失 为 ec , 术 爱 生 歼 
障 而 采取 预防 性 更 换 的 费用 为 c, , 显然 >c,., 所 谓 预 防 性 更 换 
策略 是 指 ， 确 定 - -个 时 间 了 , 当 零 件 寿 命 节 < 了 时 进行 故障 后 更 
横 ， 当 闭 = 工 仍然 正常 时 进行 预防 性 更 换 (假定 更 换 所 需 时 间 忽 
略 不 计 )， 使 得 长 期 运行 时 的 经 济 损失 最 小 
这 是 一 个 风机 性 优化 模 弄 ， 目 标 畏 数 取 为 单位 时 间 的 平均 损 
上 失 ， 零 件 每 更 换 “次 称 为 -个 周期 局 期 的 平均 长 度 为 


二 | | TdF(i) (18) 
和 T 
一 个 周期 内 的 平均 损失 是 
c=o F(T}+e[l~-F (TY (19) 
单位 了 时间 和 钓 平 均 损 所 定义 为 
<(T)= 二 (20) 


将 (18)、(19 ) 式 化 篇 后 代入 (20 ) 式 可 得 
d(T)= Lo D+ 


(21) 
r-| dt 
[0 
简单 的 求 导 运 算 可 以 推出 使 c (了 ) 荫 极 小 值 的 了 应 满足 
7) | RDdi F(T)= 一人 (22) 


其 中 为 可 靠 度 { 见 (1) 式 )， /为 失效 率 ( 见 (4) 式 ). 
F 面 的 问题 是 讨论 方程 (22) 在 什么 条 件 下 有 解 及 汪 样 求解 . 
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记 (22) 式 的 左 端 为 
nT 


p(T)=r(T) R(Ddt— F(T) (23) 


uo 


i 


显然 h(t0)=0， x 四 为 平均 帮 命 4 = | RCDNdi, 有 ktm )= 


0 


了 
dh dr 
grtT) 一 1 ,并 县 17 ~ 47 , R{1)di. 用 hh(0),h{o0o) 和 和 


种- 的 结果 考察 (23)、(22 ) 式 ,可 以 得 到 如 下 的 结论 : 
车 +(1) 为 增 消 数 生 


Ar(oo )> 一 由 一 (24) 


则 存在 唯 … 的 有 限 的 了 满足 (22), 使 ec (了 ) 达 到 最 小 ， 且 
c{T)=(0 ~e)r{T) (25) 
如 果 这 样 的 了 找 丰 到， 我 们 就 说 不 存在 预防 性 更 换 策 略 ， 即 
不 存在 比 改 障 后 更 换 平均 损失 更 小 的 预防 性 更 换 策 略 ， 不 难 验 证 
当 (1) 为 常数 时 {寿命 眼 从 指数 分 布 ) 即 是 这 种 情况 (习题 14 )， 


例题 设 菜 零件 寿命 服从 x=2 ,1= 1 的 工分 布 ，- =3. 
问 是 否 存 在 预防 性 更 换 策 略 ， 若 存在 ， 如 何 确 定 更 换 时 间 TT, 单 
位 时 间 的 最 小 平均 损失 是 多 少 ? 

对 于 下 (2 .1) 分 布 ， 按 照 (11) 式 其 概率 密度 为 


f= {26) 
丁 是 可 以 得 到 请 (2 =1 一 (1+De ;ROD)=(1+7)e',r(1)= 


t cl 


Ti A 2) 2 = 子 . 满足 + (7) 为 增 销 数 
和 (24) 的 条 性， 故 存在 预防 入 更 换 策略 ,是 更换 时 间 了 满足 方 
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程 (22)， 将 上 面 的 结果 代入 (22 ) 得 
2e-7=3 一 了 (27 1 
在 这 种 策略 下 单位 时 间 的 平均 损失 为 


一 。 T 、 
cf) 一 to 一 ertT)s2e TH {28}) 

评注 “按照 常识 ， 对 于 随机 失效 的 零件 采取 预防 性 更 换 的 策 
略 是 合理 的 ， 现实 生活 中 包 有 此 例 . 但 是 根据 本 节 讨 论 的 模型， 
从 平均 损失 最 小 的 角度 出 发 ， 预防 性 更 换 策略 和 的 存在 是 有 笨 件 的 . 
从 (24 ) 式 看 ,平均 寿命 越 长 ， 失 效率 增长 越 快 ， 或 者 故障 后 更 换 
与 预防 性 更 换 的 费用 比 c We, 越 大 ， 越 倾向 于 采用 预防 性 更 换 策 
略 ， 值得 注意 的 是 ， 对 于 常用 的 寿命 服从 指数 分 布 的 堆 件 , 不 存在 
这 种 预防 性 更 换 策略 ， 

在 本 闻 讨 论 的 策略 中 机 记录 更 换 后 零件 的 运行 时 间 ， 不 姑 称 为 
年 齿 ， 当 年 龄 达到 了 仍 正 常 时 才 更 换 ， 可 称 作 年 龄 更 换 策略 ， 另 
一 种 策略 是 每 过 时 间 了 就 更 换 一 次 ， 不 管 在 这 过 程 中 是 否 进行 
过 故 降 后 更 换 ， 陈 作成 批 更 换 策略 . 疮 思 是 当 有 多 个 零件 运行 时 ， 


-1 | > 个 预防 性 更 换 


{2) { x 故障 后 更 拖 
TT T 了 


图 12 一 12 (1) 年龄 更 换 策 略 。 (2) 成 性 更 换 策 略 

在 定时 刻 T(EK= 1 ,2 、…. ) 成 批 地 对 它们 帮 预 防 性 更换 。 这 两 
种 晶 换 策略 的 差别 如 图 12 一 12 所 示 ， 看 类 成 批 更 换 策略 更 蚀 于 
应 用 ,得 是 它 的 计算 比较 复杂 . 


12.7 设备 检查 方案 


生产 车 间 里 应 该 经 常 检查 各 种 设备 的 完好 状况 .以便 及 时 发 
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现 和 排除 喜 障 ， 保 证 生产 的 顺利 进行 . 接连 珊 次 检查 的 上 时间 间 际 
称 为 检查 周期 ， 本 他 所 谓 设 备 检 查 方案 中 指 确定 检查 周期 . 设备 
出现 故障 的 了 时刻 是 随机 的 ,一 忆 出 山 政 障 ， 假定 设备 将 带 故 障 运 
行 到 下 一 次 和 检查 时 才 被 发 现 ， 这 会 造成 相当 大 的 损失 ， 显 然 ， 检 
查 周 期 越 长 ， 损 失 越 太 ， 另 一 方面 ， 检查 需 付 费用 ， 周 期 越 短 ， 
检查 费 越 多 ， 于 是 需要 建立 -- 个 随机 性 优化 模型 ， 根 据 对 故障 的 
随机 规 稚 ， 损 类 费 、 恰 查 费 等 作 的 假设 ， 确 定 稳 浊 周期 使 总 的 平 
均 费 用 最 小 2， 

一 - 般 地 说 ， 检 查 周期 不 一 定 是 常数 ， 而 应 该 根据 故障 出 现时 
刻 的 概率 分 布 来 确定 ， 在 故障 概率 大 的 时 候 检查 周期 短 ， 故 隆 邮 
岩 小 时 检查 局 期 长 . 故障 概率 要 用 连续 型 分 布 国 数 来 撒 述 ， 相 应 
地 ,我 们 把 徐 查 周期 表示 为 著 刻 ;的 国 数 ， 记 作 (5 , 并 且 假 设 
它 连 续 ， 这 样 ， 单 位 时 间 内 的 检查 次 数 也 是 :的 国 数 ， 记 作 (1)， 
显然 na (1)=1A/3(1). 通常 ， 与 设备 正常 运行 的 时 间 相 比 ， 检 查 周 
增 很 短 ， 因 而 4 (7) 很 大 ， 可 以 视 n(i) 为 连续 函数 . 

模型 假设 

1. 设备 故障 时 刻 的 概率 分 布 函 数 为 (1 )， 概 率 密度 为 了 7)， 设 
备 使 用 期 限 是 了, 于 是 严 (并 )= 工 

2. 设备 带 故 障 运 行 到 检查 时 为 止 的 损 类 与 这 段 运 行 时 间 成 正 
比 ， 比 便 系 数 = 即 为 单位 时 间 损 失 费 . 

3. 因为 单位 上 时间 检查 次 数 ” (1) 很 大 ， 所 以 在 租 邻 两 次 检查 
之 间 出 现 故 障 的 时 刻 可 认为 是 均 句 分 布 的 ， 而 带 帮 障 运 行 的 时 间 
则 取 这 个 分 布 的 均值 ， 

4. 每 深 检 查 费 为 c, ,到 时 刻 i 为止 的 检查 次 数 可 表示 为 


| Pttjdr . 
总 


建 模 与 求解 ”设备 运行 一 真 到 其 次 检查 发 现 故 障 或 到 使 用 期 
限 工 为 二 ， 优 化 模型 的 目标 扼 数 取 作 这 样 - -次 运行 的 总 费用 ( 找 
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失 费 与 检查 费 ) 的 期 望 值 . 

若 设 备 在 [1 ,1+ A4 内 发 生 上 故障 ， 由 假设 3 殉 障 时 刻 在 周期 
$ {7 内 时 均 名 分 布 ， 均 名 分 布 的 均 情 等 于 分 布 区 间 的 一 半 ， 所 以 
带 知 障 运 行 时 间 为 s17) 这 =122ntt) .再 由 假设 2 损失 费 为 


时 


c/n (1)， 根 据 假设 4 , 检查 费 为 “| 4 (tjdr .于是 总 费用 为 


0 


B+ | atfrjdz . 


由 假设 1, 设备 在 一 次 运行 中 总 费用 的 期 望 值 为 


于 t 
CE 一 | | T+ “| nr | {1) 


etaft)) 是 za 的 证 国 . 为 了 把 求 人) 使 etat)) 达 到 最 小 的 证 函 
极 值 问题 化 为 了.8 和 中 的 形式 (7.8 节 中 的 (7) 式 ), 令 


| Ht)dr (2) 
0 
xD 是 到 上 为 目的 检查 次 数 .， (1 ) 式 化 为 
ceo | ty + ON re (3) 
x UL) 的 端点 条 和 作 显然 是 
X00)=0，x(T) 和 出 (4) 


(3 )、(4) 是 一 端 同 定 、 一 织 自 出 的 返 晴 极 值 问题 . 
利用 欧 持 方程 (7.8 节 中 的 111) 式 ) 可 得 xt0) 谋 汪 是 


et dA) TY 、 
cf (1)+ 5 (4 ) 0 (5) 
. dF 
积分 (5 ) 世 并 注意 到 =A 有 
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oFD+ SAD (6) 


2 (1) 
邻 积 分 常数 二 ca (a 是 男 一 常数 )， 则 
TD) _ 20 
per [a—FE (2) (7) 
用 自由 端点 的 横 截 条 件 确定 常数 a. 根据 7.8 节 的 (21) 式 ， 
fr) 
2 0 《8 ) 
和 将 (8) 代 入 (7) 式 并 由 假设 1 的 下 (大 )=1 ,立即 有 a=1L. 于 是 
1 _ 2¢, 1-F() 
Er i (9) 
根据 (2) 式 和 x (0)=0 得 到 
_ c 六) 
"(1)= er 一 天 人 (10) 


这 就 是 使 总 的 期 望 费用 达到 最 小 的 检查 次 数 函 数 . 若 将 设备 的 正 
常 运 行 时 间 视 作 寿 命 ， (1) 为 寿命 的 分 布 函数 ，5 引 用 12.6 节 可 
千 度 和 失效 率 的 概念 和 记号 ，(10 ) 又 可 表 为 


n (1)= | (11) 


其 中 (1) 古 失效 率 . 

我 们 终于 得 到 (11) 式 这 样 一 个 简单 的 结果 . 它 表 明 最 优 的 检 
查 次 数 上 (完全 由 单位 时 间 损 失 费 上 . 每 次 检查 费 c, 和 设备 的 
失效 率 (决定. 一 般 了 地 ，r (1) 随 时 间 1 变 化， 那么 当 r (1) 较 大 
的 时 候 ， 容 易 出 现 故 障 ， 检 查 次 数 4 (1) 就 应 恋 大 一 些 ， 这 正 是 
(11 )) 式 所 给 出 的 . 

特别 地 ， 和 如 果 设 备 寿 命 服从 参数 2 的 指数 分 布 (12.6 节 (6) 式 )， 
失效 率 为 常数 (1) 二 ,和 且 平 均 寿 命 上 =1 太 , 则 (11) 式 给 出 更 
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加 简单 的 结果 ; 


这 1 
" /去 (12) 


单位 时 间 检 查 次 数 与 ! 无关， 或 者 将 检查 周期 * 表示 为 


- | 2c 
3 一 6 (13) 


5 是 常数 ， 即 最 优 检 查 方案 是 等 周期 的 . {13 ) 还 表明 ， 设备 的 平 
均 考 命 睛 越 长 ， 检 查 费 与 损失 费 之 比 eve 越 大 ， 输 但 辕 期 应 越 
长 . 这 是 符合 常识 和 的， 而 (13 ) 式 给 出 了 它们 之 间 的 数 景 关系 容 
易 知 道 ， 只 有 指数 分 布 才能 得 到 这 种 最 简单 的 最 优 愉 查 方案 . 

评注 本 来 愉 查 次 数 是 对 于 时间 区 间 而 言 的 ， 并 且 只 了 肥 正 整 
数值 ， 模 型 中 将 它 视 为 时 刻 1 的 连续 函数 ， 从 而 可 以 利用 数学 分 
析 的 工具 ， 把 优化 问题 归结 为 泛 限 极 们 问题， 当然 ， 其 中 离 不 
开 一 些 合 理 的 简化 ， 如 假设 3 . 

这 个 模型 的 目标 函数 是 运行 到 发 现 故 障 为 目的 总 期 望 费 昂 ， 
而 没有 采用 单位 时 间 的 平均 费用 .事实 上 如 果 忽 略 从 设备 故障 到 
发 现 故 障 这 段 较 小 的 时 间 ， 那 么 用 这 两 种 目标 晴 数 来 求解 最 优 的 
f# (1) 是 等 价 的 ， 因 为 在 后 者 中 运行 时 间 的 期 望 与 4 (i) 无 关 ， 


习 题 


1. 利用 12 .1 节 的 模型 计算 ， 若 每 份 报纸 的 购 进 价 为 0.15 光 ， 镶 出 价 为 
0.20 元 ,退回 价 为 0.12 元 ， 需求 最 服从 均值 500 份 ， 均 方差 了 0 价 的 形 埠 分 
布 . 报 童 每 天 应 购 进 多 少 份 报 纸 才 能 使 平均 妆 人 最 高 , 这 个 最 高 收入 是 多 
少 ? 

2 .在 12.2 节 中 特 假 设 条 件 4 收 为 一 局 的 销 眩 是 均匀 进行 的 ,如 图 12 一 4 
所 示 , 试 确定 平均 费用 最 小 的 策略 5， 

3. 在 12.3 上 节 中 增加 考虑 喧 存 费用 ， 设 每 本 书 的 贮存 费 为 4, 与 贮存 时 
间 无 关 . 分 析 结 果 与 12.3 节 有 哪些 相同 . 

4. 某 商 上 店 雪 订购 一 批 商品 零 频 ， 设 购 进 价 c , 眩 出 价 cy , 订购 费 ro (与 
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数 奸 无关 )， 随 机 需求 量 "的 概率 密度 为 ptr), 敌 件 商品 的 贮存 划 为 c { 与 
叶 间 无 关 ). 和 业 如 何 确定 订购 量 才 能 使 商店 的 平均 利润 最 大 . 这 个 平均 利润 
是 多 少 . 为 鸽 这 个 平均 利润 为 正 值 ， 需 槛 对 订购 费 c。 加 什么 限制 ? 

5. 建立 诡 货 时 间 为 随机 变量 的 在 贮 模 型 ， 设 商品 订货 费 为 ci, 每 件 商品 
单位 时 间 的 贮存 费 为 , 缺 货 费 为 c; , 单位 时 间 需 求 时 为 .两 12- 13 中 工 
称 订 筑 点 ， 当 贮存 量 降 至 工时 订货 ， ” 
而 安 货 时 间 < 是 随机 的 ， 如 周 中 的 QE 一 一 一 一 一 一 一 
xx 设 x 的 概率 窒 度 炒 数 
为 p[x}) .订货 营 使 下 -周期 初 的 贮 
存 旦 达到 固定 值 只 . 为 了 使 总 费用 
景 小， 选择 合适 的 日 标 消 数 建 立 檬 
型 ， 伺 定 最 佳 订 人 项 点 工 . 2 一 f 全 

名 在 12.4 节 中 证 明 方 积 (131) | rs 
仪 有 -个 负 根 =* ,并 且 只 有 z* 才 图 12 一 13 
给 出 了 (zj(02) 式 的 极 小 值 . 

7. 在 12.4 上 节 痊 出 的 例子 中 ， 此 1!=2.0 米 不 变 , 而 均 方 类 减 为 o=i0 诬 
米 ， 问 均 乱 六 庶 为 多 上 大， 每 每 到 一 根 成 部 奔 的 浪费 里 多 大 (与 原来 的 数值 相 
比较 ). 

8. 省 钢材 粗 乳 后 ， 长 典 在 4 与 1 之 间 时 降级 使 用 ， 长 度 小 F4 才 整 根 报 
废 ， 试 选用 合适 的 目标 范 数 建立 优化 模型 ， 使 菏 种 意义 下 的 浪费 量 最 小 , 

9. 推导 12,5 节 的 (12) 式 . 

10. 作出 与 确定 性 给 滞 增长 模型 相应 的 假设 ， 建 立 随 机 性 模型 . 

11. 很 没 在 12.5 节 的 模型 (2)、{3) 式 中 ， 只 萎 虚 出 生 、 忽 上 略 死亡 ， 验 
证 P, (0) 注 是 贰 一 项 分 布 ， 了 好 

Pt)= Cn {ee (le “YH, n=no, n+l1, … 

12. 考察 种 既 不 同 于 指数 模型 ， 也 不 同 于 阻 灌 增 长 模型 的 情况 ， 人 口 
为 x(1) ,最 大 对 许 人 人口 为 x ,1 到 1+ A1 时 间 内 人 口 增长 量 与 ,一 x (成 
正比 . 

也 建立 山 定 性 模型 ， 将 结果 作 图 ， 与 指数 模型 和 阻 业 增长 模型 的 结果 
进行 比较 ， 

艺 作出 适当 的 假设 ， 建立 相应 的 随机 性 模型 ， 求 出 大 口 的 期 给 EX (1)) 
解释 已 (人 与 二 中 < 全] 在 形式 上 完全 一 臻 的 意 交 ， 
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13. 在 12.6 节 中 证 明 指 数 分 布 具有 无 记忆 性 ， 即 他 ) 式 . 
14. 若 零件 寿命 服从 指数 分 布 ， 证 明 不 存在 12.6 节 给 出 的 了 祯 防 人 竹 吏 拘 
策 赂 . 史 阿 ， 若 失效 率 =( 口 为 减 鸭 数 ， 结 果 如 何 ? 
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第 13 章 马 氏 链 模 型 


在 考察 有 随机 因素 影响 的 动态 系统 时 ， 常常 磁 到 这 样 的 情况 ， 
系统 在 每 个 时 期 所 处 的 状态 是 随机 的 ， 从 这 个 时 期 到 下 个 时 期 的 
状态 按 梧 一 定 的 靶 率 进行 转移 ， 并 且 下 个 时 期 的 状态 共 取 总 于 这 个 
时 期 的 状态 和 转移 概率 ， 与 以 前 各 时 期 的 状态 无 关 . 这 种 性 质 称 
为 无 后 效 性 ， 或 马尔 可 夫 (Magkkov ) 性 ， 通 俗 地 说 就 是 ， 已 知 现 
在 ， 将 来 与 坊 史 无 关 ， 具 有 马 氏 性 的 时间、 状态 均 为 离散 的 随 
机 转移 过 程 通 常用 马 氏 链 {Markov Chain ) 模 昏 描述 . 

马 氏 链 模型 在 经 济 、 社 会 ， 生 态 ， 遗 传 等 许多 领域 中 有 着 广 
泛 的 应 用 . 值得 提出 的 是 ， 虽然 它 是 解决 随机 转移 过 程 的 上 其， 
全 是 一 些 贿 定性 系统 的 状态 转移 问题 也 能 用 马 开 链 模 型 处 理 . 

13.5 节 对 本 章 模型 用 到 的 马 氏 链 的 基本 知识 作 了 简单 介绍 ， 
不 熟悉 马 氏 链 的 读者 可 先 阅读 这 一 节 . 


13.1 基因 遗传 


豆 科 植物 蔡 的 颜色 有 绿 有 黄 ， 生猪 的 毛 有 黑 有 白 ， 有 和 粗 有 
光 ， 人 类 会 出 现 先天 性 疾病 如 色盲 等 ， 这些 都 是 基因 遗传 的 结果 . 
基因 从 一 代 到 下 一 代 的 转移 是 随机 的 ， 并且 有 具有 马 氏 性 ， 因 此 马 
氏 链 模型 是 研究 遗传 学 的 重要 工具 之 -， 本 节 给 出 的 简单 模型 属 
于 完全 优势 基 四 遗 蕊 理论 的 范 暑 . 

生物 的 外 部 表征 ， 如 豆 科 植物 葵 的 颜色 ， 人 的 皮肤 或 头发 ， 
由 生物 体内 相应 的 基因 决定 . 基因 分 优势 基因 和 劣势 基因 两 种 ， 
分 别 用 4 和 + 表 二 ,每 种 外 部 表征 由 体内 的 两 个 基因 决定 ， 而 每 
个 基因 都 可 以 是 4 或 r 中 的 一 个 ,于 是 有 三 种 基因 类 型 ， 即 dd ， 
让 各 ,分 别称 为 优 种 、 混 种 和 沙 种 ， 用 D, 刀 和 枣 表示 ， 含 优 
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种 Dp 和 混 种 豆 基 因 类 型 的 个 体 ， 外 部 表征 呈 优 势 ， 如 芯 科 植物 
的 莹 呈 绿 色 ， 人 的 皮肤 或 头发 有 色素 ; 含 败 种 R 基因 类 型 的 个 
体 ， 外 部 表征 呈 劣 势 ， 如 豆 科 植物 的 茎 呈 黄 色 ， 人 的 皮肤 或 头发 
无 色素 . 

生物 繁殖 时 ， 一 个 后 代 随 机 卫 释 承 父亲 两 个 基因 中 的 :个 和 
世 亲 两 个 基因 中 的 一 个 ”， 形成 它 的 两 个 基因 ，- 般 两 个 基 国 中 
哪 一 个 遗传 下 去 是 等 概率 的 ， 所 以 父母 的 基因 类 型 就 洪 定 了 每 -- 
后 代 基 因 类 型 的 概率 .父母 基因 类 型 的 组 舍 有 全 是 优 种 DD. 全 
是 光 种 RR, 一 优 种 混入 DH( 父 为 D, 母 为 晴 或 父 为 开具 
为 也) 等 6 种 状况 ， 简 单 的 计算 可 以 得 到 对 每 种 组 合 其 后 代 各 种 
基因 类 型 的 概率 ， 如 表 13 一 1 所 示 ， 


表 13-1 父母 基因 类 型 决定 后 代 各 种 基因 类 型 的 概率 


王 面 我 们 以 马 氏 链 为 上 具 讨 论 两 个 其 体 的 基因 遗传 模 
型 [3 3 

随机 交配 ”这 是 自然 异 中 生物 群体 的 一 种 常见 的 也 是 基 简 
半 的 交配 方式 ， 考 察 一 个 群体 ， 假 设 雄 性 和 峻 性 的 比例 永远 根 棠 ， 
并 且 有 相同 的 基因 类 型 分 布 ， 即 雄性 和 峻 性 的 D. 五, 玉 的 数量 比 
例 相 等 .所谓 随 机 交配 是 指 ， 对 于 每 一 个 不 论 属于 DD. 上 或 中 的 
肉 人 性 (或 雄性 ) 个 体 ， 都 以 D :及 :RR 的 数量 比例 为 琶 率 ， 与 一 个 
属 开刀. 蝇 或 及 的 维 手 (或 唯 性) 个体 交配 ， 其 后 代 则 按照 前 面 所 
说 的 方式 ， 等 概率 地 继承 其 父母 亲 的 各 一 个 基因 ， 来 决定 它 的 基 
因 类 型 . 假定 在 初始 … 代 的 群体 中 ， 二 种 基因 类 型 的 数量 比例 臣 


* 】 本 节 的 模型 主要 针对 人 类 以 外 的 生物 ， 但 是 为 了 叙 人 的 方便 ， 仍 宙 月 父亲 、 
和 人 母亲 这 样 的 称 亩 . 
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Dlda)y Hd :RGF)=a 26 ie, 满足 a+2b+c=1. 记 
p=a+b ,9=b+c, 则 群体 中 优势 基因 a 与 劣势 基因 ;的 数量 比 
例 为 4 :r=p :9 ,上 且 p+9=1. 讨论 随机 交配 方式 产生 的 -一 系列 
后 代 群 体 中 的 基因 类 型 分 布 . 

用 ,=T ,2 ,3 分 别 表示 第 1 代 的 -个 体 属 -TT D. 六 及 民 基 
因 类 型 ， 即 3 种 状态 ,n= 二 0 ,1 ,2 ,… ,aq,{n) 表 示 个 体 属 于 第 i 
种 状态 的 概率 ，i= 1 ,2 ,3 ,可 视 为 第 n 代 的 群体 局 于 第 i 种 基因 
类 型 的 比例 ， 转 移 概 府 p,, 可 用 p, = 了 {一 个 后 代 具 有 基因 类 型 j 
母 订 共有 基因 类 型 让 计算 … 在 已 知 母 到 基因 类 型 的 条 件 下 ， 后 
民 的 基因 类 型 取决 于 父亲 的 基因 类 型 .值得 指出 的 是 ,在 计算 P，， 
村 与 其 考虑 被 随机 选择 为 父亲 有 玖 三 种 不 同 基 因 类 型 的 比例 a :25 
ic ， 不 如 直接 考察 从 雄性 群体 中 以 p :g 的 比例 获得 优势 基因 4 
和 劣势 基因 >. 丑 如 p= PP{ 后 代为 D (dq) 母亲 为 D(ad))， 为 
使 后 代 是 D (de) 只 党 从 弘 性 群体 中 以 杠 率 p 心得 4d，, 所 bp,=p ， 
类 似 地 有 p= 二 PI( 后 代为 太 (dr)| 母亲 为 Dtqdd) )=4g ,p=P( 后 
代为 有 RCAr) | 母 训 为 D (4 和 )))=0 ,而 py= 了 (后 代为 D (dd) | 母亲 
为 二 (dr))， 所 代 需 以 1 72 的 概率 从 生体 谈 得 4d， 问 时 以 2 的 概 


来 从 弘 性 群体 中 歼 得 4 ,所 [4 p= 村 ， 5=p2, 同 理 有 Po= 


P{ 后 代为 吾 【 才 上 母 床 为 如 (dr 站 = 方 .p+ 本， 9= 了 必 = 


8 .用 回 样 的 方法 算出 六 ,pa Pi 后 后 得 到 转移 类 阵 
p 好 中 一 
一 区 1 8/ (1) 
0 p 9 一 
对 本 基因 类 型 的 初始 分 布 ， 旨 初始 状态 概率 ae(0)= (eg ,2b， 
c)， 共 :a ,2b ,c 满 刀 


p=ai+b， g=b+e (2) 
利用 马 氏 链 基 本 方程 (13.5 节 (8 ) 式 ) 可 以 得 到 


* 1 有 中 的 乞 件 也 可 咱 “ 公 内 具有 太 因 概 素 i”, 结果 相同 . 
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atl}=a(0)}P=({p’, 2p9 , 4) (3) 
at2)=at{(1)P=, pq, 大) (4) 
显然 这 个 分 布 将 保持 下 去 . 这 表明 不 管 初始 - - 代 基 因 类 型 分 布 如 
何 ， 只 要 是 从 群体 中 随机 选择 的 ( 即 满 足 (2) 式 )， 那 么 在 随机 区 
配方 式 中 第 一 代 继 承 者 的 基因 类 型 分 布 为 D :HH : R=p? :2pd : 
9 ， 并 永远 不 变 ， 这 个 结果 在 遗传 学 中 称 Hardy - Weinberg 平稳 
利用 13.5 节 定 理 ] 容易 知道 (1) 式 央 示 的 是 一 个 正则 链 ， 由 
13.5 书 (10) 式 算出 其 稳定 分 布 也 是 w= 人 ,2pg ,全 )， 表 明 妆 
初始 - - 代 不 是 从 群体 中 选取 ， 而 是 任意 指定 时 (如 at0)=(]1.0， 
0))， 在 随机 交配 方式 下 经 过 是 够 长 时 间 ，3 种 基因 类型 的 分 布 
也 不 向 上 述 稳 定 分 布 ， 
这 个 模型 得 到 的 结果 的 止 确 性 已 出 项 察 和 实 难 证明， 如 自然 
界 中 道 常 有 p= 二 g= 12 ,十 是 三 种 基因 类 型 的 平稳 分 布 为 D :所 
:R=14 12 14 .而 做 种 日 和 混 种 唔 的 外 部 表征 呈 优 势 . 
据 观 罕 ， 豆 科 植 物 茎 呈 绿 色 { 优 势 表 征 ) 的 约 占 3 人 4 与 上 面 的 结 
果 相 一 致 . 
芒 后 考察 在 篆 机 交配 下 三 种 基因 类 型 的 首次 返回 平均 转移 次 
数 ， 即 平均 经 过 多 少 代 每 种 基因 类 型 首次 问 到 原来 的 类 型 ， 据 
13.5 节 定 理 3, 站, 及、R 类 型 的 首次 跨 回 平均 换代 数 日 
Hu=l/p, Hy=1/p9. Hs= 1/g" {5) 
项- 个 群体 中 基因 & 越 多 中 越 大 )， 基 本 菊 型 Diedz) 的 平均 换代 
数 旧 越 小 .特别 ， 当 p= = 1 时 ， 六 .五 , 上 的 平均 换代 数 日 分 
别 为 4{ 代 )，2( 代 )] 和 4{ 代 ). 
近亲 繁殖 ”这 是 指 这 样 一 种 繁 给 方式 ， 从 同一 对 父母 的 大 量 
后 代 中 ， 随 机 地 选取 -雄一 ' 雌 进行 交配 ,产生 后 代 ， 如 此 继续 下 
去 ， 考 党 系列 后 代 的 基因 类 型 的 演变 情况 ， 
与 前 三 的 模型 不 同 的 是 ， 那 里 讨论 后 代 群 体 中 基因 类 型 的 分 
布 ， 只 需 设置 五 . 吾 . 员 三 个 状态 即 可 .这 里 旭 循 车 随机 选取 的 玲 
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内 配 对 ， 分 析 后 代 配 对 中 基因 类 型 的 变化 .于 旦 状态 应 取 配 对 的 
基因 类 型 组 合 ,， 设 X,=1 ,2 ,3 ,4,5,6 依次 定义 为 DD, RR， 
DH ,DR ,HH ,HR, 构 壮 马 氏 链 模 型 的 关键 是 写 出 转移 概率 . 

转移 贡 率 p, 可 根据 本 节 开 始 给 出 的 表 13 一 1 算出 ， 首先， 
电 然 有 p. = 1 ‘Pis= O01); pa=1,py=0 (7 关 2)， 因 为 父 但 
全 为 优 种 D (或 劣 种 R) 时 ， 后 代 爹 是 优 种 (或 劣 种 )， 随 机 选取 
的 雄 瞧 配对 妆 然 也 是 ，p ,= 1 人 4 ,因为 配对 DH (状态 3) 的 后 代 
中 己 和 豆 各 占 1 ,所 以 随机 选取 的 配对 为 DD (状态 1) 的 概率 
是 村， 本 = 本 ,而 pn= 忆 (后 代 配 对 为 DH| 父 母 配对 为 
DH)= P (后代 维 性 为 D, 肉 柱 为 豆 | 父母 配对 为 DH)+ 了 (后 
代 友 性 为 月， 纵 性 为 万 | 父母 配对 为 PE)= 浅 ， 记 + 方 * 方 
-= 了 荆 , 同 理 有 ps=1M4 .又 四 配 对 DH 的 后 代 由 没有 只 , 故 对 


] 人 -含有 R 的 状态 2 , 4, 6， 有 pu= pa=Ppw%=0 . 其 它 的 p， n] 以 类 
似 屯 让 算 ( 留 作 题 1) 最 后 得 到 转移 短 阵 为 


1 0 0 0 0 0 
0 1 0 0 0 0 
pos| 14 0 12 0 [4 0 


(6) 
0 0 0 0 1 0 


1A6 1A6 14 18 1/4 14 
0 1A4 0 0 1]4 12 
容 大 看 出 ， 状 态 1 {DD) 和 状态 2 (RR ) 是 吸收 状态 ， 这 是 -… 
个 吸收 链 (13.5 节 定 义 2). 它 表 明 不 论 最 初 选取 的 配对 是 哪 种 
基因 类 型 组 合 ， 经 过 若干 代 近 亲 繁 殖 ， 终 将 变 为 DD 或 RR, 基 
变 成 全 是 优 种 或 全 是 劣 种 ,而 且 一 旦 如 上 比 ， 就 永 迹 保持 下 去 ， 
为 了 计算 从 任 一 个 非 吸 收 状态 3 ,4 ,5,6 出 发 ， 平 均 经 过 多 
少 代 就 会 被 吸收 状 坊 1 , 2 吸收 ， 我 们 首先 将 13.5 节 给 出 的 转移 
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矩阵 的 标准 形式 (14 ) 式 与 上 面 的 P 进行 比较 , 得 到 


1 0 /4 0 1 /44 0 
0 
o- 0 1 0 R= 0 0 
] 和 Ii 工人 44 i174 lA6 1/6 
0 0 [A4 1 0 1/4 


(7) 
然后 按 13.5 节 (15)，(16)、(18) 式 计算 


$83 16 443 27 
4 44 8 473 
M=(1- 0)-'= 8 
(2 玫 13 8/3 44 | 3) 
23 1/%6 443 8/3 


5 2 2 5 

Me 人 4 六 6 入， 生生) (9) 
3M4 -1/4 
172 1 这 

F=MR= 
12 1 (10) 
[4 3/4 


好 的 第 1 行 至 第 4 行 依次 代表 非 吸 收 状态 DH. DR、 HH 和 五 及 ， 
根据 13.5 节 定 面 4 对 于 向 量 y 的 各 个 分 量 的 解释 ， 开始 从 DH 


配对 的 状态 出 发 在 近亲 繁殖 的 情况 F 平 均 经 过 4 -二 代 就 会 被 


状态 DD 或 RR 吸收， 即 全 变 成 优 种 或 劣 种 .而 根据 冠 理 5, 变 
成 优 种 或 劣 种 的 概率 为 撼 阵 卫 的 第 1 行 元 素 , 如 344 或 144. 从 
其 他 状态 DR、 RH 和 HR 出 发 ， 可 以 得 到 相应 的 结 沦 ， 

上 EE 述 结果 前 实 用 价值 在 于 ,在 农业 和 瘟 牧 业 中 常常 是 纯 种 
( 优 种 或 劣 种 ) 生 物 的 某 些 电 质 { 和 如 抗 病 性 ) 不 如 混 种 、 所 以 在 近 
末 党 殖 情 况 下 大 约 经 过 5 ~ 5 代 就 应 谈 重 新 选 种 ， 以 防止 曲 质 
的 下 降 . 
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13.2 仓库 管理 


贮 物 仓库 每 周 或 每 月 清仓 一 次 ,检查 库 存量 ， 假 定货 物 人 庆 
量 是 确定 的 而 出 库 量 是 随机 的 ， 其 概率 分 布 由 需求 情况 决定 ， 
仓库 的 容量 是 有 限 的 ， 和 希望 建立 一 个 模型 分 析 库 存量 的 变化 规律 ， 
特别 是 经 过 多 长 时 间 会 出 现 库 满 或 者 库 空 的 情况 中 ， 

时 间 以 时 段 为 离散 化 单位 ( 周 或 用), 记 :=0,1.2,.… . 肥 座 
存量 为 状态 ， 选 择 合适 的 单位 将 状态 离 数 化 ， 记 为 ,=i, i=0， 
1 ,2 ,… .当世 = 了 时 库 满 ， 王 =0 时 库 空 ,假定 每 时 假 的 人 上 库 
量 为 亚 个 单位 ， 击 出 库 量 为 随机 变量 五 ，D , 六 ，D,… 相互 独 
立 且 具 有 相同 的 概 雍 分 布 : 


P(D=))=@, j=0,1,2,... (1) 
于 是 状态 满足 如 下 的 随机 转移 规律 
X= Ym D,, 1=0,1,2,... (2) 
及 约束 条 件 
O&K EI, f=0,1,2,.... (3) 


由 于 DD, 之 间 相 互 独立 ,状态 蕊 ,的 转移 具有 无 后 兹 性 ， 所 以 可 以 
用 马 氏 链 模 型 描述 库存 量 的 变化 过 程 ， 

状态 转移 概率 p, 由 状态 转 称 规律 (2) 式 和 人 人 库 量 的 概率 分 布 
(1 ) 式 导出 , 即 

py=P (X= X=7))=P(D,=it mj)=an.;, 

i=061 ,7 ,j=1,2,..… ,7-1 (4) 

其 中 当 itm 一 j<0 时 令 p,,=0. 为 了 确定 j=0 和 j= 时 的 p,， 
简单 地 规定 当 净 人 库 量 mm 一 DD, 为 正 值 时 ， 应 保证 陡 ,, 过 工 , 否则 
减少 实际 入 库 量 使 对 ,1 =0; 当 m-- DD, 为 负 值 时 应 保证 XY,,1 之 0， 
否则 减少 实际 出 库 量 使 XY,,,=0, 根据 (4) 式 和 这 个 规定 可 以 写 
出 转移 弧 率 矩阵 为 
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0 0 mt) U1) 


(0) Fas ao “+ dy 0 人 0 
(1} | tn 站 可 co 0 他 
(2) gd 
pe : : : 
(I—m)| a di-1 dm Hm-t a 
{ff— m+1) mt 0 人 rm 人 如 十 全 
‘7)} a itm-l 0 A “ nt Hm 


(5) 
其 中 第 1 列 的 元 素 a 二 1 a ,使 行 和 为 1. 
大 二 站 


当 给 定 初始 库存 量 ， 即 初始 状态 概率 向 量 后 ， 由 13.5 节 (8) 
式 表 示 的 马 氏 链 基 本 方程 容易 算出 各 时 段 库 存量 的 概率 分 布 ， 在 
般 情况 下 这 是 -个 正则 链 (13.5 节 定 又 1 和 定理 1)， 希 望 得 
到 1 充分 大 时 库存 量 的 稳 坊 溉 率 分 布 ， 为 计算 简单 起 见 ， 以 下 设 
m 二 1 ,于 是 转移 供 阵 简化 为 


0) EL OO (1 
(0) Fa om 0 0 0 
1) a’ a ‘a 0 0 
P= {2] Dd i , (6) 
(人 一 二 | @ 7 a, | ra 2 A 
07) EA 全 人 4, alt ay 
记 稳 态 概率 向 量 凡 = (wu， mi ，-… , wi), 并 设 
二 一 下， i 二 全 ,1 Fi ?和 (7) 
Wi 


对 于 w 和 芍 方 程 w=wP(13.5 节 110) 式 ), 以 (7) 式 代入 , 注意 到 
显然 有 v=1 后 ， 社 即 可 以 解 出 5 的 一 -组 递 推 关系 : 
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dn 
1 一 4 
-一 1 
(8) 
= 
An 人 0 to 
on = 二 4 -卫生 
Ho do do do 
因为 
大 1 I-1 _ 
To w= -和 
i=0 WwW mo Ww 
所 以 
1—] -1! 
or vi 十 1 (9) 
i=0 
Wi= WD, (10) 
(8) 一 (10) 式 完全 确定 了 ， 


最 后 讨论 如 何 计算 平均 经 过 多 长 时 间 就 会 出 现 库 满 的 情况 . 


将 状态 了 视 作 吸收 状态 ，{6 ) 式 表示 的 转移 矩阵 P 改 为 
(0) (1) 


(2) … {1—1) (1) 
(0) do 0 | 0 
(1) Hl A do 0 | 0 

P77 | :| 
(人 一目 a a 好 一 A | to 
| 
人 0 0 0 


形成 一 个 吸收 链 (13.5 节 定 义 2). 将 P 与 吸收 链 转移 算 阵 的 标 
谁 形式 相 比 较 (13.5 节 (14) 式 )， 知 口 是 P 左上 角 的 1x 了 子 阵 ， 
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而 R=(0,0,-…,0, ga)”, 出 13,.5 节 定 理 4 可 以 计算 
MM=(1 一 上 )7', 和 y= Me .y 的 各 个 分 量 就 是 从 各 个 初始 库存 状 
态 出 发 (i=0 ,1,.… ,了 一 1)， 到 过 库 满 的 平均 时 段 数 ， 如 果 还 
知道 初始 状态 的 概率 分 布 p(0)= (po ,pi P11) ，, 则 (0)y 
即 为 从 初始 状态 到 达 库 满 的 加 权 平 均 时 段 数 ， 而 接 照 13.5 节 定 
理 5, 由 各 初始 状态 到 述 库 满 的 概率 分 布 由 下 = 村 RR 给 出 . 

评注 “仓库 管理 实际 上 是 用 马 氏 链 模 型 描述 的 一 个 包含 随机 
因素 的 存 贮 过 程 . 这 种 过 程 还 可 以 举 出 其 他 实例 ， 蔚 如 水 库 的 和信 
库 访 量 是 随机 更 ， 概 率 分 布 由 自然 条 件 决 定 ， 而 出 库 流 量 为 确定 
书 ， 以 各 时 段 的 库容 量 为 状态 就 构成 一 个 马 氏 链 (习题 5). 

可 慨 看 出 ， 建 立马 氏 链 模型 的 关键 有 两 条 ， -是 恰当 地 选取 
状态 ， 状 态 要 能 描述 过 程 的 发 展 状况 ， 通 常 应 该 是 可 以 观测 的 ， 
并 且 状 态 的 转移 要 具有 无 后 效 性 ; 二 是 正确 地 写 出 转移 概率 .为 
此 可 能 要 先 确 定 状态 转移 规律 ， 如 本 节 的 (2 ) 式 . 

模型 一 旦 建立 ， 就 可 以 利用 蕊 氏 链 的 相关 知识 如 稳 态 概率 分 布 、 
被 吸收 的 平均 转移 次 数 等 来 分 析 ， 计 算 实际 对 象 提 出 的 问题 . 


13.3 等 级 结构 


在 社会 系统 中 常常 按照 大 们 的 职务 或 地 位 划分 出 许多 等 级 ， 
如 大 学 教师 分 为 教授 、 讲 师 和 助教 ， 工 三 技 术 人 员 分 为 元 级 工程 
师 、 工 程 是 和 技术 员 ， 军队 里 有 将 、 校 、 叶 、 学 生 也 有 研究 生 、 
大 学 生 ， 中 学 生 等 . 不 同等 级 人 员 的 比例 形成 一 个 等 级 结构 ， 合 
适 的 、 稳 定 的 等 级 结构 有 利于 教学 、 科 研 、 生 产 等 各 方面 工作 的 
顺利 进行 . 因此 希望 建立 一 个 模型 米 描述 等 级 结构 的 变化 状况 ， 
根据 已 知 条 件 和 当前 的 结构 预报 未 来 的 结构 ， 以 及 寻求 为 了 达到 
某 个 理想 的 等 级 结构 而 应 采取 的 策 赂 要 ， 

引起 等 级 绪 构 变化 的 因素 有 丙种， 一 是 系统 内 部 等 级 间 的 转 
移 ， 即 提升 或 降级 ; 二 是 系统 内 外 的 交流 ， 即 调 人 或 退出 (包括 
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调 离 ， 退 休 、 死 亡 等 )， 系 统 各 个 等 级 的 人 员 每 个 时 期 按 一 定 的 
比例 变化 ， 本 是 一 个 确定 性 前 转移 问题 ， 但 是 如 果 我 们 把 这 种 比 
例 视 为 各 等 级 的 每 个 成 员 提 升 、 降 级 或 退出 的 概率 ， 就 能 利用 处 
理 随 机 转移 的 马 氏 链 模型 描述 等 级 结构 的 变化 .当然 在 这 种 观点 
下 各 等 级 成 员 的 数量 应 理解 为 相应 的 期 望 值 ， 为 了 钥 述 的 统一 和 
方 恒 ， 以 下 均 采 用 比例 、 比 例 分 布 等 词汇 ， 不 称 概率 、 概 率 分 布 
等 ， 
下 面 先 定 光 若干 基本 量 ， 建立 基本 方程 ， 然 后 讨论 如 何 调节 
调 入 成 员 在 各 等 级 的 比例 ,保持 等 级 结构 的 稳定 ,以 及 怎样 尽 
快 地 远 到 或 接近 某 个 理想 的 等 级 结 梅 . 

基本 量 与 基本 方程 ” 设 一 个 社会 系统 由 低 到 高 地 分 为 无 个 等 
级 ， 如 天 学 教师 有 有 助教， 讲师、 教授 3 个 等 级 ,时间 以 年 为 单位 
离散 化 . 即 每 年 进行 且 只 进行 一 次 调 级 ， 等 级 记 作 ;1 .2 ,…， 
,时间 记 作 1=0 ,1 ,2 ,…… .3 引 | 大 以 下 的 定义 和 记号 : 

成 员 按 等 级 的 分 布 向 量 [0 = (nC), pn,(1) ,nn (1))， 


其 中 心 (为 + 年 属于 等 级 ;的 人 数 ; N (1) = 郊 n() 为 系统 + 年 


的 总 人 数 . 
成 员 按 等 级 的 比例 分 布 a (1)= Calf) qs(1),，…, g(t))， 


其 中 au 人 0)= 喇 全 于 是 有 au(D)>0, 和 wu(9=1.4(D) 又 称 
为 等 级 结构 
转移 矩阵 @ 【py } ,其 中 局 为 每 年 从 等 级 ;转移 至 等 级 ) 
的 成 员 (在 等 级 ; 中 占 的 ) 比 例 . 
退出 比例 向 量 W= (Wi Ws We) 其 中 Wi 为 每 年 从 等 
级 ;退出 系统 的 成 员 (在 等 级 i 中 占 的 ) 比 例 ; :年 进出 系统 总 人 
数 为 


W(t) = wn {ft) = nC) wT {1) 
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调 入 比例 向 量 "一 (mn ,7 … :点 )， 其 中 广 为 每 年 调 人 等 级 ! 
的 成 员 (在 总 调 人 人 数 中 占 的 ) 比 例 ，r, R (1) 为 1 年 调 入 等 级 i 的 
人 人数 ， 其 中 R(t) 为 1 年 调和 人 总 人 数 ， 

容易 看 出 , p,, , w, 和 + 应 满足 


下 

Pi W200, 2 Pi 十 Hi 一 1 (2) 
j=1 
上 

r20, Yn=1 (3) 


为 了 导出 成 员 按 等 级 的 分 布 n (1) 的 变化 规律 ， 先 写 出 总 人 
数 N (1) 的 态 程 
N(ti+1)=NDTR(O)— WU) (4) 
和 和 每 个 葵 级 人 数 的 转移 方程 


nt) py ml)+s RD), j=1,2,,k (5) 


用 问 量 、 答 阵 符 号 可 将 (5 ) 式 表 为 

nlit1)=n(nDOT RD (6) 
从 1 到 44 年 总 人 数 的 增长 量 记 为 MD)， 再 由 (4)、(1) 式 可 
得 


RII)= WDDT MD)=A( MW TD (7) 
将 (7) 代 入 (5 ) 式 得 到 
ntt+ 1}=n(tHQO+Fw Tr)+ M {tr (8) 
记 
P=0O+w'r (9) 
从 全 )、03) 式 可 知 P 的 行 和 为 1 . 是 一 个 随机 年 阵 .(8 ) 式 记 为 
n{t+1)=n (ti)P+ MM (rtYr {10) 


当 已 知 么 统 内 部 转移 比例 矩阵 8 , 调和 人 比例 >, 初始 的 成 员 等 级 
分 布 中 (0)， 以 及 每 年 调和 人 总 人 数 R (1) 或 每 年 总 增长 量 MM (1) 时 ， 
可 以 用 (6 ) 式 或 (10 ) 式 计算 成 员 等 级 分 布 的 变化 情况 (7) (6) 
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和 (10 ) 即 为 等 级 分 布 的 基本 方程 . 

当 每 年 系统 总 人 数 以 固定 的 百分比 < 增长 时 ， 即 于 (9 
=wxwtt， 则 可 用 成 员 的 等 级 结构 a (it) 代替 nn(1) 而 将 (10 ) 式 表 
示 为 

a(ltt+1)=(tl+ex) [a(t P+ar] . (11) 
如 时 每 年 进出 系统 的 人 数 大 致 相等 ， 可 以 简化 地 假定 系统 总 人 数 
NN (站) 保持 不 变 , 即 好 (中 =0( 或 a=0),， 这 样 (10) 或 (11) 式 化 
为 相当 简单 的 形式 

alt+1)= a(lf}jP=a()(O+w’r) (12) 
与 马 氏 链 的 基本 方程 (13.5 节 (8) 式 ) 完 爹 一 致 ， 只 是 要 注意 到 
这 里 的 转移 概率 您 阵 了 的 ij 元素 为 p+ wr;, 即 系统 内 部 转移 
比例 p,;, 加 上 系统 内 外 交流 的 比例 wir . 

下 面 的 讨论 在 等 级 结构 基本 方程 (12 ) 式 的 基础 上 进行 . 

用 调 入 比例 进行 稳定 控制 ”我 们 的 中 心 问题 是 通过 对 调和 人 比 
例 + 的 调节 ， 尽 快 地 达到 或 接近 给 定 的 理想 等 级 结构 a". 但 是 由 
(12) 式 可 以 看 到 ， 等 级 结构 a (1) 通 常 是 随 着 1 变化 的 ， 人 们 自然 
希望 a* 一 日 达到 ， 就 能 够 通过 选取 适当 的 调和 人 比例 将 a” 保持 不 变 . 
我 们 将 着 到 并 不 是 任何 一 个 等 级 结构 都 可 以 用 调 入 比例 控制 不 变 
的 . 本 段 的 目的 是 ,给 定 了 内 部 转移 矩阵 Q= 1p,}{ 由 (2) 式 退 
出 向 量 w 也 完全 被 确定 )， 研 究 哪 些 等 级 结构 用 合适 的 调 人 比例 
可 以 保持 不 变 ， 称 为 调 人 比例 对 等 级 结构 的 稳定 控制 . 

根据 基本 方程 (12 )， 对 于 某 个 等 级 结构 a, 如 果 存 在 调 人 比 
例 ~ 使 得 

a=a{(Q0+ wr) (13) 
则 称 a 为 稳定 结构 ,注意 这 里 的 7 必须 满 是 基本 关系 (3 ) 式 , 即 
;>0 ,=1. 由 (13) 趟 不 难得 到 


/= 2—00 (14) 
Cn 
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可 以 验证 满足 “= 1 , 由 (14) 式 可 知 ， 当 且 仅 当 


a>a0 (15) 
计 a 是 稳定 结构 ,虽然 (15) 式 给 出 了 稳定 结构 的 范围 ， 但 是 我 们 
希望 找到 它 的 另 一 种 表示 形式 ， 


通常 Pi<1, 所 以 可 设 (1-0) 可 逆 ， 记 M={ mw,} 
i=1 


二 {1 一 侣 )”'， 则 由 (14) 式 可 得 
a= {ew }r M (16) 
记 第 i 元 素 为 1. 其 余 元 素 为 0 的 单位 行 向 量 为 e,,r 可 表 为 r= 


不 
>, Fe. 又 记 XY 的 第 i 行 向 量 为 m= (1m 3 Hs ms) Hi 二 


> Mj 则 MY 天 eM=Y An. 对 【16) 式 作 简 单 运算 可 以 得 
一 上 i=1 i=l 
到 


au7= 一 《17) 
nH 
上 rm, 
i=| 2 记 
为 了 得 到 人 恒 干 应 用 的 结果 ， 将 (18 ) 式 进一步 表 为 
a= b,s, (19) 
其 中 
b= 一 一 (20) 
np 
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-人 

$= Hi {21) 
对 干 5., 容易 知道 站 b=1; 又 因为 M 的 元 素 mm, 非 负 (为 什 
么 ? ), 非 负 ,六 轧 非 负 (为什么? )， 所 以 当 且 仅 当 ”> 0 时 ， 


b 宕 0, 对 于 5s=(sj ,52 ， Sx)， 有 5s,= ， 所 以 中产 0 ， 
让 5 一 1 . 上述 分 析 表明 

当 且 充当 a 能 够 表示 为 以 5b, 为 系数 的 5 的 线性 组 合 (19] 式 ， 
且 5; 满足 


EE 
b>0, Yb=1 (22) 


时 ， 4a 是 稳定 结构 ， 即 存在 ,满足 之 0 , /=1， 使 (13) 式 成 


证， 
下 面 举 一 个 例子 ， 并 对 这 个 结果 给 予 几何 解释 . 
例 设 大 学 教师 的 3 个 职称 助教 ， 讲 师 和 教授 依次 记 为 等 级 
i=1,2,.3. 每 年 等 级 之 间 的 转移 比例 矩阵 为 
0.5 0.4 0 
0= 区 0.6 0 | (23) 
0 0 0.8 
这 表示 内 有 提 弄 ， 没有 降级 ， 而 且 只 能 升 一 级 ， 如 每 年 由 助教 升 
入 讲师 的 比例 为 40%， 求 稳定 的 等 级 结构 a 的 范围 . 
首先 计算 


2 2 3 
M= (7-0)-'= 区 2.5 27 | 
0 0 5 
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于 是 员 =7, 册 =6.25, j=5. 然后 由 (21) 式 得 到 5=(0.286， 
0.286 ,0.428)，s,=(0 ,0.4 ,0.6), $=(0 ,0 ,1). 稳定 结构 a 
可 表示 为 
a=bist+ bsst bry, brsbysbs0, p+bt+h=1l (24) 
下 面 讨 论 (24 ) 式 的 几何 意 久 .任何 一 个 等 级 结构 a=(q , 4, ， 
ej] 可 视 为 三 维 空间 的 一 个 点 ， 并 且 位 于 第 一 象限 的 平 而 
+ 二 =1,， dy; dd20 (25) 
十 ， 这 是 一 个 以 (1 ,0 ,0). (0 ,1 ,0)、(0 ,0 ,1) 为 顶点 的 等 边 三 
第 形 ， 记 为 .vw, 称 可 行 域 ， 如 图 13 一 1 所 示 . sm 3; 也 是 等 
级 结构 ， 按 照 它们 的 学 标 ( 即 C0,150) 
相应 的 分 量 ) 可 以 确定 其 在 三 
角形 中 的 位 置 ， 如” 是 由 在 两 
条 边 上 的 翟 标点 0.286 和 
0.286 经 两 条 与 边 平 行 的 直线 
确定 的 (如 图 所 未 ). 而 (24) 
式 表 示 ， 稳 定 结 构 a 应 位 于 以 
5 03 为 顶点 的 三 角形 内 
( 包 揪 边 及 顶点 )， 记 这 个 三 13 一 1 等 级 结构 在 二 维 空 间 
角形 域 为 如 (图 中 阴影 部 分 )， 中 的 可 行 域 和 稳定 域 
称 为 等 级 结构 的 稳定 域 .请 读者 写 出 用 {15) 式 表示 的 稳定 结构 的 
范围 ,并 证 明 它 与 .2 一 致 (习题 6). 
从 计算 过 程 可 以 看 到 ， 当 等 级 转移 只 有 提 彰 一 级 使 避 的 非 零 
元 素 只 能 位 于 (23 ) 式 所 示 的 位 置 时 ， 好 必 是 上 三 角 阵 ， 从 而 必 
然 有 = (0,0,1)，m=(0，*，*) 5 二 (#4¥ ,<* 几 +* 表示 非 零 元 
素 ). 注意 到 s, 表示 全 部 是 教授 的 职称 结构 ，s, 表示 全 部 是 讲师 
或 教授 的 结构 ， 由 稳定 域 x 的 构 道 可 知 ， 较 高 级 职称 所 占 比例 
较 大 的 结构 才 是 稳定 的 . 这 是 职称 只 升 不 降 的 必然 结果 . 
上 面 这 个 3 等 级 例题 的 结果 可 以 推广 到 一 般 包 括 天 个 等 级 的 
情 癌 . 
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首先 ， 等 级 结构 a=(q, ,a ;… ,的 ) 的 可 行 域 w 是 维 空 
间 中 由 下 式 决 定 的 天 - 1 维 超 平 面 ， 
二 10 (26) 
而 稳定 域 9 则 是 了 中 以 9 ，s ，… ,5 为 顶点 的 凸 域 
其 次 ， 当 系统 内 部 只 有 提升 一 级 的 转移 ， 芭 转移 给 阵 具 有 


pi EE [i 
一 PD + 
一 人 Pr-1,x (27) 
0 1， Pm 


形式 时 ， 罗 的 顶点 为 $=(0， 0 0 
六 

用 调 入 比例 进行 动态 调节 讨论 我 们 最 关心 的 向 是 ， 设 理想 
的 等 级 结构 是 a*, 并 合理 地 假设 a'e z , 已 知 转移 拭 阵 Q 和 初 
始 等 级 结构 ga(0) , 求 调 入 比例 r 使 ef1) 达 到 或 尽量 接近 a … 如 
果 没 有 达到 a" , 接着 可 以 将 a (1 ) 作 为 新 的 a (0}， 再 求 调 入 上 比例 
7 (不 一 定 与 上 面 的 + 相同 ), 使 <(2) 达 到 或 尽量 接近 = 7… 如 此 继 
续 下 去 直到 某 个 a tf) 达到 a’ 或 与 之 接近 到 满意 的 程度 .不 妨 将 
这 个 过 程 称 为 用 调 人 比例 对 等 级 结构 进行 动态 调节 ， 

首先 ， 要 衡量 a(1 ) 接 近 a ”的 程度 ， 必 须 定义 两 个 等 级 结构 
之 间 的 所 谓 焉 离 . 对 于 ad)= (am ，… ,al0) 和 a2=(a2)，…， 
a )}， 用 下 式 定义 二 者 之 间 的 距离 D(a, a) 


下 
Dag ， ao)= 人 多 和 (at 一 af {28) 
i=1 


其 中 心 { 兰 0) 为 对 等 级 ;的 加 权 因 子 . 
我 们 的 目的 归结 为 求解 问题 Ej: 
min Dia(ll},a' ) 
满 是 
all})=a(0)(0O+ wr) 
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太 
n>20, YY r=1 
i=1 
下 面 介绍 一 种 解法 ， 因 为 


a—a(ll)=a’~a(0N(O+ wm=atoor| a ~a(0)0 -| 
GO 


式 中 的 因子 a (0 )w7 为 常数 ， 若 记 


y= 2 了 = 人 和， 用] (29) 


” 则 人) 与 ?一 "成 正比 .于 是 由 (28 ) 式 问题 5, 转化 为 问题 
E,: 


丰 
min > A 人 7 一斑 六 


i j=l 


n>0， > n=1 
其 中 y, 边 (29 ) 趟 由 已 知 数据 算出 ， 并 且 不 难 验 证 
=1 (30) 
若 y>0 ,i=1,2,.…， 有， 则 五, 的 解 显然 为 
=p， i=] ,2,.… ,上 (31) 


否则 ， 将 上 分 为 >0 和 儿 <0 两 部 分 . 与 》 的 分 量 (下 标 ) 相 对 
应 , + 也 分 为 和 两 部 分 因为 


TT tT yitny 32) 
1 i 了 


因 和 式 随 + 由 0 至 yj 的 增加 向 减少 , 随 ” 的 增加 而 增加 ， 又 
> 六 > 1 ， 所 以 为 使 和 式 最 小 应 该 < y, ,及 
n=r =0 (33) 
(用 上 湖 表 示 最 优 值 ) 而 ”由 问题 E,: 
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min 2 Ly-—ry 
Ogiep, 2 n=! 
解 出 ， 其 中 y, 宕 0 . 用 冬 子 法 解 这 个 条 件 极 值 问题 ， 令 
GH)=o 7)+ 2 2 (34) 


2 为 待定 因子 . 若 ”为 问题 5, 的 解 ， 则 


BC 二 们 ， n> 0 
‘ar | 人 -0 (35) 
将 (34) 代 入 (35) 式 可 得 
区 区 
及 一 了 另 > 下 
| 2 1 (36) 
[0 ， 克 
有 而 其 中 x 由 
r=1 (37) 
确定 


下 面 用 (23 ) 式 给 出 的 大 学 教师 职称 等 级 结构 的 例子 ， 说 明 用 调 
人 比例 进行 动态 调节 的 方法， 设 Q 如 {23 ) 式 所 示 , a (0)=(0 ,0， 
1) ,a' = (0.286 ,0.286 ,0.428)， 即 前 例 中 的 5 , 求 r 使 a(1) 
尽量 接近 a" . 

在 距离 国 数 (128) 中 设 权 2=10=1.2,3). 按照 (29) 式 可 
以 算出 放 = 1.43 , 户 =1.43 , 肪 = 一 1.86. 根据 (33) 式 应 令 用 = 
0 ,再 对 (36 )] 式 取 17 =y 一 x 一 1.43 一 ,二 1.43 一 ,又 从 (37) 
式 闻 十 虚 二 1 可 以 确定 =0.93 ,并 且 因 为 yy>&, 所 以 对 
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(36] 式 确 有 启 =1.43 一 0.93=0.5,7 =0.5*. 得 到 的 调和 比例 
为 让 一 (0.5,0.5,0)， 还 可 以 算出 a(1}=a(0})(Q+wir ) 
二 {0.1,0.1,0.8),， 这 是 由 a(0) 出 发 -- 年 后 达到 的 最 楼 近 a* 
的 等 级 结构 (在 (28) 式 定义 的 距离 的 意义 下 ). 
记 上 面 的 r*=r(1), 由 a(1) 出 发 用 同样 的 方法 可 以 得 到 
r+ 二 r (2) 和 a (2)， 如 此 下 去 的 计算 结果 如 表 13 一 2. 
表 13 一 2 调 入 比例 r 对 a (i ) 的 调节 


al0)={0,0,1}, a’=(0.286,0.286, 0.428) 


t i 2 了 4 5 6 了 
0.5 0.539 0.747 0.827 0.883 0.922 0.949 
rtf | 0.5 0.361 0.253 0.173 0.117 0.078 0.051 
自 0 0 所 自 0 0 


0.1 0G.165 0.207 0.235 D.253 0.264 0.272 
0.1 0.165 0.207 0.233 0.253 0.264 0.272 
0.670 0.531 D.495 0.472 


评注 ”这 个 模型 不 仅 能 描述 一 个 社会 系统 中 的 等 级 结构 ， 也 
可 以 研究 不 同 部 门 邮 成员 移 迁移， 如 在 人 才 自 由 琉 动 的 情况 下 ， 
从 识 、 从 政 、 从 王 、 从 教 的 人 员 结 构 的 变化 ， 或 电子 、 钢 詹 、 机 
械 、 建 筑 及 第 三 产业 中 劳动 力 构成 的 演变 等 . 

本 节 讨 论 的 是 最 基本 的 、 也 是 最 简单 的 问题 ， 即 在 总 大 数 和 
内 部 转移 比例 不 变 的 情况 下 ， 用 调 人 比例 来 控制 等 级 结构 的 变化 . 
为 了 解 岂 实际 问题 可 [以 有 各 方面 的 推 六 ， 例 如 总 人 数 按 一 定 比 例 
增长 的 情况 {基本 方程 如 (11) 式 )， 调 入 比例 有 上 下 界 的 情 痪 ， 
调和 比例 固定 而 用 转移 比例 控制 等 级 结构 的 问题 ,事实 上 许多 社 


，) 如 果 对 于 得 到 的 <、 有 某 个 让 使 方 '< 子 全 则 出 (36) 式 有 六 =0, 然后 
出 .他 = 1 重新 确定 xz , 直到 剩 下 的 7 全 有 > 地， 从 而 得 到 六 .这样 的 了 重 少 有 
本 
一 个 . 
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会 系统 是 从 外 部 向 最 低 等 级 调 人 成 员 ， 如 学 生 人 学 ， 军人 人 全. 
新 教师 也 基本 上 由 助教 当 起 , 即 可 认为 调和 人 比例 固定 为 >= (1,0， 
… ,0)， 而 转移 比例 ， 璧 如 只 考虑 提升 一 级 的 比例 ， 却 是 按照 人 
们 制订 的 政策 可 以 改变 的 ， 用 这 种 比例 对 等 级 结构 进行 控制 的 问 
题 要 比 用 调 人 比例 复杂 得 多 ， 因 为 调 入 比例 是 天 维 向 量 ( 实 味 上 
只 有 K-11 个 分 量 可 变 )， 而 转移 比例 ， 邑 使 只 许 提升 -- 级 也 有 
2 一 1 个 可 以 调节 的 量 (如果 退 出 比例 w 岂可 以 改变 ). 控制 变 
量 多 了 ， 对 等 级 结构 的 调节 更 为 灵活 ， 计 算 也 更 为 复杂 . 上 述 各 
种 推广 问题 的 讨论 可 参阅 时. 


13.4 资金 流通 


若干 地 区 之 间 资 金 每 年 按 一 定 比例 相互 流动 ， 各 个 地 区 还 有 
-部 分 资金 流出 这 些 地 区 ， 并 且 不 再 回来 政府 为 了 使 这 些 地 区 
的 资金 分 布 趋向 给 定 的 稳定 分 布 ， 计 划 每 年 向 各 地 区 投放 或 收回 
… 定 的 资金 .本 节 要 建立 一 个 模型 描述 各 地 区 资金 分 布 的 变化 规 
律 ， 讨论 在 什么 条 件 下 可 以 趋 近 稳定 分 布 ， 并 确定 政府 应 投放 或 
收回 多 少 资金 57， 

首先 我 们 看 到 ， 这 个 问题 与 上 节 的 等 级 结构 有 相似 之 处 .地 
区 间 的 资金 流通 可 类 比 等 级 间 的 成 员 转 移 ， 资 金 流出 这 些 地 区 可 
类 比 成 员 退 出 系统 ， 而 政府 投放 或 收回 资金 相当 于 成 员 的 调和 人 . 
也 有 儿 点 不 同 之 处 ,一 -是 进入 各 地 区 的 资金 可 正 (投放 ]) 可 负 ( 收 
回 )， 而 成 员 的 调 人 比例 不 能 为 负 ， 二 是 各 地 区 资金 总 和 每 年 是 
变化 的 ， 而 上 节 是 在 系统 总 人 数 不 变 的 假定 下 进行 讨论 的 . 

下 面 先 建立 资金 分 布 的 基本 方程 ， 再 研究 趋向 稳定 分 布 的 问 
题 . 

设 有 大 个 地 区 , 第 :年 地 区 i 的 资金 为 6(1) ,i=1,2,.…， 
大 ,1 二 0 ,1 ,2,… ,每 年 从 地 区 流入 地 区 j 的 资金 的 比例 为 p, ， 
每 年 政府 向 地 区 i 投放 的 资金 为 d( 当 di 为 负 时 表示 从 地 区 i 收 
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间 )， 这 些 量 满足 (由 之 0 ,p>>0,》 p<1 (总 有 某 些 地 区 每 
和 


年 有 一 定 比 例 资金 流出 读 系 统 }. 记 上 ff 一 人 ef，ctft) ，…， 
cD) )，Q={p} ,d=( 册 , 册 ，… ,中 .类 似 于 上 节 的 (6) 式 ， 
容易 得 到 

c(t+i)=ce{)o+d (1) 
经 递 椎 可 得 


el)=e(0)Q +dD 9: (2) 


如 采 将 资金 在 各 地 区 视 为 系统 的 天 个 状态 、 并 增加 一 个 状态 0 
表示 资金 流出 这 个 系统 ， 资 金 流通 的 无 后 效 性 表明 可 以 用 马 氏 链 
异型 描述 其 变化 过 程 . 暂 不 考虑 政府 的 资金 投放 ， 资金 在 + 1 
个 状态 间 的 转移 拭 阵 可 表 为 


1 0 
P= | R 0 | (3) 


其 中 第 1 行 对 应 二 状态 0 , 因为 资金 一 旦 该 出 系统 ， 就 不 再 回来 ， 
所 以 状态 0 是 一 个 吸 欢 状态 ， 不 妨 假 定 备 地 区 均 对 应 于 非 吸 收 状 
态 ， 并 且 从 这 些 状态 出 发 可 以 到 述 闫 态 0, 即 形 成 一 个 吸收 链 
(13.5 节 定 义 2)， 于 是 由 13.5 节 转 移 抵 阵 忆 的 标准 形式 (14 ) 式 


和 定理 4 可 知 , (7- QQ) 可逆, 且 (7 一 C)-'= > 07 这 隐 含 着 


00UuT w). 这 样 对 (2 ) 式 令 1 一 w 就 有 
c(wo)=d(7- OQ)! (4) 
设 政 府 希 望 各 地 区 资金 趋向 于 稳定 分 布 ce*, 在 (4) 式 中 令 
c (oc )=e' 可 以 得 到 
d=c (1-0)=e'~e'0O (5) 
这 就 是 说 ， 对 和 于 给 定 的 和 得 日 , 贝 (5) 式 算出 的 4 可 以 使 clr) 
一 (oo 但 是 我 们 必须 了 徐 理 当 ( 5 ) 代 人 (2 ) 式 后 得 到 的 
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c(DO=c(0o+te 一 co go: (6) 


是 否 对 二 1=1 ,2,-… 都 有 c(i1)>>0( 指 每 个 c(1)>0). 
分 两 种 情况 讨论 上 述 问题 . 
1. 因为 c(0)z0 ，C@>0( 指 每 个 元 素 >0)， 所 以 由 (6) 式 可 
知 , 车 . 
ce" 0 (7) 
由 (G5) 式 给 出 的 4 就 是 使 c(t)>e' (1 一 o0 ) 的 政府 资金 投放 量 ， 
不 妨 称 ce” 是 可 达到 的 . 
2.(7) 式 只 是 c(f) 宕 0 的 充分 条 件 ， 当 (7) 式 不 成 立时 可 以 
进一步 将 {16)] 式 化 为 
c(t)=ce{(0)0+ eT- OMNItQO+…+Q"") 
=c(0)0'+e 一品) 


=e—[c -Oe (8) 
记 
hk()=Ie —c(0)] 2! (9) 
由 (8) 式 可 得 c(1)> 0 的 完 要 条 件 为 
Eic whtt), t=1,2,.. (10) 


条 件 E, 可 以 方便 地 用 来 检验 c” 不 能 达到 ,因为 只 要 存在 一 个 1， 
使 E, 不 满足 即 可 ; 但 是 无 法 判断 c" 可 以 达到 ， 因 为 我 们 不 能 对 
所 有 的 1 二 1 ,2 ,，… 都 来 验证 £, 的 正确 性 . 

有 一 个 判断 E, 成 立 的 充分 条 件 ， 可 以 与 条 件 5, 结合 起 来 使 
用 ， 下 面 不 加 证 明 地 引述 一 个 定理 ， 

定理 设 扩 >07,80) 由 (9) 式 定义 记 


FA GS) = hs)) GD 


。} 实际 应 用 中 常 能 满 是 cr 不 为 零 的 赣 求 . 
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1) 若 存在 某 个 s (s=0 ,1 ,2 ,… ) 使 条 件 
F,: mine’>h(s) (12) 
成 立 ， 则 条 件 5, 对 t+: 均 成 立 ， 
2 ] 必 存 在 某 个 使 条 件 已， 成 立 . 
根据 以 上 的 分 析 (7) ~ (12) 式 ， 对 于 给 定 的 扫 . 刀 和 z(0) 


判断 c* 能 否 达 到 的 程序 如 图 13 一 2 所 示 . 


图 入 一 2 判断 c* 是 委 可 达到 程序 示意 图 
按照 图 中 箭头 方向 先 检验 位 ) 式 是 盏 成 立 ， 然 后 交替 检验 条 
件 下 (3s==0 ,1 ,2,.…}) 和 人 条件 EE(=1,2,.), 一 旦 下 成立， 
则 可 达到 ; … 且 五 不 成 立 ， 则 ec 不 可 达到 . 而 根据 上 述 定 理 ， 


判断 程序 不 会 无 限 地 进行 下 去 - 


例 “3 个 她 区 药 资 金 流通 比例 矩阵 为 
L 
3 °° 了 
1 1 1 
0= 3 3 3 
2 1 
0 3 .3 
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初始 分 布 为 c(0)= (9 ,3 ,6)， 判断 稳定 分 布 c*= (12 ,6 ,3 ) 能 否 
达到 ， 若 能 达到 ， 问 政府 每 年 应 如 何 投放 资金 . 

按照 图 13- 2 的 程序 ， 步 最 如 下 : 

1. 检验 c*>c*0 .计算 CO=(6.4.7)， c' 之 c'O 不 成 立 . 

2. 检验 牛 .计算 (0)=c 一 c(0)={3,3, 一 3), h(0)=9, 
而 min c=3,F,:mine 宕 有 (0) 椒 成 立 . 


3, 检验 FF ,计算 4 和 (1)=h(0)@=(2, 一 1 ,1), h(1)=4， 
F,:minc 之 及 (1) 不 成 立 . 


4. 检验 EE ,ce 之 (1) 成 立 ， 


5. 检 归 忆 .计算 4C)-400)0- | 二 ， 村， 子 ) 5)- 


3 


检验 完毕 ，c” 可 达到 . 政府 应 投放 的 资金 引 由 (5) 式 计算 ， 
有 


4 ， Fi: minc? > 廊 (2) 成 立 ， 


d=e"~e 0Q=(6.2,—4) 
即 每 年 癌 地 区 1, 2 分 别 投放 6 和 2 个 资金 单位 ， 从 地 区 3 收 
加 4 个 资金 单位 ， 


13.5 马 氏 链 简 介 


本 节 主 要 针对 前 面 儿 节 的 模型 中 需要 的 知识 ， 介 绍 马 氏 链 的 
基本 概念 及 其 两 种 重要 类 型 一 一 正则 链 (Regular Chain ) 和 吸收 
链 (Absorbing Chain ) 的 重要 性 质 ， 下 面 从 两 个 简单 例子 开始 . 

例 1 某 商店 每 月 考察 一 次 经 营 情况 ， 其 结果 用 销路 好 或 销 
路 坏 这 两 种 状况 中 的 一 种 表示 ， 已 知 站 果 本 月 销路 好 ， 下 月 仍 保 
持 这 种 状 襄 的 概率 为 0.5 ; 如 果 本 月 销路 坏 ， 下 月 转变 为 销路 好 的 
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概率 为 0.4. 试 分 折 假 若 开 始 时 商店 处 于 销路 好 的 状况 ， 那 么 经 
过 若干 月 后 能 保持 销路 好 的 概率 有 多 大 ? 如 此 开始 时 商店 处 于 
销路 坏 的 状况 呢 ? 
商店 的 经 营 状 帝 是 随机 的 ， 每 月 转变 一 次 ， 用 居 机 变量 六 ， 
表示 第 #4 个 月 的 经 营 状 岗 ，X,= 1 表示 销路 好 ，X,=2 表示 销路 
坏 ， n=0 ,1 ,2,、… .大 称 为 这 个 经 营 系 统 的 状态 . 用 afa) 表 
示 第 关 月 处 于 状态 i 的 概率 (i=1 .2)， 即 思 人 (2 一 中 (和 一条， 户 ) 
表示 本 月 处 于 状态 i, 下 月 转 为 状态 地 的 概率 (=1,2 ,7=1,27)， 
即 p= P(XY = =D.at0a) 称 为 状态 概率 ，py 称 为 转移 概 
率 . 这 里 ， 著 , ,| 只 取决 于 革 , 和 pp,,, 而 与 半 ;, 半 ,，，，*… 无 其， 
称 为 无 后 效 性 .由 此 ， 根 据 爹 概 率 公式 容易 得 到 
{0 (1) 
a nt 1)= a tn pt tw (hn jp» 
因为 已 知 p,,= 0.5 ;P=0.4 ， 所 以 显然 有 pis= 1 一 p11 一 0.3 ,py 
1 一 py = 二 0.6， 当 商店 并 始 销路 好 即 a (0)=1, 4,(0)=0 时 ， 
用 式 (1 ) 立 即 可 以 算出 a (x) , a(n),， nn 二 1,2,… .如 表 13 一 3 
所 示 ， 由 数字 变化 规律 可 以 看 出 ， 当 nn 一 0 时 ,a (n> 49， 
dy (A $9, 
表 13-3 开始 销路 好 时 状态 概率 的 变化 


hn 站 1 2 3 a 的 
al (nt) 1 0.5 0.45 0.445 ‘4 


表 13- 4 开始 销路 坏 时 状态 慨 率 的 变化 


2 四 
0.4 0.44 GA OO 
0.56 
当 帝 店 开始 销路 坏 时 ， 同 样 的 方法 可 以 得 到 表 13 一 4 的 结果 ， 
虽然 对 于 各 个 于 ,具体 的 数字 与 前 面 的 不 同 ， 但 是 当 ” -oo 财 却 
会 得 到 完全 一 样 的 结果 ， 即 n> % 时 的 状态 概率 趋 于 稳定 值 ， 
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且 近 个 稳定 值 与 初 雄 状态 无 关 . 后 面 我 们 将 仔细 讨论 这 个 问 
题 


例 2 考察 微量 元 素 磷 在 自然 界 中 的 转移 情况 ， 假 定 磁 只 分 
布 在 土壤 , 草 、 牛 、 革 等 生物 体 ， 及 上 述 系 统 之 外 (如 河流 中 ) 这 
三 种 自然 环境 里 ， 每 经 过 一 段 时 间 花 在 上 述 三 种 环境 里 的 比例 会 
发 生变 化 , 变化 具有 无 后 效 性 . 6.。 0.3 0.2 
如 果 这 种 比例 的 变化 情况 如 
图 13 一 3 所 示 , 即 经 过 一 定时 间 
土壤 中 的 砍 有 30% 被 章 吸 收 ， 
又 被 牛 羊 吃 掉 ， 有 20% 排 至 
系统 之 外 ，50% 仍 在 土壤 中 ; 
生物 体 中 的 殉 有 40% 因 草 四 
死 ， 牛 羊 排灌 又 回 到 土壤 中 ， 图 13~ 碳 在 三 种 环境 中 比 出 交 变 化 畏 况 
40% 移出 系统 ，20% 留 在 生物 体内 ; 而 磷 一 旦 移 到 系统 之 外 ， 
就 100% 地 不 再 进 人 人 系统， 假定 磷 在 土壤 、 生 物体 和 系统 外 的 初 
始 比例 是 0.5 :0.3 :0.2 , 研究 经 过 若干 段 时 间 后 磷 在 三 种 环境 
中 的 转移 情况 ， 

磷 在 三 种 环境 中 的 分 布 及 其 变化 是 确定 性 的 ， 但 是 如 果 把 它 
:在 某 种 环境 如 土壤 中 的 比例 视 为 处 于 这 种 状态 的 概率 {将 全 部 含 
量 作 为 一 个 整体 }， 把 它 的 变化 比例 视 为 转移 概率 ， 就 能 用 处 理 
随机 转移 的 蕊 氏 链 模型 来 解决 这 个 问题 . 时 期 用 m=0 ,1 ,2,… 
离散 化 ， 钱 ,= 1 ,2 ,3 分 别 表示 第 二 时 期 磷 处 于 土壤 ， 生 物体 和 
系统 外 三 种 状态 , 和 1) 表示 状态 概率 ， 即 分 布 比例 {i= 1 ,2 ,3)， 
5 表示 由 刀 =1 到 了 := 的 转移 概率 ， 即 变化 的 比例 ， 状 态 的 
转移 具有 无 后 效 性 .利用 全 概率 公式 并 将 p, 的 数字 代入 得 到 

和 er 1)=a (nput ea tn pt ay (n pa 
=0,509 rn)+0,.4a(n) 

di (H+ 1 ) = a (Cn pist+ a (nn py a Cn py 
=0,3a, (n)+0.2 a&;(n) 
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1 1)=a, Gpsst a tn pst a (n ps (2) 
=0,2a tn)+0.4a (nn)+a (n) 
以 初始 状态 概率 a (0)=0.5, a,(0)=0.3 ,00)=0.2 代 人 (2) 
式 计 算 ， 结 果 列 人 表 13 一 5. 可 以 看 出 当 P-> o 时 a (nn)-> 0， 
dn 一 0 ,a(n) 一 1 ,这 天 示 碰 终 将 全 部 移出 系统 ， 事实 上 , 不 
论 初始 条 件 如 何 ，n 一 o 时 的 结果 是 一样 的 ， 顺 便 指 出 ， 如 果 开 
始 矿 全 在 系统 外 ， 即 处 于 状态 3, 有 a(0)=a,(0)}=0, a,{0】 
=1 ,那么 对 于 任意 的 # 都 有 any=a(n)=0, (nn)=1, 畦 
一 旦 进入 状态 3, 就 永远 不 会 转移 到 其 他 状态 . 
天 13 一 5 磷 在 三 种 环境 中 的 比例 变化 情况 


通过 这 两 个 例子 容易 了 和 解 下 面 给 出 的 马 色 链 的 基本 概念 . 

马 氏 链 及 其 基本 方程 按照 系统 的 发 展 对 间 离 散 化 为 
n=0 ,1 ,2 ,… , 对 每 个 ,系统 的 状态 用 随机 变量 车, 表示 ， 设 世 
下 以 取 天 个 离散 值 开 .=1.2，… , 太 , 且 XX,=i 的 概率 记 作 a,(n)， 
即 状 态 概 率 ， 从 ,= 到 充 ,,, = 的 概率 记 作 p,,, 即 转移 概率 . 
oi ,+1 的 取 值 只 取决 于 ,的 取 慎 及 转移 概率 ， 而 与 X_，: 

… 的 取 导 无 关 ， 那 么 这 种 离散 状态 按照 离散 时 间 的 随机 转 
和 并 得 称 为 红外 由 状态 转移 的 无 后 效 性 和 全 概率 公式 可 以 写 
出 马 氏 链 的 基本 方程 为 


a (n+1) -> tan)p, l=1,2,,k (3) 

并 且 a,(n ) 和 和 ip;; 应 满足 
》 an)=1, n=0,.1,.2,... (4) 
Pi20，, isj=1,2,.-..… ,Kk {53) 


学 了 


J 入 次 态 概率 各 车 ( 行 向 量 ) 和 转移 概率 矩 陈 


Gate ID) 


P={p,, hs (7) 
出 基 目 方程 43 ) 可 以 表 为 
8 二 1)= 站 [PP (8) 
也 此 还 可 得 到 
un)}=a (0)P" (9) 


(5 ) 式 表明 转移 全 阵 P 是 非 负 阵 ，(6) 式 表示 P 的 行 和 为 1, 称 
为 随机 短 阵 ， 对 干 例 1 和 和 例 2 , 转移 矩阵 分 别 为 


p=| 0.5 0.5 0.5 0.3 02 
0.4 0.6 | 0.4 0.2 0.4 
0 0 1 


容易 否 出 、 对 于 马 氏 链 模 型 最 基本 的 问题 是 构造 状态 XX, 及 写 出 
转移 垂 拱 严 - - :只有 了 P .那么 给 定 初 始 状态 概率 a (0) 就 可 以 
用 (9) 或 (8) 式 计算 任意 时 间 关 的 状态 概率 a (1). 

从 例 1 和 例 2 的 计算 结果 可 以 看 出 这 两 个 马 开 链 之 间 有 稚 交 
其 别 ， 于 实 上 它们 属 汗 马 氏 链 的 两 个 重要 类 型 ， 下 面 分 别 介 绍 这 

正则 链 ” 伯 1 表示 的 -- 类 马 氏 链 的 特点 是 ， 从 任意 状态 出 发 经 
过 有 限 次 转移 都 能 法 乔 另 外 的 任意 状态 .我 们 给 出 妇 下 的 定妆 . 

定义 1 … 个 有 K 个 状 表 的 马 氏 链 如 果 存 在 正 束 数 六 ,使 从 
任 总 状态 i 经 入 次 转移 邦 以 大 于 零 的 概率 到 太 状 坊 j (i ,j= 1 ,2， 
… 下 则 称 为 正则 链 . 

败 下 而 的 定理 容易 检验 -个 马 氏 链 是 否 是 正则 链 . 

定理 1 共 履 氏 链 的 转移 矩阵 为 P, 则 它 是 在 则 链 的 充 些 条 
件 是 ， 存在 下 整数 久 伍 Pp >0( 指 P* 的 每 一 元 素 大 于 零 ) 
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从 例 1 已 经 知道 ， 从 任意 初始 状态 &(0) 出 发 ，n > 上 时 状 
态 概率 atn) 趋 于 与 a (0) 无 关 航 稳定 慎 ， 事实 上 有 如 下 的 定理 . 
定理 2 正则 链 存 在 叭 一 的 极限 状态 概率 w == (wi 、w:，… ， 
w; )， 使 得 当 n 一 o 时 状态 概率 af wy wm 与 初始 状态 概 率 
a (00) 无 关 . w 义 称 稳 恋 概率 ， 注 足 
w=w (10) 
y wl (11) 
定理 中 的 (10) 式 可 以 其 {8) 式 直接 得 到 ，P 给 定 后 (10) 和 
(11) 式 构成 求解 w 的 线性 方程 组 、 例 1 中 的 mw= (4 有 9 ,5/9) 妈 吉 
直接 从 相应 的 代数 方程 求 出 ， 
从 (09) 或 (10) 式 还 不 难看 出 ， lim Pp” 存在 ， 记 作 P™* ,并 且 


Pzx 的 每 -- 行 都 是 稳 志 概 率 w . 如 果 记 P=” = fp, 那么 有 p!*'= 
Li 

从 状态 i 出 发 经 rn 光 转 移 ，、 第- -次 到 达 状 态 j 的 投 率 称 为 i 
到 的 首 达 概率 , 记 作 /，(n).、 于 是 


1 => nfi(n) (12} 
n= 


为 出 状态 i 第 一 次 到 达 状 态 j 的 平均 转移 次 数 . 特别 地 ，pg, 是 状 
态 i 首次 返回 的 平均 转移 次 数 .与 稳 态 概率 w 有 密切 关系 ， 即 
定理 3 对 于 正则 链 
Mii= L/w, (13) 
暖 收 链 ”二 2 的 特点 是 状态 3 的 转移 概率 pia= 1, 于 是 系统 
-了 有 卫 进 人 状态 3 就 再 不 会 离开 它 ， 可 以 把 它 看 作 吸 收 "其 它 状态 
的 一 个 状态 . 并 且 从 状态 1 或 2 出 发 ， 可 以 经 朋 限 次 转移 到 达 状 态 
3. 例 2 表示 了 如 下 定义 的 一 类 重要 的 马 氏 链 . 
定义 2 转移 概率 p,,= 1 的 状态 i 称 为 吸收 状态 .如 果 马 氏 链 
至 少 包含 -个 吸收 状态 ， 并 且 从 每 一 个 非 吸 收 状 态 出 发 ， 能 以 正 
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的 概率 经 有 限 次 转移 到 达 某 个 吸 六 状态 ， 那 么 这 个 马 氏 链 称 为 吸 
收 链 . 

吸收 链 的 转移 插 阵 可 以 写成 简单 的 标准 形式 . 车 有 7r 个 吸收 
状态 , 大 一 r 个 非 吸 政和 状态 则 转移 矩阵 P 可 表 为 

Ty 0 
a 2 | (14) 

其 中 六 -rr 阶 方 阵 Q 的 特征 值 14(Q) 满 是 14(0)l<1. 这 要 求 抵 
阵 Rix; 中 必 含 有 非 堆 元素 ; 以 满足 从 任 一 非 吸 收 状 态 出 发 经 
有 限 次 转移 可 到 达 某 吸收 状态 的 条 件 .， 这 样 如 就 不 是 随机 垂 阵 ， 
它 至 少 存 在 一 个 小 于 1 的 行 积 ， 且 如 下 定理 成 立 . 

定理 4 对 于 吸收 链 P 的 标准 形式 (14)，(7 一 0 上) 可 族 ， 


M=(I-Q)-'=Y 90: (15) 
# 三 上 0 
记 元 素 全 为 1 的 列 向 量 e=(1 ,1,-… ,1)7, 则 
y= Me {16) 


的 第 i 分 量 是 从 第 i 个 非 吸收 状态 出 发 ， 被 某 个 吸收 状态 吸 疏 的 
平均 转移 次 数 ， 

设 状态 /是非 吸 收 状态 ,，/ 荐 吸收 状态 ， 那 么 首 达 概率 六 (2) 
实际 上 是 i 经 n 次 转 称 被 吸收 的 概率 ， 而 


fy=Y fn) (17) 
则 大 从 非 吸收 状态 i 出 发 终 将 被 吸收 状态 j 吸收 的 概率 ， 记 = 
{f }a_nw,， 下 面 的 定理 给 出 了 计算 ,的 方法 . 


定理 5 设 吸 收 链 的 转移 和 矩 阵 P 表 为 标准 形式 (14)， 则 
F~=MR 【18 》 


习题 
i， 对 于 13.1 节 中 的 近 订 繁殖 愤 型 , 推导 转移 概率 矩阵 Pf13.1 节 的 全 汇 】 
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的 第 4 .5 行 . 

2 .在 基因 遗传 过 程 中 ,考虑 3 种 基因 类 型 : 优 种 Dad)， 滋 种 H Car) 
和 和风 种 R(xr) . 对 于 任意 的 个 体 ， 每 次 用 一 混 种 与 之 效 和 起。 所 得 后 伐 切 用 混 
种 交配 ， 如 此 继续 下 去 构造 马 氏 链 模型 ， 说 明 是 正则 链 , 求 稳 志 概 率 及 由 
优 种 和 混 种 出 发 的 首次 返回 平均 转移 次 数 ， 和 如 果 改 为 每 次 用 优 种 交配 ， 再 构 
造 苇 氏 链 柳 型 ,说 虹 是 吸收 链 ， 求 由 湛 种 和 步 种 出 发 变 为 优 种 的 平均 转移 次 
数 . 

3, 色 宣 具有 遗传 性 ， 上 是 种 基因 = 和 s 的 遗传 规律 决定 男性 只 有 一 个 
基因 ce 或 8; 女性 有 两 个 基因 ce ,cs 或 ss . 当 革 人 具有 基因 < 或 ce 时 则 基色 
帘 表 征 . 基因 遗传 关系 是 ; 汶 孩 等 概率 地 继承 母亲 两 个 基因 中 的 -个 ;， 女 摔 
继承 父亲 的 那个 基因 ， 并 等 概率 地 继承 身 亲 的 一 个 基因 ,由 由 可 以 看 出 ， 当 
世 豪 是 色盲 时 男 芒 一 定 色 宵 ， 辫 孩 却 不 -- 定 . 用 马 氏 链 模 型 研究 非常 极端 的 
近 素 结婚 情况 下 的 色 刘 者 传 , 即 同 一 对 父 基 的 后 代 婚 配 ， 父母 的 大 因 组 合共 
有 6 种 类 型 ， 形 成 马 色 链 模型 的 6 种 状态 ， 问 哪些 是 明 收 状态 . 若 父 亲 非 色 
定 击 征订 为 色 育 ， 半 平均 经 过 多 宁 找 就 会 变 成 后 代 全 为 色 宣 谎 多 不 为 色 宜 
的 状况 ， 变 成 全 为 色 官 和 爹 不 为 色 谨 的 概率 备 为 多 大 ? 

4. 两 种 水 间 的 外 部 表征 古 由 两 种 不 同 菇 因 决 定 的 ， 这 两 种 基因 的 遗 瞪 
关系 是 相互 独 并 的 ,例如 猪 的 毛 有 颜色 表征 ( 黑 和 白 ) 与 质地 表征 ( 粗 和 欧 ). 
对 十 每 -一 种 表征 仍 分 为 优 种 D{dd)、 汇 种 旧 {dr) 和 劣 种 尺 tr)3 种 基因 类 型 ， 
两 种 表征 的 组 合 则 有 9 种 基因 业 型 ， 在 完全 优势 遗传 中 优 种 和 误 种 的 纤毛 
颜色 黑 ， 和 质地 粗 ， 劣 种 则 颜色 自 、 质 地 光 ， 这 样 共有 4 种 外 部 表征 组 合 ， 即 
昌 枚 ， 轴 交 、 白 粗 、 白 区. 很 刘 群 体 的 两 种 外 部 表征 对 应 的 基 正 中 必 和 的 比 
例 相 同 ( 即 均 为 12 )， 在 随机 交配 情况 下 拘 造 马 氏 链 模 型 . 证明 在 稳定 情 滴 
让 上 述 4 种 外 部 表征 组 合 的 比例 为 9 3 ;3 :1. 

5. i313.2 闻 仓 库 管 理 相 类 似 ， 考 察 水 库 管 理 , 设 入 库 流量 是 随机 的 ， 
概率 分 布 已 知 ， 出 库 流 量 蚌 确定 的 ， 以 库 窜 量 为 状态 ， 构 造 马 氏 链 模型 .如 
果 入 库 流 最 来 自虐 游 河 沪 ， 而 河流 的 流量 叉 与 季节 有 关 ， 间 上 上 面 的 模型 应 作 
娜 些 改 蛮 ? 

6. 在 13.3 节 等 级 结构 模型 中 给 出 了 两 种 表示 稳定 结构 区 域 x” 的 方法 ， 
其 (24) 式 和 (15 ) 式 . 试用 人 23 ) 式 给 定 的 例 闻 说 明 这 两 种 表示 方法 定 尽 的 “ 
完全 -- 政 . 


7. 设 等 级 结构 的 转移 矩阵 日 仍 由 13.3 节 (23 ] 式 给 出 ， 理 想 的 结构 为 
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a 一 (0.2,0.3.0.5) ,证 明 a“e zy (稳定 域 1 若 初 始 结构 为 a (0) 一 (0.2 ， 
0.8 ,0) ,用 13.3 忆 介 绍 的 问题 E、 局、 的 解法 求 调 入 比例 1, 使 e(1] 尽 
最 接近 wu 

8. 如 果 在 等 级 结 府 檬 型 中 将 距离 函数 的 定义 由 13.3 节 (28 ) 武 改 为 
D(a ,ae = 1 一 op 中, 试 给 出 求解 辣 题 的 方 洁 . 


f=| 

“9 ,一 个 服务 网 络 由 友 个 工作 站 oi , v3, … ,vi 依次 串 接 而 成 ， 当 某 种 
服务 请 求 钊 达 工作 站 六 时 ，vi 能 够 处 理 的 概率 为 p| , 转 往 下 - -站 pi+ 1 处 理 的 线 
率 为 gi0=1.2,…, 类 -1,， 访 了 =0) 拒绝 处 理 的 概率 为 r ,满足 p+ g++ 
+ 三 | . 构造 马 氏 链 模型， 确定 到 达 0; 的 请 求 平均 经 过 多 消 工 作 站 才能 获得 
接受 处 理 成 拒绝 处 理 的 结果 ,被 接受 和 拒绝 的 概率 各 多大. 

“10. 用 马 氏 链 模型 讨论 空气 污染 问题 . 肥大 个 城南 ,pa …， 中 ,每 
一 时 刻 :=0 ,1 ,2,、.… ,Dv 的 空气 中 污染 物 浓 订 为 cj{2) ,从 1 到 1+1,v0; 空 


kk 
气 中 污染 物 扩散 到 v0; 去 的 比例 是 pj, 有 站 p,， <1 (=1 ,2,… 大 ) ,扩散 到 
j=1 


万 个 城市 之 外 的 那 部 分 污染 物 永 远 不 再 回 米 ,在 每 个 时 刻 各 城市 的 污染 源 都 
排出 - 定 滚 府 的 污染 物 ， 记 5; 排 出 的 为 4 . 按照 环境 管理 条 例 要 求 ， 对 充分 
大 的 1 必须 c(7)< ei .建立 马 氏 链 模型 , 在 已 知 p,; 和 wi 的 条 件 下 确定 中 的 
限制 范围 ， 满 中 管理 条 倒 的 要 求 . 设 大 =3 , pi; 由 矩阵 

1/3 0 173 

-| 2 1I3 1 | 

0 23 1 - 

给 出 ，c" =235 (=1 ,2,3), 求 4a 的 范围 51. 
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第 14 章 随机 服务 模型 


日 常生 活 中 经 常 可 以 磁 到 排队 等 候 服 务 的 现象 : 在 车 站 此 村 
处 乘客 依次 购买 车 票 ， 医 院 里 病人 按 桂 号 自序 告 候 就 诊 ， 直 级 市 
场 收 菊 台 前 显 客 排队 验 货 付款 ， 打 电话 也 要 等 电话 线 空闲 时 才能 
接 通 ，…… 在 服务 过 程 中 乘客 ， 病 人 等 统称 为 “顾客 "， 售 票 员 ， 
医生 等 统称 为 "服务员 "， 闫 客 到 达 的 时 刻 和 服务 员 进 行 哺 务 的 时 
间 都 是 随机 的 ， 人 们 用 随机 服务 模型 描述 这 种 现象 . 

随机 服务 现象 也 常常 出 现在 生产 和 技术 领域 中 : 车 间 昌 发生 
故障 的 机 器 等 待 修理 、 空 中 的 飞机 等 候 跑 道 降落 ， 存 储 器 中 的 数 
据 等 待 余 端 机 处 理 ， 等 等 ， 这 里 机 器 ， 飞 机 、 数 据 是 “顾客 "， 而 
修理 工 、 跑道、 终端 机 是 “服务 员 "， 

研究 随机 服务 模型 的 主要 数学 工具 是 排队 论 ， 本 章 不 裤 专 站 
介绍 排队 论 的 知识 ， 只 是 从 建 模 的 角度 讨论 几 个 随机 服务 过 程 的 
浩 述 和 优化 问题 


14.1 收 款 全 前 的 队伍 


超级 市 场 门口 平行 排列 着 若干 收 均 人 台 ， 顾 客 携带 着 采购 的 商 
品 在 收 蒜 人 台 前 排队 等 候 验 货 付款 ， 我们 看 到 平常 顾客 较 少 时 只 有 
一 两 个 收 款 全 工作， 排队 的 人 数 不 多 并 有 相当 稳定 ， 到 下 考 高 少 
期 间 顾 客 增 加 ,队伍 长 了 ， 市 场 立即 增 开 收 款 台 ,使 队长 ( 即 排 
队 人 数 ) 问 到 原来 的 水 平 ， 队 乓 不 仅 与 收 款 台 的 数 有 日 ， 也 与 顾客 
的 多 少 、 收 款 服 务 的 快慢 有 关 ， 并 虽 后 者 是 随机 改变 的 . 本 节 蛮 
在 适当 的 假设 下 建 模 以 描述 这 些 变量 之 问 的 关系 ,同时 也 介绍 排 
队 论 的 几 个 基本 概念 02 1 ， 

显然 ， 顾 客 在 收 款 台 排 趴 等 待 服务 的 过 程 县 有 一 般 随 机 服务 
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模型 的 共 回 特征 ， 为 叙述 方便 起 见 以 下 统称 服务 过 程 的 观 方 为 顾 
客 与 服务 员 ， 

基本 假设 随机 服务 过 程 有 三 个 组 成 部 分 : 顾客 到 达 规 律 , 
服务 时 间 和 排队 规则 . 对 于 像 排 队 付 款 这 样 的 问题 我 们 就 这 三 个 
组 成 部 分 作 如 于 假设 ， 并 由 此 得 到 关于 顾客 到 达 时 刻 和 服务 时 间 
的 概 举 分布， 

i. 顾客 到 达 规 律 ” 设 在 [1 ,t+ Af 时 间 内 到 过 1 个 顾客 的 流 
率 与 A! 成 正比 ， 比 例 系 数 人, 到 于 2 个 及 2 个 以 上 顾 宪 的 概率 为 
0 {A1); 在 不 相交 的 上 时间 区 间 内 和 到达 的 顾客 数 相互 独立 ， 顾 容 源 
是 无 限 的 . 

由 板 率 论 的 基本 知识 知道 ， 在 上 述 假设 下 [0 , 4 内 到 迷 的 顾客 
数 服 从 波 松 (Poisson ) 分 布 ， 即 到 达 上 个 顾客 的 概率 为 At ye /上 
{k=0 ,1 ,2,…),， 并 有 以 下 结果 : 

[0,#] 内 到 大 顾客 的 平均 数 为 4 , 即 单位 时 间 内 到 达 顾 客 的 
平均 数 是 4 , 称 平均 到 达 率 ; 

[0 ,f1 内 没有 顾客 到 过 (=0 ) 的 概率 为 e”*, 记 了 为 第 1 个 
铬 客 到 述 时 刻 ， 则 了 服从 指数 分 布 ， 即 


PIT >1)=e 2 (1 ) 
记 顾 客 相 继 到 述 时 刻 为 ti 3 ts 本 fs “ 启 卫 为 T=t, 3 
T,= ts, T= ts 根据 指数 分 布 的 无 后 效 性 


(12.6 节 的 (7) 式 )T .7T,， … , T,,… 相互 独立 量具 有 与 {1) 式 
相同 的 分 布 ， 而 平均 到 达 间 隔 为 14. 

2, 服务 时 间 ” 设 在 已 经 服务 过 一 定时 间 的 条 件 下 再 服务 一 段 
时 间 的 概率 ， 与 一 开始 就 服务 这 段 有 时间 的 概率 相同 ， 记 Z 为 服务 
时 间 ， 上 上 述 假设 可 表 为 

PTfZ >tt+i|lZ>+t+)=P(Z>1) (2) 
可 以 证 明 ,满足 该 性 质 的 髓 率 分 布 只 能 是 指数 分 布 (习题 1 )， 如 
果 进 -- 步 没 单位 时 间 内 被 服务 顾客 的 平均 数 为 上, 称 平均 服务 率 ， 
即 每 个 顾客 的 平均 服务 时 间 为 1 /i , 那么 服务 时 间 Z 遵从 指数 分 布 
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P(lZ>1)=e {3) 

3. 排队 规则 ” 按 磊 客 到 达 的 先后 顺序 服务 ， 即 先 到 先 服务 ; 
对 排队 的 顾客 数 ( 即 队长 ) 设 有 限制 ， 

综 上 所 述 ， 在 随机 服务 模型 中 顾客 到 达 数 服从 参数 为 4 的 波 松 
分 布 ， 服 务 时 间 服 从 参数 为 上 的 指数 分 布 . 按照 先 到 先 服 务 的 规 
则 进行 ,这 种 楼 型 在 排队 论 由 记 作 MAM 3 模型， 其 中 s 为 服务 
员 的 数目 . 先 讨 论 *= 1 的 情形 . - 

平均 队长 和 平均 服务 时 间 在 随机 服务 过 程 中 大 们 (特别 是 
蜂 客 } 最 关心 的 大 概 是 队长 和 等 符 时 间 了 .由 -于 赃 客 到 达 时 刻 和 
服务 时 间 的 随机 性 ， 队 长 和 等 待 时 间 也 是 随机 变量 ， 在 稳定 状况 
下 《 即 1->oo ) 它 们 存在 平稳 分 布 ， 下 面 我 们 考察 队长 的 平稳 分 布 、 
平均 队长 及 平均 等 待 时 间 . 

记 在 排队 服务 系统 内 时 遍 + 有 个 顾客 (1 人 被 服务 、n 一 1 
人 在 排队 ) 的 概率 为 P,{1) , 可 以 用 类 似 于 随机 性 人 只 模型 (12.5 
节 ) 的 方法 建立 P, (71) 的 方程 ， 顾 次 到 达 进 入 系统 相当 于 出 生 ， 
服务 完毕 顾客 离开 系统 相当 于 死亡 ,不 过 在 这 里 出 生 和 死亡 与 系 
统 d! 的 人 人数 无 关 ， 平均 到 达 素 4 和 平均 服务 率 上 分 别 相 当 于 那 
里 的 b, 和 qd .- 于 是 按照 12 .5 节 的 建 模 过 程 ( 1 ).(2 ) 式 ,立刻 得 到 


的 


/2 4P OtaP (nD) (a+)P, (1) ,n=1 ,2 
《4 ) 


| A op Pi(1) — iP, (7) 
在 稳 态 情况 下 (71) 与 1 无 关 ，(4) 式 化 为 


[pe -tH)P,=0 (5) 
uPi-2P=0 
由 (5) 式 解 出 1 
PP 一 (天 Po ， n=1,2, (6) 
考虑 到 P, 应 满足 ， 
yp,= (7) 
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必须 假设 
p= 妆 <1 (8) 
否则 队列 将 排 至 无 限 远 ，p 称 服务 强度 ， 是 单位 时 间 内 顾客 的 到 
述 人 数 与 被 服务 人 数 之 比 ， 显 然 只 有 当 到 达 人 数 小 于 被 服务 人 人 数 
时 队长 才 是 有 限 的 . 
在 条 件 (8) 下 由 (6)、(7) 解 出 稳 态 下 系统 内 及 个 闫 客 的 概 
率 为 
P={1—-p)p", n=0,1 .2,… (9) 
PP 二 1 一 p 为 服务 员 空 闪 的 概率 ， 于 是 平均 队长 为 (包括 正在 被 服 
务 的 那个 顾客 ) 
LD np, -nll-p)p= Tes (10) 
可 以 看 出 ， 服 务 强度 p 越 大 ， 平 均 队长 工 | 越 大, 且 当 PP 一 1 时 工 | 
”oo . 
美 于 求 平均 等 待 时 间 我 们 注意 到 ， 拯 客 到 达 间 隔 上 服从 参数 4 
的 指数 分 布 ， 顾 客服 务 时 间 服 从 参数 的 指数 分 布 ， 记 顾客 等 待 
时 间 (包括 被 服务 的 时 间 ) 为 随机 变量 了, 旭 了 服从 参数 一 的 
指数 分 布 ， 别 


P{(Y>1)=0 wi {11) 
于 是 平均 等 待 时 间 ({ 即 了 的 期 望 ) 为 
_-_L -PP 
te 0) 
与 (10) 式 比较 ， 有 
一 如 (3) 


A 
这 个 结果 很 容易 解释 : 平均 队长 除 以 单位 时 间 和 到 达 的 平均 人 数 等 
于 每 个 顾客 等 待 的 平均 时 间 . 
由 《10) 式 和 (12) 式 给 出 的 平均 队长 5 和 平均 等 待 时 间 多， 
是 Ai 7 模型 的 两 个 主要 结果 . 
关于 增加 服务 员 问题 当 顾 客 平均 到 述 率 4 上升 引起 服务 强 
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度 p 增加 ， 致 全 平均 队长 太 大 ， 巷 至 由 于 p> 1 使 队长 趋 问 无 
限时 ， 在 平均 服务 率 4 不 变 的 情况 下 就 只 能 增加 服务 员 ， 下 面 计 
论 有 2 个 服务 员 朋 和 他们 的 平均 服务 率 相等 ( 均 为 p ) 的 情况 . 

2 个 服务 员 的 排队 服务 有 两 种 形式 分别 如 图 14 一 1 和 图 
14 一 2 所 示 . 图 14 一 1 中 只 排 -个 队 ， 最 前 面 的 顾客 到 空闲 的 服 
务 员 处 服务 ， 是 如/AM 2 模型， 而 图 14 一 2 排 渍 个 队 , 平均 到 达 


率 相同 《 均 为 艺 】, 且 人 队 后 不 能 换 队 ， 即 2 个 M/MAI 重型 


的 


闻 “队列 
“队列 
| | 
| 
图 14 一 1 好 AdA 模 型 图 14 一 2 2 个 AMA 闭 型 


MM /M 放 2 模型 束 个 服务 过 程 的 平均 服务 率 为 24 , 队长 有 限 的 
条 件 是 服务 强度 

p< (14) 
用 类 似 的 方法 可 以 求 出 在 稳定 状态 下 的 平均 队长 L, 和 平均 等 待 
时 间 .分别 为 


£1 -22 (15) 
[一 入 
元 2p 
= 16 
2 A(l—p2) { ) 


蜡 对 于 2 个 相同 的 MAM 1 模型 ， 因 为 平均 到 达 率 为 4 
= ii, 服务 强度 p= 入 A 二 472p, 与 p; 相同 ， 由 (10) 式 每 个 
队 的 平均 队长 是 上 = pyA(1 一 p;)， 所 以 总 的 平均 队长 为 


2 (17) 
TH 
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由 (3 不 每 个 顾客 隐 下 均 特 竺 叶 则 为 


2 天 2p; 
HW = A 7 一 {1—p,) {18) 
比较 (15)~(18) 我 们 得 到 2 个 服务 员 的 这 两 种 服务 形式 的 
平均 队长 和 平均 等 待 时 间 之 比 为 
2L 有 
无 一 Wm 二 l+p; {19) 


注意 到 0< pu<1 , 就 人 们 最 关心 的 等 待 时 间 而 圳 有 1< -到 < ， 


而 当 p, 较 大 时 图 14 一 1 的 形式 可 以 比 图 14 一 2 节省 较 多 的 等 待 
时 间 . 由 此 可 见 ， 对 于 设置 多 个 服务 员 的 随机 服务 过 程 ， 如 果 仅 
从 等 待 时 间 角 度 考虑 应 该 让 顾客 只 排 一 个 队 . 
现在 回 到 本 节 开 始 提 出 的 问题 ， 当 顾客 平均 到 达 率 4 增加 ， 
超级 市 场 为 了 将 队长 控制 在 一 定 的 水 平 ， 应 该 设 几 个 收 款 台 .， 当 
然 , 对 于 5 个 收 款 台 的 服务 方式 采用 的 是 AM As 模型、 而 不 是 5 
个 MAM A 模型 . 
用 只 设 一 个 收 款 台 时 的 服务 强度 p= X74 作为 统一 标准 ， 在 
每 个 收 款 员 的 平均 服务 率 1 一 定时 ，p 与 顾客 的 平均 到 达 率 成 正 
比 ， 当 设置 2 个 收 款 台 时 用 p= pi 代入 (15) 式 得 平均 队长 为 
L,= 4 (20) 
可 以 息 出 3 个 收 款 台 时 的 平均 队长 (习题 2) 为 
pli8+ 6p—p*) (21) 
[3 一 PN6 十 4p 十 户 ] 
将 (10)、(20)、(21 ) 式 给 出 的 工 ,(p) (s=1 ,2 ,3) 绽 出 曲线 如 图 
14--3. 图 形 ( 结 合计 算 ) 可 以 告诉 我 们 ， 为 了 使 平均 队长 不 超过 
一 定 的 数值 ，p 在 什么 范围 时 应 设置 几 个 收 款 台 .譬如 当 要 求 平 
均 队 长 上 ,(p) 所 6 时 , 可 以 算出 若 p 0,85 则 设置 s=1 个 收 款 
台 即 可 ; 者 0.85<p 志 1.7 则 应 使 3=2; 车 1.7<p 志 2.5 则 应 使 
s=3 , 等 等 这样， 知道 了 每 个 收 款 台 的 平均 服务 率 ,就 可 以 
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由 = pp 来 决定 顾客 平均 到 达 率 2 在 什么 范 国 应 该 设置 几 个 收 
款 合 了 . 


俐 14 一 3 :个 服务 员 的 平均 内 长 
最 后 给 出 时 /村 故 模 型 的 平均 队长 公式 ， 以 备查 用 ， 


L,=spt 一 Corp P， 了 = be tp) 二 一 | 


sl{i—p¥ sl{1— 
(22) 
其 中 p=27sk . P, 为 所 有 服务 员 空 困 的 概率 ， 而 平均 等 竺 轩 间 为 
W = 这 (23) 


评注 平均 队长 和 平均 等 待 时 间 是 衡量 随机 服务 过 程 工作 效 
素 的 最 基本 的 指标 ， 它 们 除了 与 顾客 平均 到 达 率 4 ,平均 服务 率 j 
和 服务 员 数 日 * 有 关 以 外 ,还 取决 于 顾客 到 达 间 陋 和 服务 时 间 的 
委 率 分 布 ， 木 节 关 于 顾客 到 达 规 律 的 假设 及 由 此 得 到 的 波 松 分 布 
基 符 合 大 多 数 实际 情 这 的， 而 关于 服务 时 间 服 从 指数 分 布 的 假设 
则 只 符合 像 超 级 市 场 收 戴 服务 这 类 问题 ， 其 特点 是 桥 率 分 布 呈 偏 
态 ， 服 务 时 间 超 过 平均 值 1 六 的 概率 只 有 约 37% (e '), 所 以 必 
然 有 -- 些 服务 的 时 间 赵 长 ， 超 级 市 场 时 少数 顾客 购买 的 物品 特别 
多 ,就 会 导致 收 款 台 服务 时 间 近 似 地 旦 指数 分 布 ， 在 另外 一 些 情 
襄 下 服务 时 间 可 能 呈正 态 分 布 ， 如 车 站 售 谈 处 . 在 正 术 分 布 息 定 
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下 平均 队长 的 计算 较 复 杂 . 在 用 随机 服务 模型 解决 实际 问题 时 不 
仅 需要 从 具体 数据 计算 出 平均 服务 率 上, 而且 可 以 栓 验 用 哪 种 分 
布 比较 合适 . 

在 排队 规则 的 假设 中 对 队长 没有 限制 ， 即 系统 内 顾客 数 可 以 
趋向 无 穷 . 事实 上 任何 服务 过 程 对 系统 容量 六 是 有 限制 的 ， 璧 如 
超级 市 场 收 款 处 最 多 容许 N 人 排队 ,只 不 过 NW 相当 大 时 用 入 
一 吕 处 理 较 方便 .但 是 有 些 情况 就 必须 考虑 NW 有 限 ， 如 游客 到 
旅社 住宿 是 - -种 随机 服务 过 程 ， 吉 留 天 数 即 服务 时 间 ， 若 旅社 有 
NN 个 房间 (每 间 住 一 人 )， 则 系统 容量 (包括 正在 服务 的 ) 的 限制 
为 N, 因为 客房 住 满 后 再 来 的 客人 不 能 排 入 队伍， 

对 于 MALL 容量 N) 模 型 平均 队长 和 平均 等 待 时 间 的 计 
算 公式 为 


re N+Dp" P= 一 -AP 【24 1 


1 一 1~p QO 1 一 AT 


= Fn) ~ 
其 中 pp 、P,、2 ,上 与 原来 的 含 闵 相同 ( 见 半 题 3). 


14.2 机 器 维修 服务 


机 跨 发 生 故 障 后 排队 等 待 修理 ,队伍 越 长 因 停 产 造 成 的 损失 
越 大 . 提高 维修 工人 和 设备 的 服务 速度 或 增加 其 数量 可 以 减少 队 
长 ,但 将 使 修理 费用 上 升 ， 选择 怎样 的 服务 速度 ， 或 者 确定 几 个 
维修 -人 和 和 设备， 使 损失 和 修理 的 总 费用 最 小 , 是 随机 上 服务 过 程 
中 典型 的 静态 优化 问题 ， 将 发 生 故 障 的 机 器 视 为 顾客 ,维修 工人 
和 设备 视 为 服务 员 ， 本 节 先 利用 MM 模型 讨论 选择 服务 速度 
问题 ,再 用 MAM /3s 模型 研究 确定 服务 员 数 是 问题 ， 最 后 邯 虚 车 
间 里 机 器 总 数 为 有 限 的 情况 下 的 优化 模型 . "51. 
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MM /AM A 模型 中 的 最 优 服务 率 设 单位 时 间 发 生 故 障 的 机 器 
数 , 即 平均 到 达 率 为 已 知 常数 2, 每 台 故 简 机 器 单位 时 间 的 损失 
费 为 c， 当 平均 服务 率 A= 1 时 ( 即 单位 时 间 平 均 修 理 一 台 机 器 ) 
单位 时 间 的 修理 费 为 c, ,优化 问题 的 目标 消 数 选 为 单位 时 间 损 类 
费 与 修理 费 之 和 的 期 望 值 ， 作 为 睛 的 函数 有 

Ca)= ce L(+ cn (1) 
其 中 工 (1) 为 平均 队长 ， 即 排队 待 修 (包括 正在 修理 ) 的 机 器 数 ， 
以 14.1 下 110) 起 的 结果 


pp _ /7 
FT 7 (2) 
代入 (1) 式 得 
CU pr + cn (3) 
dC _ I 
出 -a 0 解 出 


有 = 证 /一 人 (4) 


因为 对 于 稳定 状况 要 求 p=%A<1, 所 以 最 优 服务 率 应 取 


， 1 
"二 十 5 《5S) 


不 难 验 证 C (4' ) 确 是 最 小 值 . 显然 六 随 着 发 生 故 障 机 器 数 4 和 
损失 费 e ,的 增加 而 增加， 随 着 修理 费 ce， 的 增加 而 减 小 . 

MAM 与 模型 中 的 最 忧 服 务 员 数 设 和 和 的 意义 同上 ， 
每 个 服务 员 的 平均 服务 水 上 相同 且 为 已 知 常 数 ， 单 位 时 间 每 个 服 
务 员 的 服务 成 本 ( 即 … -名 维修 工人 及 设备 的 费用 ) 为 c; , 目标 国 
数 仍 是 单位 时 间 总 费用 的 期 望 值 ， 但 它 是 服务 员 数 目的 函数 ， 
即 


Cls})=erL(s)t+ers (6) 
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其 中 志 Cs) 是 平均 队长 ， 由 14.1 节 (22 ) 武 给 出 . 
因为 s 只 取 整 数值 ， 所 以 不 能 用 微分 法 求 C(5) 的 最 小 值 
利用 边际 分 析 方 法 ， 当 C (y*) 取 最 小 值 时 应 满足 
Cs Cs —1) 
| Cs ) SC +1) 7) 
将 (6) 式 代入 并 化 简 得 


Li{s )—L(s” +TD< 全 过 了 (9 一 1 一 工人 ) {8) 
对 于 s=1 ,2 ,…. 集 次 计算 (及 AL CLG) L(s+1), 
当 已 知 数 -满足 


AL(s)< 全 "<AL(s- 1) (9) 


时 即 可 确定 最 优 值 ” =;s. 

顾客 源 为 有 限 情 形 下 的 模型 在 14.1 节 随 机 服务 过 程 关于 
顾客 到 述 规 律 的 基本 假设 中 ， 左 客 源 是 无 限 的 . 这 时 平均 到 达 率 
才 与 系统 内 的 顾客 数 nn 无关 .对 于 超级 市 场 收 款 、 售 束 处 购 贺 这 
类 服务 过 程 ， 顾 客 源 无 限 的 殷 设 是 澡 理 的 ， 因 为 潜在 的 正 客 比 系 
统 内 的 顾客 多 得 多 . 但 是 对 于 机 器 等 待 修理 ， 飞 机 等 待 跑道 降落 
等 问题 ， 就 难以 认为 顾客 源 无 限 了 . 

设 车 间 里 共有 rm 台 机 器 (顾客 )， 一 名 维修 工人 (服务 员 )， 
机 器 发 生 故 障 { 到 达 服 务 系 统 )，、 排 队 修 理 (服务 ) 完 毕 后 ， 进 回 
原 处 (投入 运行 )， 仍 可 再 次 发 和 后 故 障 (再 到 达 系 统 )，14. 1 节 中 
定 关 的 平均 到 达 率 1 , 即 单位 时 间 顾 窜 到 达 的 平均 数 现在 与 系统 
内 顾 客 数 上 有关， 我 们 将 4 重新 定义 为 单位 时 间 每 位 顾客 到 述 服 
务 系统 的 概率 ， 即 每 台 机 器 的 故障 率 . 服务 过 程 的 其 他 假设 与 
14.1 节 相 同 ， 仍 用 P, (1!) 表示 系统 内 有 个 顾客 的 概率 ,依据 
14.1 节 的 (4) 式 并 注意 到 关于 ;的 新 定 头 ，P, (7) 应 满足 
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Sam nt Ps (+ pp (0) 
—[2(m—n)+HP, (l(t), n=1,2,.. ,m1 


Pa Sp Pi (0)— hm Po (1) (10) 


dP, (1) _. 一 
di 一 天 人 LP, (I) 


在 稳定 状 沈 下 本 _0(04=0 ,1 ,.… ,m), 解 关于 P, 的 递 推 广 
程 并 注意 到 


Vp,= (11) 
? 一 必 
可 以 得 色 
> - 
| 
| A (12) 
[ Tr" .2 
其 小 p= 4 则 此 得 到 平均 队长 和 平均 等 待 时 间 为 
Lm (13) 
LL™ 
WP) 14 ) 


利用 以 上 结果 可 以 对 某 个 车 癌 的 机 器 修理 状况 作出 评价 ， 例 
如 有 5 人 台 机 器 ， 每 台 机 器 的 连续 运转 时 间 服 从 指数 分 布 ， 平 均 为 
60 分 钟 ， 有 工 个 维修 工人 ， 每 次 修理 时 间 服 从 指数 分 布 ， 平 均 为 


1 1 多 
所 ] /一 a 了 一 ”人 一 四 
15 分钟， 旭 m= 3 ，/ pr p 0.25, 算 冉 
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修理 工人 宣 闲 的 几率 P= 二 0.2 

全 部 机 器 待 修 (其 中 -- 台 正在 修理 ) 的 概率 P,-=0.023 

待 修 及 正在 修理 的 平均 台数 元 人 二 1.8 

每 台 机 器 的 平均 停止 运转 财 间 玉宇 23.9 (分 】 

可 以 认为 机 器 停产 时 间 过 长 ， 维 修 工人 空闲 时 间 太 短 ， 应 该 
设法 提高 修理 的 速度 或 增加 维修 工 . 

对 于 上 述 有 HVAM 1 (顾客 源 为 下) 模型 ， 仍 热 可 以 求解 本 节 
{1 ) 式 给 出 的 优化 问题 ， 不 过 内 为 平均 队长 工人) 要 代 之 以 (13) 
式 确定 的 上 “(nn)， 所 以 很 难得 到 简单 的 结 时 . 

至 于 机 WAM /Ar (顾客 源 为 mm) 模型 ,计算 公式 更 加 复杂 ， 


14.3 快餐 赴 以 快 取胜 


随 着 日 常生 活 的 高 效率 高 节奏 、 快 餐 风 靡 全 球 ， 快 餐 业 处 
于 市 场 油 烈 竞 争 之 下 ， 如何 吸 收 更 多 的 显 客 以 获取 更 高 的 利润 是 
每 -位 快 整 店 老板 最 关心 的 问题 . 除了 增加 花色 、 提 高 品味 、 保 
证 营养 、 人 竹 低 成 本 之 外 ， 快 餐 店 应 在 其 基本 特点 “ 快 " 字 上 下 动 北 . 
有 人 向 老板 建议 , 公开 向 颇 客 宜 布 ， 知 果 让 哪 位 顾客 等 待 超过 一 - 
定时 间 ( 警 如 3 分 钟 )， 那么 他 可 以 免费 亨 开 所 订 的 饭菜 ， 提 建议 
者 认为 这 必 将 招揽 更 多 的 顾客 ， 由 此 带 来 的 利润 -- 定 大 于 免费 替 
送 造 成 的 损失 ， 但 是 老板 希望 对 于 利 纶 有 一 个 定量 芍 分 析 ， 告 诉 
他 在 仔 么 条 件 下 作 这 种 承诺 才 不 会 亏本 ,更 进一步 ， 他 希望 知道 
应 该 具体 地 作 几 分 钟 的 承诺 ， 利 润 能 增加 多 少 ， 本 节 术 建 江 -一 个 
随机 服务 模型 ， 给 出 解决 这 个 问题 的 一 各 方法 1 . 

假定 顾客 进入 快餐 店 后 的 服务 过 程 是 这 样 的 : 首先 他 在 订餐 
处 订餐 ， 焉 务 负 将 订单 立即 送 往 厨房 ， 辣 时 收 款 、 开 收 雇 ， 收 据 
上 标明 订餐 的 上 时刻 ， 这 个 时 刻 就 是 这 位 顾客 等 待 时 间 的 起 始 时 刻 . 
接着 ,服务 在 厨房 进行 ， 早 房 具 有 - -位 厨 虎 ， 按 这 章 到 达 的 顺序 
配餐 ， 配 好 一 份 立即 送 往 取 饼 处 最后， 服务 员 将 饭菜 交 给 顾客 ， 
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并 核对 收据 ， 苔 爱 现 顾客 等 待 时 间 赵 过 市 方 的 承诺 ， 则 将 所 收 款 
项 如 数 运 还 ， 

这 个 问题 建 模 的 关键 有 一: 一 是 对 顾客 到 达 ， 服 务 时 间 ，、 排 
队 规 则 等 作 什 么 样 的 的 假设 :是 当 宜 布 “ 服 务 悍 了 将 免费 供 餐 * 
以 后 ， 革 诺 的 时 间 与 顾客 的 增多 之 间 的 关系 应 读 内 什么 规律 描述 . 
对 于 前 者 ，M AM A 模型 是 一 个 合 理 的、 简化 的 选择 ; 对 于 后 者 ， 
我 们 将 在 直观 分 析 的 基础 了 用 景 简单 的 定量 关系 表示 出 来 . 

模型 假设 

1. 顾客 在 快餐 店 的 服务 服从 用 7M A1 模型， 闻 客 平均 到 达 率 
为 4= 17c ,Cc 为 平均 到 达 间 隔 ， 在 术 宜 布 承诺 时 c=c,; 快餐 店 平 
均 服 务 率 上 = 174 ,4 为 平 坊 服 务 时 间 ; 8<r， 

2. 上 店 方 茶 诺 竺 待 时 间 超 过 的 申 客 免费 享用 订餐 ，4 越 小 则 
顾客 越 多 ,“ 越 小 在 一定 范围 内 设 c 与 # 成 正比 同时 区 丰 在 
的 最 大 值 加 , 当 w 宕 tw 和 时 快餐 店 的 承诺 对 顾客 无 吸 3 力 ， 相 当 于 
不 作 承 诺 ， 不 妨 设 此 时 c= co. 

3. 年 位 磋 客 的 订餐 收费 为 p , 成 本 为 9 

模型 建立 。 首先 , 根 甩 14.1 节 对 币 AM A 模型 的 分 析 ， 顾 
窜 等 待 时 间 { 记 作 随 机 变量 了) 服从 参数 jy 一 的 指数 分 布 (14.1 
和 (11 起 六 即 


PlY>I1)=e oe yr (1) 
对 于 等 待 时 间 为 了 的 左 客 设 店 方 获 得 的 利润 为 QO({Y)， 则 在 宜 
布 间 诺 时 间 为 z 的 情况 下 有 
Pd, Yeau 


en)=1 Y>u 2) 
利润 品 的 境 望 慎 为 
EO=(p-gP(Yau I—ygPlY>u) (3) 


用 (1) 式 代 和 人 得 


*+]】 瘟 求 短 位 磊 客 的 .4 相同 似乎 不 近 介 惠 ， 当 实 上 从 求解 丫 束 可 知 ， 只 高 政 
费 与 成 本 之 比 p 当 (四周 方 利润 百分数 ) 对 经 位 顾客 相同 训 行 ， 而 这 是 太 敏 合理 的 . 
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EQ=p—g—pe re" (4) 

因为 顾客 到 过 的 平均 间隔 为 c , 所 以 单位 时 间 利 润 的 期 望 值 为 
1 (4)= 一 EQ= Ep-g-pe yt"] (5) 

建 模 的 目的 是 确定 承诺 上 时间» 使 利润 (x ) 最 大 . 

下 面 我 们 根据 对 于 c 程 册 关系 的 假设 确定 函数 cw), 轩 为 
可 以 假定 c(0)=0 (理解 为 4 
一 0 时 颇 客 将 无 穷 多 ), "iw > io 
时 cli)=co {因为 这 时 相当 于 不 
作 承 诺 ), 所 以 若 假 设 在 
用 过 委 二 时 ec 与 # 成 正比 , 落 
数 c(z) 的 图 形 就 如 图 14 一 4 所 
示 . 并 且 由 于 d< ec 的 基本 要 求 ， 


必须 zy> dt .十 是 c (a) 可 表 为 ”图 14--4 顾客 到 迁 涪 闹 与 承 洪 时 间 的 关系 
[0 
「 -ae ， Lo i 
elu)=4 "?* 3 (6) 
oo ; 攻 深 区 
将 16) 式 代入 (5) 式 得 
f p90) {1—xe- 7 了 7), A Ui 
cau ; 
J (1)= " (7) 
| zs 1- —£ “| HS Wo 
oo Pid 
其 中 
a= -全 ee (8) 
Poy 


{中 除外 均 为 已 知 常数 ,问题 化 为 求 4 使 J (wn) 最 大 . 
模型 求解 ”对 于 (7) 式 的 JG) 应 按 & 的 不 同 范 围 分 别 炒 解 . 
A 


当 -ea <w<m ,用 微分 法 求 出 的 最 优 什 u* 应 满足 


(1+ 二) (9) 


日 算出 了 的 最 友 值 为 
:» Wp—g) 
J {u )= rd) {10) 
当 # 基 机 ,显然 一 时 J 了 (w) 最 大 , 且 
1(%)= 二 一 (11) 


比较 了 a) 和 和 Jtoc ) 可 知 ， 当日 仅 当 w+ 49<tw 时 J(w ) 
>J(oc)， 所 以 (nu) 最 大 值 问题 的 解 应 为 
Hu , +d<w 
wf 十 日 实 雪 (12) 
其 中 心 由 (9) 不 确定 .这 就 是 沉 ， 对 于 给 定 的 p,g9.,c、 山 和 #4， 
以 及 按 (8)、(9) 式 算出 的 ww ， 仅 当 记 +d< 机 时 才 可 革 诺 “服务 
慢 了 免费 供 餐 "， 关 有 旦 承诺 时 间 为 w” 时 利润 最 大 . 
进一步 分 析 可 以 作对 诺 的 条 件 


如 +1< 姻 (13) 
根据 (9 ) 式 如 果 用 方程 
ef 一 xf(1+r) {14) 
定义 也 数 六 (x)， 则 
nu =d* f(x) (15) 
条 件 {13 ) 可 以 形 为 
d< TH (16) 


因为 (8) 式 中 的 是 pig ae 的 国 数 ， 即 
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A 2 
oT =&{p/4, Wo: co) {17) 
若 记 
= We - 
d. 1+f (x) d.(p/g, [和] co) {18) 


则 当下, ,ec 给 定时 快餐 店 可 以 作 承 诺 的 条 件 (16)， 应 该 表 
为 平均 服务 时 间 了 满足 
d<d(p/g, Wo, co) (19) 
在 这 个 条 件 下 最 优 承 诺 时 间 2 ”由 【15 ) 式 确定 ， 与 不 作 亲 诺 时 的 利 
渔 .foc ) 相 比 ， 此 时 的 利润 (4* ) 为 
VD)= (> (%.) (20) 

为 了 上 县 体 计算 的 简便 ,将 fm) 和 dp ye ) 绘 出 曲线 ， 
如 图 14 一 5， 

例 一 快餐 店 顾客 平均 到 过 间 卫 为 c,=2 分 钟 ， 每 位 顾客 就 
餐 的 收费 与 成 本 之 比 p 和 9= 1.25, 承诺 等 待 时 间 的 最 大 人 w=5 
分 钟 ， 具 日 前 快餐 店 的 平均 服务 时 间 d= 50 秒 钟 ， 问 能 介 承 湛 服 
务 慢 了 免费 供 餐 . 芭 许 方 有 能 力 将 平均 服务 时 间 缩 短 到 4=30 秘 
钟 ， 回 能 否 承 诺 ， 承诺 时 间 的 最 优 值 w 和 多大， 利润 可 比 日 前 增 
长 多 少 . 

将 pA/9=1.25 ,w=5,0 = 二 2 代 和 (17) 式 算得 x=60, 解 方 
程 (14) 或 由 图 14-5(a) 有 xz)=6, 从 (18) 式 或 山 疯 
14 一 5 (5b) 得 d.=43 ( 秒 }， 日 前 的 平均 服务 时 间 d= 50 秒 不 满足 
条 件 (19)}， 所 以 不 能 对 等 待 时 间作 任何 承诺 ， 而 当 平均 服务 时 间 
缩短 至 4= 30 秒 时 ， 则 满足 条 件 (19)， 店 方 可 以 作出 承诺 ， 有 由 
《15) 式 最 佳 承 诸 时 间 为 必 =30x6=180( 秒 )， 即 宣布 凡 顶 客 等 
待 时 间 超 过 3 分 钟 者 可 以 免费 享用 订餐 .这 时 闫 客 到 达 的 平均 末 


隔 将 由 = 2 分 钟 缩短 到 c= 全 全 12 分 钟 ( 据 (6) 式 )， 而 
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单位 时 间 的 平均 利润 将 为 vfa )=1.47 {0 站 所 (20) 式 )， 旭 增 
长 40%. 


fa Cay 
§ 
5 
3 
2 
1 
0 Be 
de Pig sm rr) 


峡 14 一 5 (qj) 由 ef a (1+f ) 定 六 的 站 (2) 曲 线 
(6) 由 17) ，(18) 式 定 义 的 (py, wo， eo 曲线， 其 中 实 线 为 


PAg=1,25 及 不 同 的 co= 1 ;2,5, 说 开 为 pxq=2 上 中 cq=5 


评注 本 节 提 出 的 是 - -个 很 容易 理解 的 问题 ,但 是 把 它 用 数 
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学 模型 表述 出 来 却 并 非 易 事 、 这 里 除了 利用 现成 的 MAAW 1 模型 
之 外 ， 主 要 是 对 承诺 时 间 和 顾客 多少 的 关系 作 了 相当 简化 ， 也 有 
一 定 程 谭 合 理性 的 假设 ， 即 模型 假设 条 件 2 及 (6) 式 ， 可 以 看 到 ， 
如 果 比 这 个 假设 再 复杂 一 点 ， 就 难以 得 到 容易 分 析 的 结果 了 . 当 
然 ， 这 个 简化 假设 可 能 与 实际 情况 有 相当 大 的 距离 ， 致 使 所 得 结 
果 不 一 定 能 直接 应 用 ， 但 是 本 文 提供 的 方法 是 值得 借鉴 的 . 


14-4 计算 机 的 序 贯 处 理 


在 计算 机 工作 站 将 多 台 终 端 钼 理 机 用 一 台 控 制 器 连结 起 来 ， 
并 且 共 用 一 个 存储 器 ， 计 算 任 务 由 控制 器 分 配给 各 台 终 端 序 贯 处 
理 ， 以 取得 比 单 台 计 算 机 更 高 的 计算 速度 .本 节 讨 论 一 种 简单 的 
特殊 情况 : 设 有 项 计算 任务 ,， 每 项 任务 都 必须 由 控制 器 分 配给 2 
台 终 端 处 理 机 进行 序 贯 处 理 ， 它们 的 运行 相互 独立 ， 计 算 每 项 任 
务 的 时 间 是 随机 的 ， 它 们 的 统计 规律 如 平均 计算 速度 已 知 ，2 台 
终端 的 共用 存储 器 最 多 只 能 存储 N 项 任务 的 数据 ( 设 每 项 任务 的 
数据 量 相 同 )， 我 们 要 确定 完成 n 项 任务 所 需 的 平均 时 间 ， 并 与 
单 台 计算 机 完成 这 些 任 务 的 时 间 进 行 对 比 太 9 . 

上 上 述 问 题 可 以 归结 为 2 个 服务 员 的 串联 随机 服务 过 程 ， 服务 
员 的 平均 服务 率 分 别 为 上 和 js, 系统 容量 ( 即 分 别 在 2 个 服务 员 
处 排队 等 待 和 服务 的 顾客 总 数 ) 为 入 . 与 以 前 的 模型 不 同 ， 这 里 
的 呈 位 顾客 (2> NN 已 经 到 过 ,等待 依次 进行 2 项 服务 ， 芯 如 一 
个 会 计 室 有 审核 员 和 出 纳 员 各 一 和 名， 他们 以 平均 速记 同和 情 顺 
序 为 每 位 顾客 服务 . 会 计 室 内 最 多 容纳 NN 位 顾客 ， 预 定 的 二 名 顾 
客 已 经 米 到 ，n 一 入 位 等 在 室外 ， 当 一 位 顾客 进行 完 2 项 服务 离 
去 后 立即 有 … 大 进入 室内 ， 直 到 位 蜂 客 服务 完毕 ， 这 个 过 程 可 
以 用 图 14 一 6 描述 ， 每 位 顾客 进行 完 第 2 项 服务 后 再 排 在 第 1 项 
最 务 队 伍 的 末尾 ， 如 此 循环 . 当 进 行 了 站 人 次 的 服务 循环 时 ， 
项 计算 任务 就 全 部 完成 了 . 
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和 村 区 


容量 入 


网 14 一 6 计算 机 序 贷 处 理 的 服务 过 程 

下 面 我 们 先 求 称 定 状况 下 用 序 贯 处 理 方式 繁 项 计算 任务 所 需 
的 平均 时 间 ， 再 与 单机 处 理 进行 比较 . 

序 贯 处 理 和 的 平均 计算 时 间 设 2 台 终端 处 理 机 计算 每 项 任务 
的 时 间 服 从 指数 分 布 ， 平均 计 算 速 庶 (单位 时 间 完 成 任务 的 项 数 ) 
分 别 是 pg 向, 十 是 At 和 jo Ai 了 可 视 为 At 内 2 台 终 问 分 别 完 
成 - -项 计算 任务 的 概率 ， 记 时 刻 :在 终端 1 处 有 天 项 任务 (包括 
等 待 的 和 正在 计算 的 )、 在 终 问 2 处 有 NN 上 项 任务 的 概率 为 
Pelt)， 类 似 于 12.5 节 建 立 随 机 株 估 口 模型 的 (1)、(2) 式 ， 容 
易 得 到 


NAG 


k=1 ,2 一] 


dpPo 
dr 


人 =ja Py (1) — i Prtt) 

当 计 算 机 运行 进 人 稳 态 时 P, (7) 与 1 巨 关 ， sto 
n>>N ,只 要 NN 个 顺 客 的 服务 循环 若干 次 , 就 可 视 为 到 达 稳 态 
此 时 微分 方程 (1 ) 化 为 代数 方程 ， 并 化 简 为 


= pH P(t)— pk, Po (lt) (1 


Pe P=0, K=1,2,-. -NN (2) 
记 
= 血 (3) 
HI 
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并 注意 到 I> Pp. , 则 南 (2) 式 可 得 稳 态 概 率 为 


1 (4 1) 
二 1 
记 2 台 终 端 计算 每 项 任务 所 需 的 平均 时 间 为 工 . 因为 终端 1 
于 作 的 概率 是 1 一 P。 ,平均 计算 时 间 是 pi! , 所 以 
{1l ~ 天] 下 一 中 (5) 
将 (3)、(4) 代 入 (5 )] 式 可 得 


1 一 gstl 
| we) 天 
T= 
| N+1 
oN 


这 就 是 序 贯 处 理 的 平均 计算 时 间 . 

序 贯 处 理 与 单机 处 理 的 比较 ”单机 处 理 时 每 项 在 务 仍 分 为 2 
段 ， 与 序 贯 处 理 相对 应 这 2 段 的 平均 计算 速度 分 别 为 4 和 j， 
所 以 单机 处 理 每 项 任务 的 平均 时 间 是 


] -六 
| 1 一 人 AT+1 人 5 天 1， 
"| k=0,1 NN 


5=]， 


(6) 


Ti=H + A! (7) 
5| 入 衡量 序 贯 处 理性 能 的 数量 指标 
于 
R= 于 (8) 


显然 , R 越 小 序 仙 处 理 的 福 能 越 好 . 把 (6)，(7) 代 人 (8) 式 并 
特 呈 视 为 o 的 消 数 ,可 得 


1—art! 
i ， ol 
a (1+o)(l— o") (9) 
| 入 -1! 
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可 以 证 明 R(a) 在 a=1 处 可 微 , 并 且 当 0<o<1 时 -2 < 


0, 当 1<o<w 时 -3 >0. 于 是 c=1 时 RR 达 到 最 小 值 R(I1) 


- = 村 (N 较 大 时 )， 而 当 o 一 0 或 9 一 om 时 及 趋向 最 


大 值 丸 (0)= R(% )=1. 这 就 是 说 ， 当 2 台 终 端的 计算 速度 相 
同时 ( 色 = 工 )， 序 贯 处 理 的 性 能 最 优 ， 因 为 这 时 它们 完全 对 称 ， 
最 少 出 现 相互 等 待 的 机 会 . 而 2 人 台 终 端的 计算 速度 相 凑 越 大 ， 序 
和 贯 处 理 的 性 能 越 坏 ， 极 病情 形 下 只 有 1 全 终端 在 工作 ， 就 相当 于 
单机 处 理 了 . 
由 (9 ) 式 还 可 以 知道 ， 当 六 一 oo 时 
r 1 


[+oa 5 二] 
RIla)= (10) 


仍 在 c= 上 处 达到 最 大 值 R(1)= 地 .但 是 当 和 N=1 了 时 ,对 于 所 
有 的 oc 都 有 R(o)=1. 即 不 管 2 台 终端 的 速度 如 何 ， 序 贯 处 理 
的 性 能 与 单 台 相 同 ， 因 为 存储 器 小 到 只 容许 2 台 终端 中 的 某 1 台 
工作 . 

由 上 述 分 析 可 以 看 出 ， 实 际 应 用 序 贯 处 理 方式 时 应 该 使 各 终 
端的 计算 速度 相同 ， 以 取得 最 佳 效 果 ， 这 时 2 台 终端 序 贯 处 理 的 
迷 度 比 单机 快 一 倍 ， 而 与 琴 台 单机 相 比 ， 又 起 码 省 掉 个 存储 
器 . 


习题 


1. 证 有 明 若 服务 时 间 Z 的 概率 满足 P(Z>t+1|Z>t)=PlZ>1) (14.1 
节 避 ) 式 ), 则 乙 服 从 指数 分 布 . 
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2. 在 14.1 节 中 用 MA 和 模型 的 平均 队长 公式 (22 验证 C0) 和 C1 ] 趟 . 
(注意 : (20)，(21) 中 的 p= Zn】 

3. 在 14.1 节 中 推导 MAMA ( 窑 革 为 N) 模 型 的 平均 队长 公式 {24)， 并 
解释 平均 等 待 时 间 公 式 (25 ) 的 意义 . 

4. 森 发 廊 只 有 -位 理发 师 ， 顾客 平均 到 达 率 为 3 人 7 小时， 每 人 平均 理 
发 时 间 为 15 分钟 . 分 别 在 发 廊 充 分 大 ( 即 容 曙 无 限 ) 和 和 只 有 6 把 棒子 供 顾 客 
等 待 这 两 种 情况 下 计算 ， 平均 队长 ; 平均 等 待 时 间 ; 磊 客 不 必 等 待 就 可 理发 
的 概率 ; 顾客 因 无 座位 等 候 而 离开 的 概率 ， 

5. 某 医院 手术 室 为 掌握 随 机 服务 情况 ， 统 计 了 100 小 时 病人 就 诊 和 完 
成 手术 的 数据 ， 如 下 表 所 上 必 ， 


一 一 一 一 -一 
一 小 时 内 到 法 # 出 现 的 一 病人 的 手 7 出现 的 
的 病人 人数 太 | 频率 方 术 时 间 (小 时 ) | 晤 率 8 

0 10 一 0.2 38 

1 28 0.2— 0.4 25 

2 29 0.4 一 0.6 17 

3 16 0.6 一 0.8 

4 10 Og8—1.0 6 
1.0 一 1.2 5 
1.2 以 上 0 
共计 100 


对 算出 病人 平均 到 达 尝 和 手术 平均 上 时间. 

营 计算 医院 平均 病 大 数 和 每 个 病人 平均 就 诊 时 间 . 

副 要 使 平均 就 诊 时 间 不 超过 2 小 时 ， 手 术 平 均 时 间 诺 为 多 少 . 

6. 在 某 风 景区 叭 备 建造 旅 牛 ， 预 计 三 客 平均 每 天 6 人 ，, 每 人 平均 逐 留 2 
天 , 营 旅 店 备 4 个 房 局 (每 间 一 人 ), 求 每 天 客房 平均 占用 数 及 满 嚼 概率 ， 

7. 车 闻 里 有 疹 十 台 机 器 ,每 台 机 器 的 正常 运转 时 间 为 均值 120 分 钟 的 
指数 分 布 ， 修 理工 人 的 服务 时 间 为 均值 12 分 钟 的 指数 分 布 . 现 千 间 要 维持 
机 器 的 正常 运转 率 不 小 丁 87.5% , 间 每 名 修理 工人 最 多 能 看 答 几 台 机 器 . 

8. 机 器 的 乎 均 改 障 率 为 4 台 7 小时， 施 陈 后 的 扣 类 为 8 元 /对 小 时 . 
现 有 2 名 修理 工人 ， 甲 的 平均 修理 速度 为 6 台 / 小灶， 上 资 为 3 元 /小 时 ， 
乙 的 平均 修理 速 讶 为 8 台 / 直 时 ， 芽 资 为 5 元 /小 时 .从 费用 最 省 角度 苦 虚 
应 雇用 哪 位 工大. 分 析 同 时 雇用 这 2 名 工人 的 情况 ， 
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9. 其 大 准备 开 -- 韶 美发 厅 , 他 已 经 对 顾客 平均 到 近 率 和 自己 的 平均 服 
务 率 有 了 估计 : 现在 要 依 定 床 的 面积 ， 这 相当 二 决定 设 和 多 少 供 珊 客 等 候 的 村 
于 ,面积 太 大 投资 多 ， 顾 客 经 常 不 满 ， 造 成 浪费 ; 面积 太 小 ， 无 处 王 候 的 户 
额 幢 掉 ， 减 消 收 入 ,在 适当 的 假设 下 选择 合理 的 目标 有 数 ， 建 立 优 化 模型 ， 
开 指 出 求解 点 法 . 

10. 举 出 一 些 可 以 用 下 列 模 型 描述 的 和 随 机 服务 过 程 的 实际 例子 
AMAL MAMA (容量 站 MA A (顾客 源 m)， HAM As; MAM A ( 窑 量 
NN MAM i*( 顾 安 源 mr)， 青 分 折 一 :两 个 这 些 模型 中 的 优化 问题 (作出 假设 

写 出 目标 胃 数 )， 

11. 用 14.3 此 的 模型 或 其 它 方 法 计 论 证 面 的 问题 ; : -直行 车 快 修 店 顾客 
平均 到 达 间 隔 为 12 分钟， 每 位 顾客 修 调 的 收费 与 成 本 之 比 为 2, 承诺 服务 
税 了 免费 修理 的 最 大 等 竺 时 间 为 20 分钟 {超过 这 个 时 间 就 失去 最 引力 }. 同 
快 修 店 的 下 均 上 服务 对 间 最 多 为 多 长 才能 作 头 诺 ， 利 用 基诺 的 办法 要 使 平均 利 
渔 比划 前 增长 173 . 平均 服务 时 间 最 多 是 多 少 . 

*12.-- 码 汰 设置 若干 泊位 供 货轮 停 党 装 印 货物 ， 遇 于 牢 位 不 足 经 党 
有 货 鞭 在 冯 头 外 等 收 ， 一 -保险 公司 欲 向 货轮 开展 一 项 保险 站 笋 : 到 达 的 货轮 
先 向 公司 缴纳 一 定数 额 的 保险 金 ， 若 它 在 码头 外 等 待 明 过 -一 定 肿 间 则 公司 
什 给 货轮 较 大 数额 的 赔 供 会 . 试 为 保险 公司 建立 一 个 数学 模型 ,讨论 它 不 至 
于 赔本 及 诸 取 芯 太 利润 的 条 件 ， 可 以 假定 货轮 的 平均 到 达 率 和 凤 基 的 平均 
服务 率 是 - 定 的 ， 而 保险 金 的 数额 应 与 承诺 的 时 间 有 关 . 
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第 五 篇 更 复杂 的 模型 


第 15 章 更 复杂 的 模型 


我 们 已 经 按照 确定 性 和 随机 性 .连续 各 离散 . 稳 态 和 动态 等 
特征 及 初等 数学 , 微 积 分 和 微分 方程 . 变 分 法 .差分 方程 ,概率 、 
图 论 锋 数学 方法 分 门 别 类 地 介绍 了 许多 模型 ， 在 本 书 的 最 后 一 
章 青 称 充 几 个 复杂 一 点 的 模型 ,有 的 孤 要 进行 稳 态 分 析 又 要 研究 
动态 过 程 ， 有 的 将 连续 模型 位 入 到 离散 模型 之 中 ; 有 的 借用 了 
物理 学 中 的 概念 和 原理 . 


15 .1 废水 的 生物 处 理 


工业 和 生活 废水 在 排 入 河流 、 袖 注 或 再 生 利用 之 前 要 去 除 废 
水 中 有 害 的 有 机 物 ， 采 用 的 方法 通常 有 生物 处 理 和 物理 化 学 处 
理 两 种 .所 谓 生 物 处 理 或 称 生 物化 学 处 理 ,是 利用 微生物 (主要 是 
细菌 ) 的 生命 活动 过 程 ， 把 处 水 中 的 有 上 册 物 转化 为 简单 的 无 机 物 
形式 .在 有 和 氧 供 应 的 转化 过 程 中 微生物 对 复杂 有 机 物 进行 分 解 、 
并 利用 分 解 产 生 的 能 量 繁殖 .生长 和 运动 .- -部 分 有 机 物 最 终 转 
化 为 稳定 的 无 机 物 , 另 一 部 分 与 微生物 合成 为 新 细胞 ,而 新 细胞 
可 从 废水 中 分 离 出 来 .于 十 废水 中 的 有 机 物 便 去 除了 . 

本 节 既 不 是 从 生物 化 学 的 观点 研究 徽 生物 的 生命 活动 和 有 机 
物 的 转化 过 程 ,也 不 是 从 工程 设计 的 角度 讨论 各 种 参数 的 大 小 和 
虚 水 处 理 设 备 尺寸 的 选择 .而 是 介绍 怎样 在 一些 篇 单 假设 的 基础 
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上 ,建立 基本 的 方程 ,为 设计 人 人员 提 供 初 步 的 贸 是 重要 的 执 择 方 
案 [3 

实际 背景 ” 某 钢 铁 厂 排 出 废水 中 有 害 物 质 的 浪 度 在 107; ~ 
10… 克 7 米 ?之 间 , 氢 采 用 生物 处 理 法 将 其 浓度 降 至 环境 保护 法 
规定 的 Sx 10 下 / 米 ! 以 下 ,然后 排 入 河流 .为 此 需 建立 废水 和 
微生物 混合 的 处 理 字 .已 知 废水 将 以 10 及 3 小 时 的 流量 进入 处 
理 池 ,为 使 由 处 理 池 排出 虚 水 中 有 害 物 质 浓度 满足 规定 的 标准 ， 
坚 合 理 屯 确定 处 理 池 的 容积 .如 果 所 需 的 容积 太 大 ,和 研究 用 两 个 
较 让 的 处 理 池 代 桂 一 个 大 神 的 可 行 性 ， 

模型 假设 ”生物 化 学 的 研究 .试验 已 经 提供 了 有 机 物 分 解 、 
转化 和 微生物 增殖 .衰亡 的 规律 以 及 有 其 的 参数 ,可 以 归纳 为 如 
下 的 假设 ， 

1 . 有 害 物 质 被 微生物 分 解 ,转化 而 消失 的 速率 (以 单位 时 间 
的 百分比 计 ) 与 微生物 浓 庶 成 正比 ,比例 系数 为 六 =0 .1 米 ;/ 克 : 
小 时 . 

2 . 微生物 依靠 有 害 物 质 分 解 ,转化 产生 的 能 量 而 增殖 的 速率 
{ 以 单位 时 间 的 百分比 计 )} 与 有 害 物质 衫 庆 成 正比 ,比例 系数 为 r= 
1 ,26 米 入 克 ， 小 时 .这 个 假设 适 台 于 有 害 物 质 谊 度 不 天 的 情况 . 

3 . 微生物 的 自然 衰亡 率 ( 单 位 时 间 的 百分比 ) 是 常数 4= 
10-57 让 时 . 

为 了 把 问题 限制 在 适当 简化 的 范围 内 再 作 下 列 假设 . 

4 . 池内 有 害 物 质 和 微生物 在 任何 时 候 都 是 均匀 混合 的 ,于 是 
可 以 用 ce (rf) 和 5 (ft) 分 别 记 有 害 物 质 和 微生物 的 寝 度 ,好 它们 只 
是 时 间 # 的 尔 数 ,而 与 位 置 无 甘 ,并 且 由 此 可 以 认为 排出 的 处 水 
中 有 害 物质 和 微生物 的 浓度 与 池内 相同 . 

5 . 废水 进 人 处 理 褐 的 该 量 @= 10 米 37 小 时 不 变 .池内 废水 
攻 不 变 .忽略 池内 废水 的 燕 发 等 因素 ,可 以 认为 排出 的 水 量 与 8 
相同 .并 且 近 似 地 设 池 内 水 量 等 于 袍 的 容积 了 , 即 水 是 满 池 的 . 

6 , 进入 处 理 池 的 废水 中 有 害 物 质 浓 度 为 co ,10 ;= 6 所 C0 所 
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cn 一 10-2( 克 7 了 水 3)，oa 可 以 保持 某 个 定 值 ， 也 可 随时 发 牛 变化 ， 
最 坏 的 情况 (对 十 生物 处 理 而 言 ) 是 oo 由 cm 突然 增加 到 cu ， 

7 .环境 保护 法 规定 的 浓度 c=5x10*( 克 / 米 ) 是 指 长 期 
稳定 排放 时 不 应 超过 的 标准 . 邵 果 是 短期 排放 超标 不 太 大 ,4 三 
可 以 几 交 纳 罚 金 等 办 法 解雇 . 

单 池 模 型 ”根据 池内 上 有害 物 质 的 质量 平移 关系 ,在 (1 ,1+ A1) 
内 有 害 物 夭 改 变量 = 进入 量 一 排出 量 - 分 解 转 化 攻 .按照 假 
设 1.4.5 有 

Vlelit+AM—ec(iN]=OoAt— Qe)At— rb (c(i Var 
由 此 可 得 微分 方程 

de 


全 -如 
a = (0 Cc}—rpbe (1) 


类 似 地 ， 根 据 池 内 微生物 的 平衡 关系 和 假设 2 ,3 .4 、5 有 
VP AD— PUN = PVAr dh (NVA— QP (DA 
可 得 方程 
全 -xc 一 和 号 及 (2) 
(1).(2) 给 出 了 池内 有 有害 物质 浓度 和 微生物 祖 度 的 变化 规律 .这 
个 非 线性 方程 组 难以 求 出 解析 解 ,我 们 分 别 讨论 它 的 稳 态 和 动态 
1 . 稳 态 情况 “方程 (1) , {2) 有 两 个 平衡 点 
p ic MAON so Qt) 
户 Vre 
Pp: c=et,, b=0 


可 以 验证 在 c<o 的 条 件 下 P, 稳定 ，P, 不 稳定 (2 题 1} .li (3) 
可 知 为 了 b>0 培 人 须 有 c<o, ,而 这 全 条 件 等 价 了 要求 


/> 一 (4) 


reo—d 
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显然 握 越 小 上 应 越 大 ， 用 am=cen 和 Os.q 代 人 (4] 式 可 得 六 > 
8x 10 5 米 3) ,而 要 使 稳定 情况 下 的 < 不 超过 规定 标准 cc” , 则 应 
全 


9 二 1.6x 10:{ 米 ) (5) 


> ne*—d 
2 , 动态 过 程 ” 故 察 最 坏 情 沈 ; 当 c=e=10 3( 克 了 ~ 米 3 时 
字 内 已 处 于 稳 起 ，1=0 时 6 突然 增 至 ,= 1073( 克 / 米 ，) ,在 方 
程 (1), {2) 中 令 66=6 ;以 (3) 式 算出 的 稳定 平衡 点 {其 路 c= eco) 
为 初 值 c(t0)，b00) :用 数 值 方法 分 别 对 下 了 =1.6x10( 米 3) 
和 六 =3 x10{ 米 站 两 种 容积 计算 e {0); 所 得 结果 刘 图 15 一 1 所 示 . 


ffg10“ 克 7 米 ?) 


(VF=1.6Xx10'( 米 '!} 


L 上 ), 一 | 1 了 
外 5 15 TI 本 25 30 35 0 43 0 
zf 人 小时》 


C2)V 二 3X 10: 米 * 


一 一 一 襄 一 襄 一 而 一 贞 一 古 
20102 小 时 3) 
图 15 一 1 单 汇 模型 有 害 物 质 液 度 ct 的 变化 
结果 分 析 首先 ， 处 理 地 的 容积 了 必须 福 足 (4) 式 ， 否 则 
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平衡 点 P 不 稳定 ,而 P, 稳定 ， 这 可 以 解释 为 ， 当 d+ 4 > 


Cw: 即 微生物 误 放 和 排除 的 速率 大 于 增殖 率 时 ， 微 生物 浓度 不 能 
增长 ， 处 理 方法 类 败 .其 次 ， 由 (3) 式 可 知 池 内 有 害 物 质 的 稳 
定 浓度 与 人 池 的 浓度 oo 无关 ,所 以 不 论 0, 是 给 定 区 间 [co co 
虫 的 哪 一 个 定 值 ， 为 了 使 处 理 后 的 稳定 被 度 不 超过 ec, 池 的 容 
积 最 小 应 为 1.6x 104 米 :( 见 (5) 式 ) .但 是 ,动态 过 程 的 计算 表 
明 ， 当 有 害 物 质 的 人 池 浓 庶 和 由 oo 突 增 至 oo 时 ， 用 这 个 容积 的 
处 理 地 将 有 约 1300 小 时 有 害 物质 浓度 超过 标准 值 c* 的 2 售 ， 
且 最 高 达 c* 的 5 悦 { 图 15$-10)) .即使 好 的 容积 增 至 3x 104 
米 ; ,也 有 约 900 小 时 超标 2 倍 ， 最 高 达 3c* (图 15 一 1(2)). 注 
意 到 这 是 一 个 长 宽 各 100 米 . 深 3 米 的 池子 , 已 经 本 大 了 ， 再 增 
天 容积 显然 是 不 可 接受 的 . 

双 池 模型 ”研究 用 两 个 串 接 的 地 子 代 奉 一 个 凶 子 的 情况 ， 相 
应 的 假设 条 件 不 变 ， 池 工 的 排出 是 池 五 的 流入 ， 各 个 量 的 符号 
如 图 15 一 2 所 示 . 


图 15 一 2 次 池 模型 示意 几 


凶 工 的 方程 与 单 池 模型 的 (1 ) (2) 相 同 ， 即 
竺 = (ee) nbe, (6) 


dp _ 四 
-ac d V )p) {7) 


对 于 地 II ,有 害 物 质 请 度 cr) 的 方程 只 须 注 意 到 人 池 浓 度 
是 上 即 可 写 出 


de _ 


dr = (eo) -nb (8) 


而 微生物 浓度 b, (7) 的 方程 中 则 和 霸 加 上 由 褐 1 到 汇 工 的 洲 和 人 景 ， 
即 有 


全 0 (pce, ad- 扩 Jp+ 如 8 (9) 


关于 稳 态 情况 ,方程 (6) ,C7 ) ( 即 池 工 ) 的 平衡 点 及 稳定 性 与 
单 凶 模型 相同 ,平衡 点 


P :el= ET 0 (10) 


在 必要 条 件 c <6 即 
0 
> | (11) 
下 是 稳定 的 ，{ 令 co= co ;同样 有 六 >8x 103 米 ?) 
方程 (8) 、 的 入 (ce, ,b,j 满足 (习题 1) 
(ci 一 已 


Vey (12) 
六 和 一 《PC 十 六 二 十 好 十 人 Jete, {d+ 2 )=0 (13) 


方程 (13 ) 有 两 个 根 ， 因为 要 保 计 ci> c(hb>0 六 (ec; ,6,) 的 稳 
定 ,只 取 


0 二 去 [at not d+ 和 全) 


一 finet rb a 0 PF—4rc (d+ ) | (14) 
| A [a 
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点 使 稳定 状态 下 的 ec ,由 (13) 式 可 得 广 必须 洽 足 
Of{fe—e ) < 
> (ee Mne Ad) -rhe (15) 
上 10) 15) 可 知 忆 越 汕 时 5 越 小 ，F, 应 越 大 ， 所 以 仍 今 == 
co ;在 玉宇 8x 10( 米 站 的 几 个 有 取 值 下 计算 co .Bb 和 (ee )， 
结果 如 夫 15 一 1 所 示 . 
表 15 一 ] c= 107 3 om 所 C 下 的 稿 态 结 果 


tx107 | efxl10- 7” CCx 1073) V(x 10) 
8 1.0 0 .02 16 .03 
i0 0.80 2 .50 9 .63 
12 0 .67 4.14 5 .39 
14 0 .57 5 .31 2 .37 
16 0 .50 £6.18 0.096 


可 以 看 出 ， 较 天 的 内 和 较 小 的 配合 是 应 选择 的 方案 ， 
关于 动态 过 程 ， 仍 考察 c, 由 cu 突 增 于 6, 的 最 坏 情 况 . 取 
让 =| .4x 10 ,=7x10 ,用 数 情 方法 计算 c(t) ， 结 时 如 图 


15 一 3 , 虽 仍 有 约 1200 小 时 超过 , 但 已 经 基 林 上 不 超过 2c” 了 . 
0 宽 / 米 9 


| 
时 
几 15=3 河池 抽出 的 cotr) (i ==j .4x 1 米 记 =7x 1] 中 米 3 和) 


雪 使 在 上 述 动态 过 程 中 保持 c. (71) < ,经 计算 需要 = 
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1 .4x 104 ,天 =2.5x 104 ,结果 如 图 15-4， 
teKL0 区 7 洲 : 


43 50 
£107 小 时 ) 

车 15-4 观 池 模 型 的 cz =1.4x1 执 米 3, 且 =2.5x104 米 3) 

结果 分 析 ” 双 池 比 单 凶 有 明显 的 改进 ， 有 出 单 闻 模 型 上 =3x 
10 时 ce (的 曲线 (图 15 一 1(2)) 与 双 池 模型 [=1 .4x [0 ,下 
二 7x 1 时 c(t) 的 曲线 {图 15 一 3) 相 比 ， 双 字 的 总 容积 减 小 近 
] 3 ,而 处 理 效果 要 好 得 多 .这 是 一 个 可 行 方案 ， 虽然 仍 有 约 1200 
小时 超标 ,但 是 有 害 物 质 人 字 浓 度 由 10- 突 增 至 107? 属 干 极 难 
出 现 的 最 坏 情况 . 从 经 济 角度 考虑 ,不宜 再 增 大 池 了 的 容积 ,-- 
且 出 现 超标 可 接 假设 7 的 办 法 解决 . 


15 .2 农作物 灭 电 药 的 使 用 


为 了 减少 虫害 给 农作物 收成 带 米 的 巨大 损失 ,农民 们 普遍 做 
用 灭 虫 药 .从 经 济 学 的 观点 看 ,什么 上 时候 使 用 灭 虫 药 和 使 用 多 少 
药 能 够 让 损失 降低 到 最 小 ,是 傍 受 关注 的 问题 ,让 我 们 用 一 个 数 
学 模型 描述 它 . 
- 般 屯 ,如 果 用 (表示 时 刻 上 使 用 火 虫 药 的 数量 ,用 x (1) 表 
示 时 刻 ! 害虫 的 数量 ， 几 下 (x (1) ,4 (1) ,1) 表 未 单 位 时 间 的 总 报 
失 ,包括 被 害虫 x (i) 毁坏 的 农作物 及 灭 虫 药 4 (1) 的 费用 . 设 农 
作物 生长 季节 期 为 了 , 则 总 损失 可 记 作 
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了 
“wo)=| Flx,{t) u(t) tdi (1) 
0 
因为 害虫 数量 x (1) 及 其 增长 (或 威 少 ) 率 x (7 取决 于 灭 虫 药 的 数 
量 ww (1) ， 所 以 有 
X(t)=f (x (1) u(t) ,1) (2) 
于 是 (1) , (2) 构 成 一 个 以 x (1) 为 控制 函数 ,x (1) 为 状态 函数 的 
兴 函 极 慎 问 题 . 

本 节 不 拟 作 一般 性 的 讨论 ， 而 是 在 国 数 & (1) 的 特殊 形式 下 
建立 模型 . 考察 农民 使 用 灭 虫 药 的 实际 情况 ,wu (1) 大 体 上 哇 图 
15 一 5 表示 的 形式 , 即 隔 一 an 
段 灶 间 用 一 次 药 , 弄 药 时 间 
很 短 ( 与 整个 生长 季节 相 
比 ) .于 是 确定 2 (就 转化 
为 确定 Tr Tr 和 ,ts， 一 一 
… .为 了 进一步 简化 在 下 面 下 
模型 中 我 们 假定 在 整个 生长 
季节 只 用 一 次 药 .原则 上 这 图 15-5 使 用 灭 虫 药 的 实际 情况 
半 以 推广 到 用 若干 次 药 的 情况 [. 

模型 假设 

1 ,未 使 用 灭 虫 药 时 ， 害 虫 的 自然 (相对 ) 增 长 率 为 7 ,由 于 食 
物 { 农 作物) 丰富 不 考虑 自身 的 阻 灌 作用 ;害虫 迁移 率 为 常数 4 
>0 ,表示 由 外 园 间 所 考察 地 域 迁 人 ;害虫 的 初始 数量 为 x . 

2 . 在 农作物 的 生长 季节 期 内 (0 入 tg 7T)， 仅 在 :=+ 时 使 用 
数量 为 z 的 灭 虫 药 .二 #1 和 ;是 一 浆 慎 ， 当 n> wu 时 灭 虫 药 
才 有 效用 ; 4 是 环境 保护 条 例 规定 的 上 限 . 

3 . 使 用 单位 数量 火 虫 药 后 ,害虫 减少 量 与 当时 害虫 数量 成 正 
比 ,比例 系数 « .这 符合 害虫 分 布 较 密 的 情况 . 

4 . 农作物 被 毁坏 的 数量 与 当时 的 害虫 数 x (i) 成 正比 ,比例 
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系数 5, 农作物 的 单价 为 5( 因 了 时间 较 短 不 蓄 虑 折扣 因子 ) . 
5 . 使 用 淡 中 药 的 国定 费用 为 m , 单位 数量 灭 出 药 的 费用 为 c, . 
模型 建立 建立 模型 的 息 的 是 确定 使 用 灭 虫 药 的 时 忒 t+ 和 数 
基 r :使 整个 期 间 (0 入 iT) 内 的 总 损失 最 小 .根据 假设 4 .5 总 
损失 应 为 


Laraurps | X(T ,dr (3) 


0 


式 中 x (tT,w ,! 1) 表示 家 虫 数量 与 + 、# 有 其. 
根据 假设 ] ,未 用 灭 虫 药 时 (fr< rz) 害虫 的 增长 满足 


| 4x =7xX+ 9, Ot<r 


di (4) 
| x{0)= x, 
方程 (4 ) 的 解 为 
x {ft)= (xo+ 二 je 一 二 .0 过 [ci (5) 


根据 假设 2.3 .在 !=f 使 用 数量 # 的 灭 虫 药 后 害虫 的 残存 量 
X(T ,Ui 满 四 


| 3 二 一 XX to 入 区 委托 
X(t)=X (Tt) 
其 中 x(r) 由 (5 ) 式 令 1->7 时 得 到 ,方程 (6) 的 解 为 


Xt )=ETITJe at , EUS (7) 


妆 1>z 后 害虫 区 楼 照 方程 (4) 的 规律 由 初 值 x (t,x) 增长 ， 于 
是 根据 (5) 式 可 以 写 出 


(6 ) 


x{1)={x (ru)+ 地 Je 一 二 ,IEET (8) 
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将 (5) .07). 048) 代 人 13 ) 式 积分 后 可 得 


一 ] 


(eet antph | -1 (x+ 人 ) 十 


-ee er a vn! 十 -二 (1- < 江 | 


上 上 


{9) 


模型 求解 首先 利用 (9) 式 计算 、 如 果 使 用 天 虫 药 , 求 用 药 


的 最 侍 时 旭 We 4" ,使 总 机 类 工 (1 ,wu) 述 到 最 小 ， 


利用 微分 社 令 一 一 =0 可 得 
了 1 rx 
T= 了 一 区 ln tlL 十 oo ) 


因为 要 求 zz30, 令 r=0 由 10) 式 可 求 出 


oo=— 
如 d. ee"—il 


所 以 最 佳 时 刻 应 为 
Jj" 
TI 一 4 了 1 
[了 
(11) 式 的 g 称 临界 迁移 率 


令 -二 =0 可 得 


#= ust 2 "| (ea+ Le 
、 1 


gd. 


In n+ 一 )} ,gq>gq. 


(10) 


(11) 


(12) 


为 简化 表达 式 ， 记 


r 
S09)= 1 一 一 
| 全 ~v 了 | > 
+ 
则 (13 ) 式 可 写作 
1 KG 
H# 二 Wy 十 一 划一 
局 
又 因为 < ,所 以 最 侍 用 药 量 i' 应 为 
| 十 十 ne ' ] 声 站 Eu 
1 1 
i 一 
| i, 国 0 六 如 种 


el 


{15) 


{16) 


这 样 ，(11)】 ,(12) (14) .116) 构 成 了 用 药 最 佳 时 肇 六 和 数量 中 


的 表示 式 【 导 题 2) 


其 次 ， 上 上 面 得 到 的 司 用 灭 虫 药 时 的 最 小 损失 世人 (5 ,aw  ) 应 恋 
与 不 使 用 药 有 时 的 损 拓 相 比 较 ,上 只 有 前 者 小 于 辣 者 时 才 决 定 用 药 . 
不 使 用 灭 虫 药 的 栅 失 记 为 工 fr 0 实际 二 与 无关) ,参考 


(3) 式 性 有 


艺人 .0m| x {rdr 


其 中 (由 (5) 式 给 出 .让 117) 式 计算 积分 后 可 得 


Ll 0)= 本 [mt (er -1)- 47] 


(17) 


(18) 


将 [12) .014) .016) 代 入 (09) 忒 可 以 算 内 Ltr ,ww ) ,经 化 
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笠 后 再 利用 (18 ) 式 得 到 


Cr:0)= 全 [sara 十 0 十 1 人 好 -各 | 
1 


el 加 
(19) 
兰 记 
Wg) + A + 四 2 人 (20) 
则 可 以 知道 仅 当 条 件 
wtg)<0 (21) 
成 立时 才 有 
tr sw j<Li{rt,0) {22) 


于 是 在 时 刻 使 用 药 量 ”是 最 佳 选 择 .否则 ,在 整个 生长 期 应 
不 使 用 灭 虫 药 

结果 分 析 在 的 表述 式 (12 ) 中 有 一 个 阐 慎 9. , 当 实 际 的 
害虫 迁移 率 4 和 人 时 =0 , 即 生长 季节 一 开始 就 用 药 ， 这 是 因 
为 g 较 小 ， 害虫 的 自然 增长 是 虫害 的 主要 原因 ,尽早 地 用 药 根 除 害 
贝 更 为 有 利 ;而 当 g> gq 时 外 界 迁 人 成 为 虫害 的 主体 ， 所 以 要 过 
一 段 时 间 再 用 药 ， 并 且 4 越 大 灭 虫 时 间 应 越 晚 ， 但 是 总 有 < 


-六 , 即 用药 时 刻 不 应 超过 生长 期 的 一 半 .另外 ， 从 g. 的 表达 式 


(11) 可 知 ， 害 虫 的 初始 值 % 越 大 则 4. 越 大 ， 增 长 素 + 越 大 则 4 
越 小 ， 请 读者 分 析 其 合理 性 ， 
在 的 表达 式 (16) 中 规定 了 > 1 , 因为 否则 出 (20) 式 


可 知 w (9 之 0 ,按照 (21),(22) 式 根本 不 应 用 药 .(16]).(14) 式 
还 表明 ， 衡 量 药 效 的 系数 x 越 大 ， 药 的 价 赂 c, 越 大 ， 则 用 药 量 
uw" 越 小 ; 农作物 单价 p 越 大 ,衡量 农 作 网 损失 的 系数 5b 越 大 , 害 
虫 的 增长 率 + .迁移 率 9 . 初 值 x。 越 大 , 则 uw* 越 大 .这 些 都 是 与 党 
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识 相 符合 的 . 对 下 使 用 药 的 条 件 (21) 式 的 分 析 留 给 读者 (习题 
2). 

评注 ”模型 在 适当 的 假设 下 得 到 的 结果 是 合理 的 ,但 是 由 十 
表达 式 太 复杂 用 起 来 分 不 便 . 实际 上 一 些 农民 在 决定 是 否 便 
用 开 虫 药 时 常 采用 比较 简 恒 的 准则 ， 艾 如 将 不 用 药 的 损 兴 上 [7 ， 
0) 与 用 最 大 药 量 的 费用 cf+ cw, 进行 比较 ， 当 LL {7,0)> ot ecw, 
时 就 用 最 大 药 量 & 灭 虫 ， 用 药 时 刻 可 以 舅 行 考 虚 或 者 按 (12 ) 式 估 
计 ， 而 当世 (0)<c+eay 时 则 不 用 药 ， 这 种 简单 方法 与 我 们 
的 模型 确定 的 准则 用 么 关系 ， 是 一 个 复杂 的 问题 (习题 2 ) 


15 .3 ” 链 鱼 数量 的 周期 变化 


海洋 中 鱼 的 数量 通常 是 按 繁 殖 期 的 长 短 呈 局 期 变化 的 ， 以 太 
平 洋 里 的 能 鱼 为 例 ， 其 生长 ,繁殖 过 程 大 臻 是， 成 年 的 鱼 产 下 大 
量 的 卵 ， 在 卵 成 长 为 幼 鱼 和 幼 鱼 长 大 的 过 程 中 ,相当 大 的 部 分 
为 戌 年 的 鱼 吃 掉 ， 剩 下 来 的 还 要 被 要 劣 的 环境 移 尖 一些， 而 成 
年 的 鱼 在 产 卵 后 则 活 不 了 多 和 外 就 会 死 掉 . 这 样 ， 如 果 我 们 在 每 
个 产 嘱 期 到 来 之 前 观察 甸 鱼 的 数量 ， 可 以 发 现 按照 一 定 规律 的 
周期 变化 ， 用 什么 样 的 模型 既 能 在 时 间 的 离散 点 上 ( 产 卵 期 即将 
到 米 时 ) 锚 述 成 年 鲸鱼 的 数 基 变化 ， 又 能 在 每 个 繁殖 期 内 描述 从 
卵 , 续 鱼 到 成 年 鱼 的 演变 过 程 ， 从 而 达到 研究 成 年 钴 鱼 数 量 周 期 
变化 规律 的 且 的 呢 .本 节 介 绍 - -种 所 谓 傣 入 式 模型 ， 它 把 -个 个 
短期 内 描述 连续 变化 过 程 的 微分 方程 嵌入 一 个 长 期 的 摘 述 离 
散 变 化 规律 的 差分 方程 中 ， 而 那些 描述 短期 演变 过 程 的 微分 方 
程 应 该 在 定性 上 是 相同 的 ， 只 是 从 定量 上 看 参数 与 初始 条 件 有 
所 改变 . 可 以 看 山 这 种 模型 正好 能 描述 链 鱼 的 变化 过 程 2 . 

模型 假设 用 xx, 表示 第 环 个 繁殖 期 (下 称 周 期 ) 开 始 时 成 年 
鱼 鱼 (下 称 圣 和 鱼 ) 的 数量 ， 以 条 数 计 ,z=0,1:2,，…，xz 很 大 ， 
可 达 10: 数量 级 .用 (0 表示 在 每 个 周期 内 的 时 刻 : 幼 鱼 的 数 车. 
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为 了 把 产 孵 过 程 和 幼 鱼 被 环境 祝 法 的 作用 分 离 出 来 ， 不 站 设 半 < 
1 ,=n+E ;yb=n 十 1 一 g，,8 很 小 . 在 [r,t 和 
[5 ,n+ 1 内 允许 数量 上 的 突变 ， 这 种 表示 法 的 用 处 下 面 可 以 看 
出 ， 利 用 这 些 符号 将 钙 鱼 繁殖 .成 长 和 徇 汰 的 假设 叙述 如 下 . 
~- .yt1) 与 x 成 正比 ， 比 例 系 数 相当 于 -… 条 鱼 的 产 卵 量 . 

2 .单位 时 间 内 yy (7) 减少 的 比例 与 x 成 正比 ， 比 例 系 数 P 反 
里 角色 吞食 幼 鱼 的 能 力 . 

3 .zx 与 (吉成 正比 ， 比 例 系数 7 表示 在 繁殖 期 末 幼 和 鱼 存 
活 长 成 角色 的 比例 . 

模型 建立 ”根据 假设 条 件 容易 写 出 


y (i) = oa, (1) 
了 一 一 有 xx Nn<teigt<hn+l (2) 
Xti= yy (bh) (3) 
方程 (2) 的 解 为 
有 (= 了 人 Je 人 (4) 
将 (1)、(4) 代 入 (3) 式 得 
Kp = Xe AU ia R=0 ,1 .2 (5) 
车 记 
a=y&, B=P (i,—t,) (6) 
则 方程 ($5) 可 写作 
X= Xe A=0,1 2， (7) 


差分 方程 (7 ) 是 将 每 周期 内 的 微分 方程 (2 ) 能 人 (1) .(3) 得 到 的 ， 
这 种 三 入 式 模型 的 一 般 形 式 可 以 表 为 
f F(t)=7 (x) 
Pl)=g0), n<h 人 tS,<nt! (8) 
| oo 
差分 方程 (7) 无 法 求 出 x, 的 显 式 表达 式 ， 只 能 递 推 地 求 数 
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值 解 .例如 设 x=105 ,xo= 1{ 表 示 1 个 数量 单位 ， 艾 如 10: 条 ) ， 


第 1 代 (n=0) 链 鱼 知 食 掉 90% 的 幼 色 ， 即 Zn -0.1, 代 
人 (4) .06) 式 可 以 算出 

0.l=e fs ol =)=tnl0=2.3 
若 设 y 取 0.5x10-4,1.1x1034,.1.5x10-4, 则 由 (6) 式 

a=yx=5,11,1s 

将 a .5 .代入 (7) 式 递 推 地 计算 x,, 萎 罕 外 鱼 数 量 的 周期 变化 
规律 ， 结果 如 表 15 一 2 . 

表 15-2 按 休 ) 式 (b=2 .3 和 不 同 的 a) 计 算 的 x 


上 可 二 5 太一 ] 可 二 1 和 昌 a=11 a=15 
0 1 .000 1 .000 1 .000 21 1 .725 2 .396 
1 0 .500 1.100 1 .500 22 0.3572 0 .1443 
了 0 .7906 0 .9611 0 .7115 23 1 .726 1 .552 
3 0 .6402 1.156 2 .074 24 日 .3567 0.6526 
4 0 .7329 OBB76 0 .2625 25 1 .326 了 ,178 
5 0 .5778 1 .265 2 .151 26 DO.3569 -0.2167 
6 0 .7117 站 .7562 0.2278 27 1 .726 1 .973 
了 0 .5912 1 .458 2 .022 28 O68 0 .4147 
8 0 .7037 D0.5584 0.2882 -29 1 .726 2 .287 
9 0 .6961 ] .698 2 .226 30 0.569 0.1771 
10 0.7007 性 .3744 0 .1983 3] 1 .726 ] .767 
11 0.5979 1 .739 1 .884 32 DO.3568% -0.4531 
1 .60996 DO.3488 0 .3691 33 1 .726 2 ,394 
13 0.6986 1.719 2 .367 34 0.3568 0 .1449 
4 0.6992 .3614 0.1526 35 ] .T7268 1 .557 
15 0.988 1 .730 1 .611 36 性 ,3568 0 .6481 
16 0.6991 0 ,3545 D0.5919 37 1 .726 2.136 
17 0 .6989 1 .724 2 .272 38 DO.3568 0 .2137 
18 0.6990 0 .358[ 0 .1821 39 1 .726 1 .960 
] 呈 .6989 1 .727 1 .796 40 QO .368 0 .14225 
20 0.6990 0 .3502 .4308 
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由 类 可 知 ， 对 于 ga=5,% 趋向 稳 态 值 0.699, 即 初 值 的 
70% ; 对 于 a= 11 ,x 交 赫 地 趋向 两 个 稳 术 值 0.3568 和 1 .726 ; 
对 了 于 a= 15 则 难以 看 出 什么 规律 . 

平衡 点 及 稳定 性 分 析 为 了 赋 究 对 于 不 同 的 ma , 名 鱼 数量 x 
的 变化 规律 ， 我 们 利用 8.6 和 8.2 节 的 结果 讨论 差分 方程 (7) 


方程 (7 ) 的 平衡 点 x " 满足 
XxX =ax 0 {9) 
容易 得 到 (9 ) 的 非 零 解 为 
x ha (10) 


b 


平衡 点 x” 稳定 的 条 件 是 | 了 人 (x <1 ,这 里 ff {x )=ax'e 个 " 

{ 见 %8.6 节 (13) 式 }， 因为 
{Ff “(x =ae |1l bx |=11~—lnal 
所 以 当 一 1<1-Ina, 努 
Aa<e=7.389 

时 x” 是 稳定 平衡 点 . 而 当 a> 纪 时 xx 不 稳定 ， 

这 个 结果 表明 ，x, 是 否 稳定 只 取决 于 ea, 与 忌 无 关 ， 而 
a 二 ya ,注意 到 & 和 ;的 含义 可 知 a 表示 的 是 甸 鱼 从 一 个 周期 到 下 
一 周期 增长 关系 的 -个 因素 【增长 率 还 与 上 有关 ) ，、 正 是 这 个 因 
素 决 定 了 x, 的 稳 杰 情况 . 

根据 上 述 分 析 ， 当 a=5 时 x' 稳定 , 且 若 p=in10=2.3， 
由 (10) 可 得 x* 二 0.699 ,而 当 a=11 ,15 时 x’ 不 稳定 .这 些 与 
前 面 的 数值 计算 结果 ( 才 1 一 2 ) 是 一 致 的 . 

为 了 进 … 步 研究 a>7,389 {如 a=11) 时 x 的 变化 和 情况 ,应 
法 考察 方程 (参看 8 .2 节 倍 阅 期 收 和 全 一 段 ) 


* ) x* 三 也是 方程 (7) 的 平衡 点 , 则 是 容易 验证 它 是 不 稳定 的 (e> 1》, 不 再 讨 
论 它 ， 以 后 平衡 点 均 指 非 堆 的 . 
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2 一 了 (nr 一 了 ec] (11) 


其 中 了 的 具体 形式 由 方程 (7 了] 给 出 . 
首先 用 无 量 纲 化 方法 简化 方程 ， 邻 
z= 2 (12) 
由 方程 (7 ) 化 为 
2 二 2] , (13) 
2=lna (14) 


显然 ， 当 /<2 时 z=1 是 方程 (13 ) 的 稳定 平衡 点 ,而 14>2 时 
z“= 1 不 稳定 . 下面 讨论 2>2 的 情况 . 
考察 方程 
2n4+2 二 如 {z 一 8 (2,) {15) 
其 中 g 由 (13) 给 定 . 方程 (15) 的 平衡 点 除 2 =1 以 外 还 有 z ; 
和 2 , 满足 


~ * 11-- 


了 (16) 
由 (16) 不 难得 到 
zi (17) 
于 是 z;、z; 是 方程 
wp (18) 
的 两 个 根 ， 若 记 卫 数 
hw we ") {19) 
财 曲线 不 = 8 fw) 和 直线 邢 =2 一 w 有 3 个 交点 ， 其 横 坐 标 是 z) ,1 
和 z:( 图 153-6)， 当 4=11 时 1=ina=2.398 ,用 数值 方法 可 
以 算出 【习题 3 ) 
z ;=0.3427 ,2 一 人 .6573 (20 ) 
zi .22 是 方程 (15) 稳 定 平衡 点 的 条 件 为 
lig (zal<1 


经 过 较 精 密 的 计算 得 到 ， 当 
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2<4<2.$265 (21) W 
时 上 述 条 件 成 立 . 2 
这 个 结果 表明 , 在 条 件 
{21) 下 方程 (13) 给 出 的 序 
列 2 是 二 倍 周期 稳定 的 ， 
即 子 序列 >， 和 zs 当下 
一 5 时 分 别 趋向 于 z, 和 z=:. 
代 回 到 原 变 量 x,, 由 
{14) 式 可 知 条 件 (21) 相 当 0 “全 «F 
于 图 15 一 6 平衡 点 >; 、z; 的 图 解法 
?7,389<a<12.51 (22) 
所 以 当 a= 11 时 x 是 二 信和 膨 期 稳定 的 ， 两 个 稳定 值 xy 和 xy; 可 
以 从 {由 {12) 式 ) 


WW =h tn) 


| 
| 
| 
| 
1 


Tet 


De zt, (23 ) 
和 (20) 式 算出 . 当 b=1n 10=2.3 时 

X 1 一 0 .3569 ，xY 一 1 .7259 
与 表 15 一 2 的 结果 一 致 . 

当 4>2 ,5265 以 后 应 该 研究 z 的 2: 倍 周期 稳定 的 情况 (天 = 
2,3,…). 若 记 夕 是 关 倍 周期 稳定 的 上 限 ， 有 结果 指出 当天 一 
的 时 , 丸 一 2.6924 , 当 1>2.6924 时 = 的 趋势 出 现 浑 汪 现象 . 
表 15 一 2 中 的 a=15 相当 于 X=2.71 ,所 以 x, 的 变化 没有 和 什么 
规律 可 言 . 

评注 炭 入 式 模型 适用 于 将 各 个 周期 内 用 微分 方程 描述 的 性 
质 上 相同 的 连续 变化 规律 ， 稀 人 到 长 期 的 用 差分 方程 描述 的 离 
散 变 化 过 程 的 问题 ,除了 生物 的 周期 性 繁 将 现象 以 外 ， 再 生 资 
源 的 周期 性 收获 ， 人体 对 周期 性 注 人 药物 的 反应 ， 周 期 性 排放 
污染 物 的 环境 变化 等 都 可 以 用 这 种 模型 研究 ， 
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这 里 我 们 再 一 次 遇 到 8 .2 节 差 分 形式 险 谐 增长 错 型 中 出 现 的 
情况 ， 即 序列 x, 的 2: 倍 恩 期 收敛 现象 (k=0 ,1 ,2 ,… ) .因为 方 
程 (13) 的 非 线 性 程度 更 高 ， 所 以 对 平衡 点 收敛 性 的 分 析 更 为 困 
难 ， 


15 .4 ”国民 经 济 的 积累 与 消费 


资金 和 劳动 力 是 发 展 经 济 的 两 大 重要 闪 素 ,在 5.2 节 用 生产 
项 数 撕 述 了 产量 即 国民 经 济 收 入 与 资金 ,劳动 力 之 个 的 关系 . 国 
民 经 济 收 入 主要 用 于 扩大 再 生产 的 积累 和 人 民生 活 需 要 的 消费 两 
大 方面 ， 在 7 .3 节 过 论 了 怎样 控制 积 紧 束 使 国民 经 济 收入 增长 最 
快 的 问题 ， 进 行经 济 建设 ， 发 展 生产 力 的 最 终 肯 的 是 提高 人 民 
的 生 话 水 平 ， 增 强 综合 国力 . 人 民生 活水 平 可 以 用 每 人 占有 的 消 
费 资 金 的 数量 来 衡量 . 本 节 要 利用 $.2 和 7.3 节 给 出 的 基本 关 
系 讨 论 ， 通 过 对 积累 率 的 控制 使 人 均 消 费 资 金 在 - 定 意 义 下 达 
到 最 大 . 下 面 先 建立 一 般 模型 ， 然 后 分 别 研 究 稳 态 和 动态 过 程 全 . 
一 般 模 型 ”资金 ,劳动力 和 经 济 收 入 分 别 记 作 处 (1), 上 (1) 
和 和 人 (1)、 它 们 之 间 的 美 系 用 生产 函数 正 宕 示 ， 即 
QD=F (EIU), LD) (1) 
男 - 一 方面 ， 经 济 收 入 吧 ( 门 可 分 解 为 积 标 资金 二 二 和 消费 资金 
Ci ， 芭 


O(n)=7() + C{r) (2) 
生产 资金 (1) 的 增加 和 天 {1) 本 身 的 贬值 由 积累 资金 111) 
补充 和 提供 ， 可 设 


K{D)+tyK=1(), KkK(0)=K, (3) 
其 中 3 为 贬值 率 . 文 设 劳动 力 以 固定 比例 p 增长 ， 即 
LO)=pL, LO0)=L, (4) 


对 和 于 给 定 的 生产 函数 下 , 当 Ct) 已 知 时 可 以 从 (1) ~(4}) 确 定 
Kt L(), TA OU). 
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基于 生产 国 数 下 可 以 合理 地 假设 它 对 变量 天 和 工 都 是 递增 

的 . 王 出 的 . 且 半 近 好 达到 最 大 慎 ， 即 有 
F.>0, Fix<0, lim Fi=0 (5) 

此 一 
F>0, Fi,<0, lim F.=0 (6) 


莽 且 王 对 天 和 工 是 齐 次 的 ， 即 对 于 实数 a 


FlaK aL)=aF(K,L) (7) 
利用 这 个 性 质 ， 令 a = -了 并 记 
k= 六- (8) 
则 人 均 收入 时 为 
= FKL)=F(, 1 () (9) 
这 里 大 是 人 均 占 有 的 生产 资金 . 
对 (8 ) 式 求 导 并 利用 (4) 式 可 得 
k= 二 pk (10) 
若 记 人 均 消 费 资金 为 
c= 他 (11) 


则 由 (2) 、(3) 和 (8)~(11) 导 出 
C+ Kk ,RR “ 
fk)= =c+ 本 +? 了 c+ 太 十 pk 十 让 


记 
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H= p+Yy {12) 


K 
se 
= L . (3) 


则 得 到 关于 天 (9 的 微分 方程 
k=f (kK)—puk—e, KOO)=k, (14) 
对 于 给 定 的 生产 函数 请 (KK) ,大 (7 站 由 c (1 确定. 
对 5.2 节 中 给 出 的 道格拉斯 生产 应 数 
FKL)=7, KL, OQ<a<l 
不 难 验 证 下 满足 条 件 {5)~(7) ,并 有 昌 由 (9) 式 可 知 
了 (人 一 六 大， 0<a<l {15) 
稳 态 分 析 为 了 分 析 人 人 均 消 费 资金 c{) 在 时 间 充 分 长 以 后 
对 经 济 发 展 ( 有 内 大 均 生 产 资金 (1) 表示 ) 的 影响 ,性 察 国 民 经 


济 收 和 的 积累 率 上 为 常数 的 情况 ， 记 为 


0 
:= 方 (16) 
于 是 由 (2)、(11) .(16 ) 得 
c=(1-s) =(1— se) (kk) (17) 
方程 (14) 什 为 
k= sf CO) pe, KO)=E, (18) 


不 站 设 六 0J)=0( 见 115) 式 ) ， 则 大 = 人 和 和 天 = 大 【>0) 是 方程 
(18) 的 平衡 点 ， 其 中 天 满足 


了 了 (天 一 中 大。 (19) 
容易 验证 大 是 稳定 的 ， 而 万 =0 不 稳定 ， {5) 可 以 由 (19) 式 
用 数值 计算 或 图 解法 求 出 (习题 4). 
将 1 充分 长 以 后 的 c(i) 记 作 c,, (17) 式 写作 
co= tl— sf (k,, (5)) (20) 
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直面 讨论 使 稳定 的 人 均 消 费 资 金 c。 达到 最 大 的 条 件 . 由 (20) 和 
(19) 臣 可 以 算出 


Gee A ) ， 
ds Ag 人 1) [Ff (ko (s))—u) (21) 


记 s=5' 有 时 c, 达到 最 大 ， 则 ss’* 满足 {习题 4) 


fk (ts Y)=p {22) 
或 者 将 (19) 代 人 (22 ) 式 可 得 | 
kK, (9 YF Ck, Cs )) 
se) 23) 


(22 ) 或 (23) 式 在 经 济 学 小 称 为 资本 积 索 的 黄金 谁 则 ,注意 
到 二 的 含义 人 《12) 式 ，(22) 式 可 以 解释 为 ， 使 人 均 消 费 资金 c， 
达到 最 大 的 积累 率 9 应 该 是 ， 人均 占有 生产 资金 ,增加 一 个 单 
位 时 ， 人 均 国 民 经 济 收 入 的 增长 欠 好 被 劳动 力 的 增长 p 和 资本 
的 贬值 所 平衡 . 

对 于 (15) 定 浆 的 道 客 拉 斯 生产 函数 容 犁 得 到 
( 严 2 i 


上 ,二 


Ca 一 人 1 一 3 人 人 器 j 
5 二 六 


动态 过 程 在 稳 态 分 析 中 以 时 间 充 分 长 后 人 均 消 费 资金 作为 
人 民生 活水 平 的 代表 ， 讨 论 使 它 达 到 最 大 的 条 件 . 在 动态 过 程 
中 我 们 研究 在 一 定时 间 了 内 ,由 人 均 消 费 资 金 c (1) 决定 的 效用 
函数 U (ec (1) ) 在 一 定 折扣 因子 5 下 的 总 和 达到 最 大 的 问题 , 即 
目标 函数 可 表 为 


了 
-| ew U {c(t) di (24) 
0 
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其 中 c(i) 满 足 方程 (14), 将 (14) 代 入 (24) 得 


-| etki (25) 
使 沁 函 ] 夺 到 最 大 值 的 六 (7) 满足 欧 拉 方 程 .车 记 
U (ec)=u (26) 
则 相应 的 欧 拉 方程 为 
u=u[l(ut6)—f ‘Ak) (27) 


为 了 人 确 定 起 见 , 设 效用 隔 数 为 


i-o 


Ule)= -< ,0<o<l (28) 
工 一 女 


反映 人 民生 活水 平 随 人 均 消 费 资 金 变化 的 情况 . 则 方程 (27 ) 化 
为 
= [fF Ak) -nt 5) (29) 
与 方程 (14) | 
k=f {kk—e (30) 


联 立 ， 用 以 确定 使 泛 畏 了 达到 最 大 的 c (1) ,kk (1). 
以 道格拉斯 生产 隙 数 {15 ) 式 代 人 人 (29) .(30) 得 
| 全 地 Vor!-(p+6) 
| 、 {31) 
k= f°— HRC 


在 上 大 一 e 平面 上 方程 (31) 有 3 个 平衡 点 (0 ,0) ，(5 ,0) 和 
(kK ,5)， 这 里 


1 I -2 ho 14-x 7 Kk 

KE ={ 1 (CF) ‘= (a) 
相 纳 线 如 图 15 一 7 所 示 ,可 以 看 出 (人 ,c) 是 一 个 鞍点 ( 台 题 4). 
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实际 上 ce (7) ,大 (站 是 哪 条 轨 线 由 端点 条 件 确定 . 始 跨 条 
件 已 由 方程 (14) 中 (0)= 所 给 定 ， 如 果 终 端 条 件 是 (TT)=j， 
则 轨 线 完全 被 确定 ,并且 进一步 的 分 析 指 出 ， 当 了 一 oo 时 这 条 
轨 线 越 来 越 接近 过 蕉 点 (无 ,c ) 的 轴线 . 


-一 
上 


图 15- 了 7 方程 (31) 的 轴线 示意 图 


值得 注意 的 是 那些 趋向 。 轴 的 轨 线 ， 因 为 天 一 0 时 ec>， 
[|>0, 所 以 轨 线 将 在 某 时 刻 与 ¢ 轴 相 交 、 而 一 旦 相交 即 有 
上 =0 ,不 再 有 任何 生产 ， 因 而 也 谈 不 上 消费 了 .在 其 它 端点 条 件 
下 雪线 趋向 的 进一步 讨论 见 文献 [42] . 


15 .$ ”交通 量 分 布 的 最 大 炳 模型 


城市 交通 网 络 布 局 合理 、 通 行 方便 是 现代 文明 城市 的 重要 标 
志 之 一 ,也 是 关系 到 广大 市 民生 活 的 重大 问题 . 为 了 对 未 来 的 
交道 网 络 作出 合理 的 规划 ， 需要 根据 现 有 的 交通 路 线 ,交通 量 等 
资料 和 交通 问题 的 基本 原理 ， 结 合 城市 发 展 状 况 ， 建 立交 通 网 
络 优化 模型 . 它 大 致 包含 这 样 儿 个 工 模型 
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交通 量 生成 模型 ”根据 居民 区 .工厂 .机关 .学 校 等 的 分 布 情 
况 把 要 规划 的 区 域 分 成 若 手 小 区 ， 每 个 小 区 用 - -个 点 表示 ,每 天 
{或 菜 个 时 段 ) 从 每 点 出 行 的 人 数 及 到 达 每 点 的 人 数 称 为 交通 生成 
量 . 用 抽样 调查 方法 可 以 得 到 当前 的 交通 生成 量 . 然后 根据 城 
市 发 展 状况 预测 出 规划 期 的 交通 生成 量 ， 

交通 量 分 布 模型 ”从 每 个 点 出 行 的 人 们 到 哪 一 点 去 ,取决 十 
各 点 之 疗 的 虐 离 . 费用 及 其 他 相互 “吸引 ?作用 等 因素 .各 点 之 间 
来 往 的 人 数 称 为 交道 量 的 分 布 ,需要 根据 交通 生成 量 和 这 些 相 碟 
“吸引 "作出 的 数量 描述 ,按照 “ 定 的 原理 得 到 交通 量 的 分 布 ， 

交通 方式 选择 和 交通 量 分 配 模型 ”对 于 交通 量 的 分 布 按照 一 
定 原则 选择 交通 方式 如 公共 汽车 .地 铁 .自行 车 等 .还 要 按照 其 种 
优化 准则 (如 时 问 最 短 .费用 最 少 .服务 最 好 等 } 分 配 到 现 有 的 或 
规划 的 路 网 上 ， 

建立 这 几 个 模型 有 很 多 种 方法 ， 本 节 只 讨论 怎样 利用 最 大 灯 
原理 建立 认 通 量 分 布 模型 ， 下 面 洁 简 单 介绍 糖 的 概念 和 和 最 大 炳 
原理 . 

炳 (Entropy ) 增 本 来 是 分 子 热力 学 中 的 -- 个 概念 ， 是 对 在 
分 子 随机 运动 下 物质 所 处 状态 的 一 种 数量 描述 ， 后 来 被 引用 到 信息 
论 中 ， 衡 量 随机 试验 得 到 的 信息 量 的 大 小 . 举 - -个 简单 例子 . 

有 nn 个 人 和 s 个 纺 了 号 的 房间 ,把 所 有 人 随机 地 进入 房间 人 
为 一 次 随机 试验 ,如果 不 对 试验 附加 任何 条 件 的 话 ， 那 么 经 过 大 
量 试验 可 以 发 现 ， 最 容易 出 现 的 结果 (或 者 说 出 现 次 数 最 多 的 结 
果 ) 是 个 人 平均 地 进入 :个 房间 { 设 n»>s 必 n 可 被 s 整除 ) ,这 
相当 -于 每 个 人 进入 任何 一 个 房间 的 概率 都 等 干 175 , 所 以 节 容 易 
出 琉 的 结果 来 源 于 等 概率 分 布 ， 为 了 度量 不 同 的 概率 分 布下 随 
机 试验 结果 的 确定 性 程 座 ,人 们 3 引 人 和 人 了 粮 的 概念 . 

在 x 人 进入 ;个 房间 的 随机 试验 中 ， 进 入 的 方式 越 多 ,结果 
的 确定 性 越 大 ， 所 以 应 该 考察 在 不 同 概率 分 布下 进入 方式 的 数 
目 . 若 指 定 第 i 号 房间 进入 nn 人 {i=1,2,… ,s) ， 福 足 Dm ， 
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由 根据 组 合理 论 共 有 


n! 
Ww 二 
nl nl 


种 进入 方式 .利用 Stiqing 公式 由 =V3xn (一 )*e 语 
(0<8<1)，(1) 式 近似 地 为 


时 


- n 
Wo 
Ri ty Hs 
对 (2 ) 式 取 对 数 并 用 平均 可 得 
nm . 十 下 A 
na > n In n 


当 ;很 大 时 可 以 认为 每 个 人 进入 第 i 号 房间 的 概率 p,= 一 


于 概率 分 布 p,= 闻 (=1,2 3) 定义 


Hp pa Ps)= —» Pilnp, 
EI 


(1) 


(3) 


(4) 


比较 ( 3).(4) 可 知 正 反映 了 进入 方式 的 数目 ,概率 分 布 p; (i= 
1 ,2 ,… ,$s) 不 同 , 如 不 同 ，H 称 为 概率 分 布 p,(i=1 ,2,.… ,5s) 
下 随机 试验 的 蛟 . 试验 中 最 可 能 出 现 的 结果 是 在 互 最 大 的 那个 


概率 分 布 的 条 件 下 进行 的 ， 


实际 上 用 数学 方法 容易 验证 ， 当 = 二 (i=1 ,2,… ,s) 时 


瑟 最 大 . 这 上 只 需 用 拉 格 妆 哩 乘 子 法 构造 函数 


L=H+2i», p, 
i=1 


令 各 =0 0G=1,2,… 相间 注意 到 交 p=1, 即 可 得 到 结果 ， 
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最 大 炳 原理 ”我们 已 经 看 到 ， 对 于 (4) 式 定义 的 离散 型 概率 
分 布 的 精 ， 如 果 对 试验 不 加 任何 限制 ， 那 么 均 幻 分 布 对 应 的 炉 
最 大 .对 于 连续 型 概率 分 布 ， 记 概率 密度 函数 为 p (x) (一 oe <x 
< op》, 则 随机 试验 的 精 定义 为 


Le 


zeeo)=-| plx)n p(x)dx (5) 


车 p(x) 仅 在 有 限 区 间 [a , 切 以 内 取 非 零 什 ， 那 么 可 以 证 明 : 当 
p(x)= 一 时 月 (p(x)) 最 大 (习题 5). 即 结论 仍 是 均匀 分 布 


的 焕 最 大 . 

分 子 热力 学 认为 ， 摘 反映 了 物质 内 部 能 量 所 处 的 状态 . 科 最 
大 ， 表 示 内 能 处 于 稳定 的 最 低 和 状态 ， 所 以 在 不 附加 任何 条 件 时 ， 
它 处 干 均 句 分 布 状态 .这 可 以 解释 许多 最 终 进 入 均匀 状态 的 自然 
现象 ， 例 如 加 热 后 的 物体 漫 许 会 用 渐 下 降 ， 最 终 与 周围 环境 温 
度 一 致 ; 一杯 水 中 放 人 可 溶解 杂质 ， 最 终 会 均匀 分 布 开 来 ， 

在 有 附加 人 条件 限制 时 ， 使 墙 最 大 的 概率 分 布 就 不 一 定 是 均 名 
分 布 了 , 一 个 重要 的 结论 是 :在 方差 一 定 的 连续 列 概 率 分 布 中 ， 
以 正 态 分 布 的 稍 最 大 (习题 5 ) ， 

根据 概率 论 的 中 心 极限 定理 ， 如 果 一 个 随机 试验 的 结果 是 由 
大 量 的 .相互 独立 的 随机 因素 造成 的 并且 每 一 个 因素 都 不 起 突 
出 的 作用 ， 那 么 表示 这 个 结果 的 随机 变量 将 遵从 正 态 分 布 . 正 态 
分 布 的 方差 是 由 表征 各 个 因素 的 随机 变量 的 方差 的 总 和 决定 的 . 
上 面 的 结论 俗 好 说 明 ， 如果 -- 个 系统 的 状态 在 许多 相互 独立 的 ， 
均 句 地 小 的 随机 因素 影响 下 ， 保 持 方差 “ 定 ， 那么 这 个 系统 状 
态 的 概率 分 布 是 使 它 的 精 最 大 的 正 坊 分 布 .这 个 结果 推广 到 更 一 - 
般 的 情形 ， 即 所 谓 “ 最 大 炉 原 昔 ”， 

-个 系统 称 为 基本 对 称 系统 ， 如 果 它 的 状态 受到 许多 相互 独 
立 的 .均匀 地 小 的 随机 办 素 的 影响 “最 大 精 原 理 " 表 明 ， 一 个 基 
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本 对 称 系统 的 状态 的 概率 分 布 ， 应 在 表征 这 个 系统 状态 的 约束 条 
件 下 使 这 个 分 布 所 定义 的 灶 晤 大 .如 正 坊 分 布 是 限定 状态 的 方差 
一 定时 贤 最 大 的 分 布 . 

交通 量 分 布 的 最 大 粹 模型 ”将 最 大 灶 原 理 用 来 确定 交通 基 分 
布 的 基本 想法 是 ， 把 交通 网 络 看 作 一 个 基本 对 称 系 统 ,利用 交 
通 生成 量 及 其 分 布 定 又 系 统 状态 的 概率 分 布 及 对 应 于 分 布 的 精 . 
然后 在 关于 该 系统 状态 的 约束 条 件 干 求 使 粒 最 大 的 那个 分 布 
它 就 是 我 们 要 确定 的 交通 量 分 布 . 

假定 已 经 从 交通 量 生 成 模型 得 到 : 考察 区 域内 共 s 个 点 ， 出 
行 总 人 人数 为 & ,从 第 i 点 出 行 (Origin ) 的 人 数 为 o ,到 达 (Destina- 
tion) 第 7 点 的 人 数 为 d (i ,j==1 ,2,… .5s ) .满足 


Do=Td=n (6) 


设 从 第 i 点 出 行 、 到 达 第 j 点 的 人 数 为 ,矩阵 fm ),,, 称 
为 OD 矩阵 、 交 通 量 分 布 楼 型 的 任务 是 根据 o,、d, 和 其 他 可 能 存 
在 的 条 件 ,按照 一 定 的 原理 确定 OD 矩阵 . 

OD 矩阵 的 元 素 ni, 显然 应 满足 


Db Ay= 0 YAy= {7) 
1=1 i=1 


{7) 式 是 2; 个 方程 ， 无 法 直接 求解 个 未 知 数 n; .为 了 利用 最 天 
墙 原理 ， 令 


a (8) 


4 可 视 为 每 个 人 由 第 i 点 出 行 的 概率 ，b 为 到 术 第 j 点 的 概率 ,p， 
则 为 由 第 ;点 出 行 且 到 达 第 了 点 的 概率 ， 和 由 (7) 、(8 ) 式 可 知 


> a= yb-1 (9) 
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>m=a， py {[0) 
按照 (4 ) 式 概 举 分 布 p, 定 浆 的 炉 为 


A 

最 简单 情况 ”如 果 除 了 (9) (10) 以 外 对 ps 不 再 附加 其 它 

约束 条 件 ， 那么 使 (11 ) 式 定义 的 粮 吾 最 大 的 记 就 是 要 找 的 概率 

分 布 . 这 个 问题 归结 为 在 (9) .(10) 下 求 (11) 的 条 件 极 值 利用 
拉 格 良 日 靖子 法 构造 


L=H+ YAY pt yp, . (12) 
i=1 j=1 j=1l il 
令 < = 0 ,可 得 
oP; 
一 ee (13) 
将 (13 ) 式 重新 写成 
Py = iy, (14) 
利用 (10) 式 可 得 
p= — eb 
uy 
再 由 (9) 式 最 后 得 到 
py=aib, (15) 


在 没有 对 pj 附加 其 它 约束 条 件 下 这 是 最 可 能 出 现 的 结果 ， 可 以 
看 作 一 定 意义 下 的 “均匀 分 布 "状况 . 
引入 “ 费 用 "的 情况 ”实际 上 从 第 :点 出 行 的 人 总 是 根据 特定 
的 需要 戌 者 费用 ,时间 等 因素 被 第 j 护 的 特征 所 “吸引 ”. 将 第 j 
点 对 第 i 点 出 行 的 人 的 “吸引 "作用 抽象 成 附加 在 pg， 上 的 权 cj， 
508 


可 以 理解 为 由 第 ;点 到 第 /点 的 广义 费用 系数 ， 若 广义 费用 的 最 
大 限额 为 , 则 应 有 


> cypy=€ (16) 


增加 这 个 约 东 条 件 后 (12) 式 的 函数 工 应 添上 一 项 7 cyp，， 
类 似 地 可 解 得 


i=! j=! 


机 一 天 所 ei (17) 
放 由 (10) 式 确定 ， 或 者 利用 了 psa 可 得 


Py—ape (2 AT (18) 
i=| 


与 站 py=b, 和 (16) 式 联 立 ,用 数 情 法 可 以 算出 p,. 


已 知 先 验 概率 的 情况 中 ”如 果 用 抽样 调查 的 方法 知道 了 
当前 的 OD 算 阵 ， 它 可 以 作为 预测 期 0D 乍 阵 的 先 验 估计 ， 那 
么 相当 已 知 概率 p, 的 先 验 概率 ， 记 作 p; ,在 p; 下 预测 期 OD 
矩阵 元 素 nm, 的 概率 分 布 为 


NH" 


P= pp” (19) 
LP 


mm; 的 取 值 应 使 P 达 到 最 大 . 类似 于 (1)~ (4) 的 推导 可 知 ， 这 等 
价 于 使 


是 


H= -> 


ji 一 | j= 


py (Inpy—lnps) {20) 
1 


在 条 件 (9) .(I0J) 下 达到 最 大 .再 用 类 似 于 (12)~(15) 的 推导 可 
得 
py= utpy (21) 
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ii 由 (10) 式 确定 .或 者 


(22) 
2 wp; 


f=1 


其 中 由 站 py= ,确定 (习题 6)， 


习 是 


1 .在 15 .1 节 废 水 处 理 模 型 中 
全 分 析 单 池 模 型 {1), 人 2 平和 作 点 的 稳定 性 . 

多 求 双 池 模型 方程 (87 、(9 7 (好 地 1 ) 的 平衡 点 并 计 论 其 稳定 性 . 
2 .在 15.2 节 农作物 灭 贝 药 使 用 模型 中 

1 


号 根据 (21) ，(22 ) 式 分 析 使 用 灭 虫 药 的 条 件 与 各 参数 的 关系 . 

号 讨论 几 评 注 中 介绍 的 简 使 方法 得 到 的 结果 与 模型 的 头 勾 ， 

3 .在 15.3 节 峙 人 式 模 型 中 证 明 ， 当 关 >2 时 方程 108) 有 3 个 根 ， 即 
z .1 和 =: . 

4. 在 15.4 节 国民 经 济 模 型 中 

可 给 出 方程 018 ) 的 平衡 点 天. 的 图 解法 . 

名 证 明 广 中 (22 ) 式 的 so" 确 是 ce 的 最 大 值 点 

党 解释 方程 (31 ) 的 相 轨 线 如 图 15 一 了 所 示 ， 

-在 15.5 节 最 大 炉 模 型 中 

寺 ， 证 明 在 有 限 区 问 取 非 零 全 的 连续 型 概率 分 布 中 ， 均 义 分 布 的 炉 最 


人 证 明 在 方差 一 定 的 连续 型 概率 分 布 中 ， 正 态 分 布 的 网 最 火 . 
6 . 件 15.5 节 最 大 粹 模型 已 知 先 验 概率 节 情 况 下 推导 朱 (19)~122 翅 
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